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Exemples et motivations

e Le développement de Taylor a 'ordre 1 en a € R

o L’ensemble des solutions d’'un systéme linéaire (non homogene): Az = b est résoluble si et
seulement si rank(A) = rank(Ab). Dans ce cas, S(A,b) = zy + F, ou F' = ker(A), c’est-a-
dire ’ensemble des solutions est de la forme point plus sous-espace vectoriel.

La différence de deux points p, — p; est une vecteur.

o Les translations ne sont pas des applications linéaires; en particulier, 'image d’un sous-
espace linéaire par une translation n’est pas un sous-espace vectoriel. On peut dire que
S(A,b) =t, (F).

e On veut pouvoir considérer des homothétie ayant des centres différents. Par exemple, si
hy i : R — R est 'homothétie de centre a et rapport k # 0,1, alors

hay(@) = a+ k(z — a)
(h coincide avec son développement de Taylor & l'ordre 1). On peut aussi I’écrire comme

hor(x) = (1 —k)a+ kz.
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Pour calculer la composition et comprendre ce qu’elle représente, le calcul est plus facile si
on utilise les combinaisons affines de points:

(har g © Mg ) (@) = hgr 3o (1 = k)a+ kz) = (1 = K )a’ + k' (1 — k)a + kx)
=(1-K)d +K(1—-k)a+Kkz.

On en déduit que la composition de deux homothéties est une homothétie de rapport k'k. Si
k'k # 1, alors
(1-K)d +k(1—-k)a

b= 1— Kk

est son centre (le point fixe) et on a
(har g © Mg ) (@) = (1 = K'k)b + K'kx = b+ k'k(x — b).
Si k'k =1, alors

(hgr o hgp)(@) =2+ (1 —=K)d + (K —1a=z+ (1 -Kk)(d —a).

e En considérant une courbe plane, c’est-a-dire I'image d’une paramétrisation, on voit appa-
raitre la courbe comme ensemble de points et les vecteurs tangents. Par exemple, pour
v(t) = (cost,sint), on a comme image la courbe définie par 22 + 32 = 1, c’est-a-dire le cercle
de centre (0,0) et de rayon 1. La dérivée en tout point représente un vecteur tangent.

e L’espace affine est 'univers naturel pour les logiciels qui touchent a la géométrie 3D. Il
faut savoir distinguer un point d’un vecteur (méme s’ils sont représentés tous les deux par
des triplets de réels), et éviter des opérations dépourvues de sens (comme additionner deux
points).

Remarque. Que veut dire “opérations dépourvue de sens”? Il faudrait parler du systeme de
coordonnées et du changement de ces systémes. . .

2. Premieéres définitions

Définition 2.1. L’espace affine A" = Ay est R vu comme un ensemble de points muni de I’action
naturelle de lespace vectoriel R" (définie sur cet ensemble de points par)

R™ x A" —— A"
W W
(U, A) —— A+

ot A+ U est le point correspondant au vecteur A + .

Les propriétés suivantes découlent de cette définition :
1. Pour tous A, B € A™ il existe un unique vecteur E tel que A + E = B.
2. Pour tout A € A" et tous 0, W € R, ona (A+ V) + W = A+ (V¥ + ).
3. Pour tous A € A" et tout v € R", si B = A—i—?, alors pour tout O € A™ on a O—)ﬁl—i—? = O?

Remarque. Les deux premiéres propriétés ci-dessus plus 'axiome A + 0 = A pour tout A, vues
comme éléments d’une définition, ménent & la notion abstraite de structure affine et donc d’espace

affine (voir §5).



Deux directions s’ouvrent avec ce point de vue; la premiere est celle qui nous permet de définir
les sous-espaces affines, les reperes affines et les applications affines. La deuxiéme est celle allant
vers la notion de barycentre et, plus tard, celle de convexité.

Définition 2.2. Un sous-ensemble S C A" non vide est dit sous-espace affine s’il existe ? CR”
un sous-espace vectoriel et un point A € S tel que S=A+ 5.

On démontre que si S est un sous-espace affine la propriété est vérifiée par tout point P € S.
Puis que S est un sous-espace affine si et seulement si pour tous A, B € S, on a (AB) C S. (Pour
la preuve de la réciproque, on note par X le sous-ensemble de R™ défini par P — A avec A € S fixé.
On montre, en utilisant 'hypothése et les parallélogrammes, que X est un sous-espace vectoriel.)

Définition 2.3. Un repére cartésien (ou repere affine a origine fixée) est la donné d’un point de
A™ et d’une base de R™. Notation: (A4, (71, e ,ﬁn))

Le repere cartésien met en évidence n + 1 points ordonnés de A", A, A, = A+ 71, ... Ceci pointe
dans la deuxieme direction a laquelle on faisait référence plus haut. On appelle repere affine, ou base
affine dans A", n + 1 points (B, B,,..., B, ;) tel qu'il n’existe pas un hyperplan les contenant.
Alors, pour tout point P € A" il existe n + 1 scalaires 3, 3,,...,8,,1 € R tels que

s P=pB +-+ 06,118,

° 51+"'+ﬁn+1 =1

e B31,B9,...,B,,1 sont uniques.
Les n + 1 scalaires f3;, ..., 3, sont appelés les coordonnés affines (ou barycentrique) de P.

Les opérations et notions de géométrie affines doivent étre cohérents aux changement de repéres
affines. C’est pour cette raison que la somme de deux points est dépourvue de sens en géométrie
affine.

Définition 2.4. Une fonction f : A™ — A" est dite application affine s’il existe p, € A™ et
L : R™ — R"™ une application linéaire tels que pour tout p € A™

f(p) = f(po) + L(p — po)-

L est dite I’application linéaire associée a f et est notée ? ou Df (voir le lemme ci-dessous).
L’application affine f : A™ — A" est dite transformation affine si f est bijective.

Lemme 2.5. Si f : A™ — A" est une application affine, alors pour tout q, € A™ et pour tout
p €A™ on a

1) = fao) + 1 (0= ao).
Démonstration. 11 existe un point p, avec cette propriété d’apres la définition. On a

f(p) = f(po) + 7(1) —po) = f(py) + ?(QO —po) + ?(p —q) = flgqo) + 7(10 —qp)-
0

Exemple 2.6 (Projection paralléle). Soit D une droite de A3 et soit P C A3 un plan tels que D
coupe P en exactement un point. On définit I'application 7 : A3 — P par

ABSP+——s P cpP



ou P’ est l'unique point d’intersection de la droite Dp passant par P et parallele & D et du plan
‘P. L’application ainsi définie est affine et s’appelle la projection sur P paralléle a D.
Pour justifier cette affirmation, soit @’ le point d’intersection de D et P. Alors 7(Q’) = Q' et

—>
m(P) = Q"+ 3 3(Q'P)

ou TRE R3 — R? est la projection sur le sous-espace B paralléle au sous-espace B

Si f: A™ — A" est une application affine, et si (O, (71, . 7m)) et (12, (ﬁl, . ,ﬁn)) sont

des repéres cartésiens, alors f s’écrit en coordonnées

Zy Zy by L
— Al =)
ou A est la matrice associée a 7 dans les bases (73) et (Wy), et by, ..., b, sont les coordonnées

cartésiennes du point f(O).

Exemple 2.7 (Symétrie parallele). De la méme maniére on introduit, dans le plan affine, la
symétrie s = $p pr par rapport a une droite D paralléle & une droite D', ot D et D’ se coupent en
un point. Les points de la droite D sont fixés par s et les droites paralleles & D’ sont invariées par
s. L’application linéaire associée est

—
SD,D/ - SB’H.

La notion se généralise dans I'espace A™ en utilisant deux sous-espaces affines de dimensions com-
plémentaires qui se coupent en un point.

Remarque 2.8. Si on note par Aff(n,R) 'ensemble des applications affines de A™ dans A", et
par GA(n,RR) 'ensemble des transformations affines de A", alors
e GA(n,R) C Aff(n,R) est un groupe, le groupe des transformations affines
o la géométrie affine (dans I'espace affine A™) est I’étude des objets et propriétés géométriques
invariants sous I’action du groupe GA(n,R).

Proposition 2.9. Soit f: A" — A™ une transformation affine. Alors:
1) L’image par f d’une droite est une droite.
2) Les images de deux droites paralléles sont deux droites paralleles.

3) Pour tous A, B,C points distincts alignés, on a g:g = % ou A= f(A), ...

Démonstration. Vérification directe. O

Théoréme 2.10. Soient A, B,C € A? trois points non alignés et soient aussi A', B',C" € A? trois
points non alignés. Alors il existe une unique transformation affine f telle que

J(A)=(4), J(B)=B e [(C)=C"

Ce théoreme est un cas particulier d’un résultat analogue pour deux familles de n + 1 points
affinement indépendants en A™*1,

La preuve est un exercice d’algebre linéaire en se placant dans le repéere affine (A, (E ) 1@))
par exemple. On peut raisonner directement en utilisant la théorie des bases des espaces vectoriels.
Il est instructif de donner une preuve géométrique a ce résultat qui dit que tous les triangles sont
équivalents en géométrie affine. La preuve géométrique construit f par composition de



—
t =t la translation de vecteur AA’

r la rotation d’angle t(B/)EB’

h ’homothétie de centre A" qui applique r(¢(B)) sur B’

g la transformation affine qui fixe point par point la droite (A’B’) et qui applique C; =
1 1Al : 1z
h(r(t(C))) sur C'. Dans la base (A'B’, A'C}), la matrice de ¢ est ( c )

0 yor

Théoréme 2.11. Si f : A%R — A%& est une application bijective telle que pour toute droite D l'tmage
f(D) est une droite, alors f est une transformation affine.

Démonstration. On suit les étapes suivante :

1)

8)
9)
10)

On peut supposer que f admet un point fixe. On considére! f comme une fonction bijective
de R? dans R? telle que toute droite (sous-ensemble de la forme Y 4 L avec L C R? sous-
espace vectoriel de dimension 1) est envoyée sur une droite. On veut montrer que f est
linéaire.

f applique droites paralléles sur droites paralleles.

Si @ et ¥ sont libres, alors leurs images par f sont libres.

Si U et ¥ sont libres, alors f() + f(7) = f(U + ¥) — en utilisant 2) et 3).

[/
7]
/o]

f est additive, c’est-a-dire pour tous @ et ¥ on a f(W)+ f(V) = f(¥ + 7). (Quand o
et U sont liés, on utilise un troisiéme vecteur non proportionnel.)

Pour tout vecteur ¥ # 0 on définit la fonction ¢ R — R par fa?) = v (a) (V). (1
faut justifier que ¢ est bien définie.)

Soit  fixé et soit ¥ non nul et non proportionnel avec @. Alors Yiiw =Pz =g On
en déduit que ¢ est indépendante de .

© est additive et multiplicative.

@ est 'identité sur Q C R.

@ est strictement croissante, donc ¢ est I'identité. 0

Dans ce résultat fondamental, on peut remplacer R? par R” avec n > 2. Par contre le corps
des réels est nécessaire.

2.1.

Homothéties

Proposition 2.12. Soit f : A" — A" une transformation affine telle que pour toute droite D
limage f(D) est une droite paralléle a D. Alors f est ou bien une translation ou bien une homoth-

étie.

Démonstration. Soit A un point de A™. En remplacant f par ¢

@ ° f, on peut supposer que

f admet un point fixe. On démontre que si f admet un point fixe A et f n’est pas Iapplication
identité, alors f est une homothétie de centre A.

'De maniére plus précise, on considére un point A € A% et l'application F' : R? — R? définie par F(?) =
f(A4 ) = f(A), cest-a-dire on fiat apparaitre 'application tangente associée & f.



Comme l'image d’une droite par A est une droite parallele, il s’ensuit que toute droite passant
par A est fixée (globalement) par f. Alors, pour tout B # A, il existe kg € R* tel que

F(B) = A+ ky AB.

Alors en fixant un point B # A, on montre en utilisant des parallélogrammes, que kp = kpz pour
tout P ¢ (AB), d’ou le résultat. O

Théoréme 2.13 (Ménélaos). Soient A, B,C € A? trois points non alignés et soient M € (BC),
N € (CA) et P € (AB) différents des points initiaur A, B et C. Alors M, N et P sont alignés si
et seulement si

=1.

24

|| =
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Premiére démonstration. On considere le repere affine centré (A,E, @) Dans ce systeme de
coordonnées, on a N = (0,n), P = (p,0) et M = (m,1 —m). Alors les trois points sont alignés si

Figure 1: Les éléments du théoréme de Ménélaos vus dans un systéme de coordonnées
bien choisi.

et seulement si
=np—mn—(1—m)p=—mn+np+mp—p.

En méme temps,

PAMBNC p m—-1n—-1_mnp—p(m+n)+p

ﬁMCm_p—l m n mnp —mn

Il faut regarder les deux sens. Par exemple, si ce produit vaut 1, alors on a

mnp —p(m+n) +p=mnp —mn c'est-a-dire p(m +n) =mn + p.
Il

Deuzieme démonstration. On exprime chacun des points M, N et P comme barycentres de deux
points pondérés; on a

M=1-pwB+uC, N=(1-nC+nA e P=(1-7m)A+7B
avec u,n, ™ ¢ {0.1}. Les trois points sont alignés si et seulement si

0 1-p p
0= 7 0 1-np=pm+1-p)d-n(1-m)
1—m T 0



c’est-a-dire si et seulement si

En méme temps

donc le résultat. O
P=(1-mA+7mB <<= 0=(1-n) PA+7r@

Troisieme démonstration. On consideére la composition des homothéties

F=h zoh hN,E
]\/IC N

b

qui fixe le point A.
e Si M, N et P sont alignés, alors F' est, soit une homothétie de centre situé sur la droite
(M, N, P), soit une translation de vecteur proportionnel a W . Comme A & (M,N, P), il
s’ensuit que I est 'identité. Donc le produit des rapports vaut 1.

e Si Ilzg %g % = 1, alors F' est une translation. Mais F'(A) = A. Donc la composition est

I’application identité. On en déduit que les centres sont alignés. 0

3. Théoremes de Desargues et de Pappus

Le théoreme de Desargues appartient a la géométrie (projective) de ’espace: il ouvre le chemin vers
I’étude des projections centrales et, par la suite, de la géométrie projective. Le théoréme peut étre
énoncé dans le cadre de la géométrie affine, mais le nombre de cas spéciaux a considérer suggerent
que ce cadre n’est pas le “bon”.

Théoréme 3.1 (Desargues). Soient [ABC] et [A'B'C'] deux triangles dans l’espace tels que
o les droz'tes (AA’) (B ’) et (C’C’) s’intersectent en un point
e (AB)N ={P}, ( N(B'C") ={M}, ( N(A'C") = {N}.

Alors les pomts M, N et P sont alzgnes.

Comme les points A, B, A’ et B’ appartiennent & un méme plan (celui engendré par les
droites (OA) et (OB) d’apres la premiére hypothese), il s’ensuit que les droites (AB) et (A’B’), en
général, s’intersectent. C’est ce cas général qui est imposé par la deuxiéme hypothése (en bleu).
Cette hypothese évite le probleme des cas spéciaux. Quel serait la conclusion si les droites (AB)
et (A'B’) sont paralleles et les points M et N existent ?

Démonstration. Les deux triangles engendrent deux plans dans ’espace affine. La preuve est facile
si ces deux plans sont distincts. La difficulté apparait quand les plans sont identiques. Noter que
les plans ne peuvent pas étre paralleles et distincts d’apres la deuxiéme hypothese.

Si les plans sont distincts, alors les points M, N et P appartiennent a ces deux plans en mémé
temps, donc a leur droite d’intersection.

Si les plans coincident, on propose quatre arguments qui utilisent, respectivement, une projec-
tion parallele, le théoreme de Ménélaos, les barycentres et le calcul vectoriel.



Figure 2: Le théoréme de Desargues

PREMIER ARGUMENT. La figure 2 illustre la configuration du théoréme dans un plan. On considere
E un point qui ne se trouve pas dans le plan des triangles. Soit E’ sur la droite (OFE) tel que
(AE) || (A’E’). D’apreés la premiére partie, les points d’intersection

(EB)N(E'B) ={P'}, (BC)N(B'C")={M}, (EC)N(E'C')={N"}

sont alignés. On applique la projection sur le plan des triangles parallele a la droite (AF) et il
suffit de voir que P’ est appliqué sur P et N’ sur N.

DEUXIEME ARGUMENT. On applique le théoréme de Ménélaos successivement :

— au triangle [OAB] et a la droite passant par A, B’ et P

— au triangle [OBC] et a la droite passant par B, C' et M

— au triangle [OC'A] et & la droite passant par C’, A’ et N.
On obtient, en multipliant les relations algébriques ainsi obtenues, la réciproque du théoréeme de
Ménélaos pour le triangle [ABNC] et les points M, N et P qui montre que ces points sont alignés.

TROISIEME ARGUMENT. On considere le repere affine (A4, B, C). Alors il existe «, 8 et «y réels tels
que
O=aA+pB+~vC et a+p+vy=1

En méme temps, il existe a, b, c € R tels que
A= (1-a)A+ a0
B' = (1-5b)B+ b0
C'=(1-¢)C+ cO.

Il reste a faire apparaitre les trois points d’intersection M, N et P. Par exemple, pour M, il existe
un unique u tel que

M= (1—-u)B + ucC’
=1 —u)((1=0)B+0b0)+ pu((1—c)C+ cO)
=1 -p)A =B+ ul—-c)C+((1—p)b+ pc)(aA+ BB +~C).
Comme M € (BC'), on en déduit que (1 — pu)b+ uc = 0. Donc

(1="0b)c b(1—c¢)
B
b—c + b—c

M =— C.



De la méme maniére, on a (par permutations circulaires)

N:_(l—c)aC+c(1—a)A ot P:_(l—a)bA+a(1—b)

B.
c—a c—a a—>b a—>b

On vérifie qu’ils sont alignés.

QUATRIEME ARGUMENT. Les hypotheses du théoréme, exprimées en utilisant les points et les
vecteurs, deviennent :

o 11 exlste a € R tel tel que les vecteurs OA et OA’ satisfont la relation OA" = aOA. De méme,

BO? et OC’ = VO?

—
. Il existe A, \ € R tels que O—f’ = —|— )\O? (1-=X) OA’ + NOB'. De méme,
ON = (1 — v)OA + u07 ’)OA’ VO
OM = (1— OB + u(ﬁ OB + 1/OC".

En utilisant le vecteur O?, nous obtenons
— —
OP = (1 - NOA + 0B = (1 - X)OA" + NOB' = (1 — N)aOA + N BOB.

Donc
(L= A) = (1= X)a)OA + (A — NB)OB = 0.

Il s’ensuit (la diagonale du parallélogramme est nulle si et seulement si les cotés sont nuls) que
I1-A=10-XN)a et X=Np.

En regardant ces deux relations comme un systéme en X et A, nous arrivons a

_ 1 —

a=lZab g oyl

08—« b —«

-
Le méme raisonnement pour OM et 517 implique

_r=bBr M,zl—ﬁ

y-=5 y—p

_ 1—
V= T et V= a.
7o 7o

Pour finir la preuve, il faut comparer les vecteurs M ﬁ et M I?’ Nous avons

MN = ON —
:(1—U)O—1>4+1/O?— 1—p O?—,u@

_y—agg 57 ﬁO?JF a’y? y— 57@
V-«

=<v—1)(,yo‘ OA — o@+”o®>

—a ¥ - (v —a)(v

car
y—ay y=By_ B-ally-1)

T—a =B (y-a)y-p5)’

En réorganisant les facteurs,

_ =1 s O a o—
MN = 55 (a8 = 7) 04+ 37— ) OB +5(a ~ ) 0C).



De la méme facon,

___B=Y s 0OA L o
WP = — O (a3 =) OA+ 50~ @) 0B +1(a — 500,

Donc les points M, N et P sont alignés. (|

Théoréme 3.2 (Pappus). Si les points A;, As et Ay sont alignés et les points A,, A, et Ag le sont
aussi sur une autre droite, alors les points d’intersection des droites (A;A,) et (A A5), (AyAs) et
(AgAg), et (A3A,) et (AgA;) sont alignes.

Démonstration. IL y a une preuve qui utilise le théoreme de Ménélaos cinqg fois et une fois de plus
sous sa forme réciproque pour la conclusion.

On développe l'argument basé sur le calcul barycentrique car il demande de I'organisation
pour qu’il reste raisonnable. On change les notations comme dans la figure 3: les six points de

oly

Figure 3: La configuration des neuf droites et neuf points (les A;, B; et I;) du théoréme
de Pappus. L’hexagone de I'hypothese est [A;B;A,B,A;B,]. Les trois points T}, en
noir, représente un choix “symétrique” pour le triangle auquel il faudrait appliquer le
théoreme de Ménélaos. ou pour une base affine.

I'hypothese sont A, A, et Ag, et B, B, et B respectivement. On définit
{Ij} = (Aij) N (Bj+1Aj+2)'
On veut démontrer que les I; sont alignés.

On considere la base affine formés par les T;,1<7<3, les sommets du triangle dont les c6tés

se trouve sur les droites (4;B;). Ona A;, B; € (T;,1T;,5).
On a

Aj =(1- aj)Tj—H +a;T;1, et B;= (1- bj)Tj—irl 0,151

Les réels a;, ay et az ne sont pas indépendants car les points Aj sont alignés. Donc
0 l—a; a

0=1 ay 0 1—ay| = ayaga3 + (1 —ay)(1 — ay)(1 — ay). (1)

10



De méme pour les points B;, c’est-a-dire
0 = bybybs + (1 — by)(1 = by)(1 — by). (2)

Le point I; se trouve sur les droites (B; 1A 5) et (T;17;,5). On en déduit qu'il existe v, tel
que

I. = (1 — Vj)Bj"rl + VjAj+2
= (L= ) (1= b )T 10 + by Ty) + v (1= a0 0) T + a; 5T 44)

= (1 =v)bjpy +v;(1 = a;0))T; +vja;, 5T + (1= 1) (1 = b)) T

avec
(1—v)bj g +v;(1—a;,) =0.
Alors
v, = bjﬂ et 1—v, = @j+2 L

Qjpp+bjpg —1 Tyt by, 1

et donc
_ @jy2bji T (a9 —1)(1—0;,,) '
Gyt by — 17 T

On calcule le déterminant formé avec les coordonnées affines des points I;; on obtient, a une
constante multiplicative pres,

0 asb, (ag —1)(1 = by)
(a; —1)(1 = by) 0 aibs
agby (a; —1)(1 —by) 0

= aya9a3b1byb3 + (ay — 1)(ay — 1)(ag — 1)(1 — by)(1 — by)(1 — b3)
= a,a5a3b,byb3 + ajayaz(—bybybs)
=0.

Pour I'avant derniére égalité on a utilisé les identités (1) et (2). O

4. Convexité

Pour A et B deux points dans un espace affine, les combinaisons affines (1 —\) A+ AB décrivent (ou
parametre) la droite (AB). Le segment [AB] correspond aux combinaisons affines avec A € [0, 1].

Définition 4.1. Un ensemble X C A" est dit conveze si pour tous A, B € X le segment [AB] est
contenu dans X.

Par récurrence on montre que X est convexe si et seulement si pour tous A4,,..., Ap € X et
pour tous 0 < Ay,..., A, <1 tels que Zj)\j =1,ona

MA + N A, € X.

Théoréme 4.2 (Lucas). Soit P un polynome de degré n a coefficients complexes. Alors les racines
de P' sont contenues dans ’enveloppe convexe des racines de P.
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Démonstration. Si on suppose que les racines de P sont distinctes, alors

Pz)=(z-w)(z —wy) - (2 —wy,)

et
P(z P(z P(z
P'(z) = (2) [ P&, PGB
Z—w;  Z— Wy zZ—w,
c’est-a-dire
P'(2) 1 1 1
— + I )
P(z) z—w; z—uwy z—w,

Si £ est une racine du polyndéme dérivé, on obtient que

! + ! +-+ L _
f—w  §—wy §—w,
En conjuguant et par la suite en multipliant chaque terme par { —w; au dénominateur et numéra-
teur, on a
—w —w —w
3 12 3 22+...+£7712:0.
€ — wy € — wy € — w,

On note A; = ﬁ > 0. La relation précédente peut s’écrire comme
(Z/\j>f =2 A
J J

c’est-a-dire \
&= I
DB v

Pour écrire 'argument dans le cas général, on évalue P(z)P’(z) en . On arrive &

0= PP (&)
= (E—w)lE—wl € —w P+ € —w P(E—wy) - [ —w, [P+
+ |§_W1|2’§ —W2|2"'(§_Wn)

5. Vers la théorie générale espaces et sous-espaces affines

Du point de vue géométrique, les courbes et les surfaces sont des sous-ensembles de points dans
un espace constitué de “points”. On est intéressé par des propriétés géométriques de ces objets,
propriétés invariantes sous certaines transformations de 'espace (par exemple des translations,
rotations, projections, ... ).

Remarque. On pourrait voir ’espace des points comme un espace vectoriel. Mais ceci n’est pas
entierement satisfaisant — le vecteur nul joue un réle spécial ; on veut considérer des transforma-
tions qui ne sont pas vectoriels, par exemple les translations, etc.

Les propriétés géométriques d’un espace vectoriel sont définies par le groupe des applications
linéaires bijectives (sont les propriétés invariantes par ce groupe). De méme pour 'espace affine
en utilisant le groupe des applications affines bijectives; les deux groupes sont “différents” et, par
conséquent, les géométries sont différentes.

12



espace vectoriel espace affine

vecteurs (forces) points (particules)
combinaison linéaire de vecteurs combinaison affine de points
sous-espace vectoriel sous-espace affine
base repere (cartésien ou affine)

. , systéme de coordonnées (cartésiennes ou
systeme de coordonnées .

barycentriques)

application linéaire application affine

Définition. Soient £ un ensemble et F un espace vectoriel et soit + : £ x E — £ une application.
Le triplet (€, E,+) est un espace affine si 7 + 7 vérifie les conditions suivantes:

(A1) P40 = P pour tout P € £
(A2) P+ (W + V) = (P+ )+ ¥ pour tout P € £ et pour tous o, v € E

(A3) pour tous P,Q € & il existe un unique o € E, noté ]@, tel que P + v =Q.

Remarque. Pour A € £, on considére les applications £ — £ et £ — E définies par Vs A+
et P+— zﬂ)’ respectivement. Elles sont inverses I'une 'autre (en particulier bijectives). Donc, pour
A € &, on identifie £ avec F, c’est-a-dire on considére £ comme un espace vectoriel en prenant A
comme l'origine de £. On utilisera la notation 7'€.

L’autre point de vue, équivalent a la définition: &£ est muni d’une structure d’espace affine par
la donnée de ’espace vectoriel E et de ’application @ : £ x £ — E,

(A, B) —s 6(A, B) "% 4B,

qui vérifie les conditions suivantes:

(A’'1) pour tout A € &, 'application O, : £ — E, O 4(B) = zﬁ est une bijection
(A’2) pour tous A, B,C € £, on a fﬁ = zﬁ =+ B? (la relation de Chasles).

En caractéristique # 2, les deux propriétés entrainent AA = 6) pour tout A € £.

Exemple. Tout espace vectoriel E a une structure canonique d’espace affine. On pose £ = F et
on définit I'action par la somme habituelle des vecteurs. Explicitement, on prend (F, E, +).

Exemple. Dans K"t! avec le systéme de coordonnées naturel (wq,...,2,,), on considere le
sous-ensemble £ = {z,,; = 1}, le sous-espace vectoriel E = {z,,,; = 0} et I'action “+” définie
par la somme habituelle des vecteurs de K"*1.

Définition. Un sous-ensemble non vide & C £ est un sous-espace affine s’il existe S C E un
sous-espace vectoriel tel que
e limage de § x S par l'action “+” est contenue dans S, c’est-a-dire +(S x S) C S, et

o (S,S,+) est un espace affine.

L’équivalence doit étre faite avec les affirmations suivantes :
(1) Le sous-ensemble S ={Q — P | P, € S} C E est un sous-espace vectoriel.
(2) Pour tous B, ..., P, €S et pour tous Aj,..., A, € K tels que }>; A; = 1, le barycentre
> NP ES.
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Proposition-Définition 5.1. Soit £ un espace affine et soient P, P,,..., P € &. Si)\,...,\,, €
K tels que 3>; A\; =1, alors la fonction € — &£ définie par

A»—)A—l—Z)\jA—P;

j=1
est constante. L’unique point image est appelé le barycentre de la famille de points pondérés
(P17)\1)’ e (Pm7)‘m)

Démonstration. On a, pour B € £,

g

Le fait que la définition d’un sous-espace affine est équivalente a (1) est évident. Il est aussi
évident qu’elle implique (2). Il reste a démontrer que (2) implique (1).
Soit S ={Q —P | P,QeS} CE.Si U = AB € S, c’est-a-dire A,B € S, et si A € K, alors,
d’apres (2),
P,=(1-MNA+XBeS.

Donc N
S35 P, —A=AP, = \(B - A) =\,

c’est-a-dire S est stable pour la multiplication par des scalaires. Pour voir que S est stable pour
I’addition, soient U = AB et W = PQ deux vecteurs de S. Alors, d’apres (2), on a, successivement,

A+PO=C=A+(P-Q) €S

et
D=C+(B-A)=C+AB=(A+PQ)+ AB=A+ (V7 + @) € 5.

Donc ¥ + W € S.

Remarque. La définition du barycentre d’un systeme de points pondérés dépend de la con-
dition » ; A; = 1. Si cette somme est nulle, alors I'expression

AP+ MNP+ + AP,

définit un vecteur de E. Plus précisément, le vecteur défini par la combinaison linéaire

MAP, + MAP, + -+ A, AP,

est indépendant du point A.

L’interprétation géométrique du barycentre et du vecteur définis par les expressions > ; A, P;
est obtenue en considérant I’exemple de I'espace affine H C R™ ™! défini par 'équation x,, =1
dans Pespace vectoriel R"t! muni de la base canonique. Evidemment Pespace vectoriel associé
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s’identifie avec le sous-espace vectoriel H = {x, ., = 0}. Sivy,...,v,, € H, alors I'élément

w=\Nv,+ -+,

m - m

appartient a H si et seulement si > ; A; = 1; de plus, il appartient & H si et seulement si

6. Indépendance affine. Repeéres affines et systémes de coordon-
nées barycentriques

Soit £ un espace affine. Les points P,,..., P, sont dits affinement indépendants si les vecteurs
s s
P\P,,..., P P, sont linéairement indépendants. (Il faut montrer que le choix de P, comme point

de référence n’est pas significatif.)

Définition. Soit £ un espace affine de dimension n. Les n+1 points A, ..., A,, forment un repére
affine si les points sont affinements indépendants.

Si (Ag,...,A,) est un repere affine, alors (AyA4,,... ,AoAq;) est une base de E. Le couple

(Ay, (ApAy, ..., AyA,)) est appelé repére affine d’origine A,. Il est noté aussi comme n + 1-uplet

(Ag; ApAq, ..., ApA,). On a les systémes de coordonnées suivants avec des formules de passages
dans les deux sens:

repere affine — coordonnées barycentriques

repere affine & origine fixée , L
R , . — coordonnées affines ou cartésiennes
ou repere cartésien

Proposition 6.1. Soit £ un espace affine de direction E et soient (Ag,...,A,) un systéme de
coordonnées barycentriques. Si Py, ..., P; sont d + 1 points tels que, pour tout 0 < k < d,

Py =, 0Ag+ a1 Ay + A, avee gttt ay, =1

alors
Zoo Tox ° Ton
x "17 .. :E
. 10 T11 1,n
dim((P,...,P;)) =rank | | .
Tgo Ta1 " Lan
Démonstration. Soit F = (P, ..., P;). La direction de F est le sous-espace vectoriel engendré par

-5 N
les vecteurs B, P, c’est-a-dire

F:Vect(Po_Pl,P0P27...,P()Pd).
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Comme

Py =z 0Ag+ 21 A+ g, Ay

n
-
= Ao+ DA
i=1
n
— —
= Py+ Py Ag+ Y my, AgA;
i=1
" oy
=P+ Z('rk,z Tg,;) A4,
=1
L T s
on en déduit que PyP, = Y"1 (z4,; — T ,;)ApA4;. Alors,
1 x PR x
0,1 0,n
11~ %o1 " Tin ~ Ton - =
. . . 0 @, —xp; - Ty —Top
dim(F') = rank : : = rank
Ty —T e my — X
d1 — To1 dn ~ Lon _ . _
0 @47 =29, Lagn — Ton
et, en utilisant >_7' ; z; ; = 1, on obtient le résultat. O

7. Applications affines

Définition. Soient (€, F) et (F,F) deux espaces affines. Une application ¢ : £ — F est dite
application affine s’il existe Dy : E — F une application K-linéaire, telle que le diagramme
commute.

ExE—* ¢
@J{ Dy ij
FxF —> 4 F

Remarque. Une application affine est une application qui coincide, en chaque point du domaine
de définition, avec son développement de Taylor a I'ordre 1:

o(P) = ¢(Py) + Dp(PyP).

Proposition 7.1. ¢ : £ — F est une application affine si et seulement si o commute avec la
construction des barycentres.

Démonstration. Si ¢ est une application affine, alors pour tous F,,...,P, € £ et pour tous



AO,...,AneKavech)\jzl, on a

w(i Aij) - ¢(P0 + En: A (P — PO)>
§=0

Jj=1

= (R + D‘P(Z )‘jﬁO—P;)
j=1

Réciproquement, on définit @ : E — E par 3(1@) = o(Q) — ¢(P). 1l faut démontrer que @
est bien définie et qu’elle est K-linéaire.
o Soient A, B,P,Q tels que ¥ = B— A= Q — P. Alors

P(A) = p(A + AB — PG) = p(B+ P — Q) = p(B) + ¢(P) — p(Q)
— ¢(A) + Z(AB) - B(PQ).
Done B (4B) = Z(PG),

e Soit Ay = O+ AU = (1—\)O + AA. Alors

PO = p(4,) = 9(0) = (1 = )0 +14) = ¢(0)
= (1 =2)¢e(0) + Ap(A) — 0(0) = Ap(A4) — ¢(0))
= \G(W).
e Le méme argument pour ’addition que celui utilisé pour I’équivalence des définitions du sous-

espace affine.
On pose Dy = ? O

On a la suite exacte courte
0 — FE— GA() — GL(E) — 1,

ou I’épimorphisme est défini par le choix d’'un point de ’espace affine, qui, en fixant un repeére
cartésien, induit le diagramme commutatif ci-dessous.

0 E GA() — GL(E) —— 1
| | |
0 K" GA(n,K) —— GL(n,K) —— 1
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