Calcul algébrique
D

ESQUISSE DE COURS

Mathematics is the art of explanation. If you deny students the op-
portunity to engage in this activity—to pose their own problems,
make their own conjectures and discoveries, to be wrong, to be cre-
atively frustrated, to have an inspiration, and to cobble together their
own explanations and proofs—you deny them mathematics itself.

Paul Lockhart
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1. Introduction

Ce cours introduit quelques objets mathématiques afin de répondre & des questions ou prob-
lémes que notre expérience et imagination peuvent soulever. Pour commencer, a titre d’exemple,
nous abordons le cheminement pour trouver la réponse a une question implicite apparaissant
dans le livre Liber abaci de Fibonacci (1170-1250). Dans la deuxieéme partie de cette intro-
duction, nous énumérons cing questions auxquelles vous étes invités a réfléchir. Ces ques-
tions peuvent étre vues comme une motivation du cours. En avancant dans celui-ci, on peut
raisonnablement espérer que vous arriverez a résoudre les trois premieres questions et dévelop-
per des intuitions pour les deux autres.

La suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est la suite de nombres entiers 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .... Plus précisément,
si on note u,, uy, U, ...les termes de cette suite, alors u; = u, = 1 et pour tout n > 3,
U, = Uy_q + Upy_o. (1.1)
1
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1. Introduction

Peut-on exprimer le terme u,, comme une formule explicite de n (nombre entier dans un calcul
et non pas un indice comme dans (1.1)) ?

Evidemment, si on veut connaitre, disons, Ugg, NOus pouvons faire les calculs de proche en
proche en utilisant (1.1) pour arriver & ce terme. Explicitement,

et ainsi de suite. Aprés encore treize itérations, nous avons

Ce que nous cherchons est une formule nous permettant de produire le résultat uy, = 6765
sans passer par le calcul de tous les termes intermédiaires de la suite. Par exemple, qui est
Uo7, OU quel est I'ordre de grandeur de uyq o 7

En utilisant un ordinateur, nous pouvons commencer par regarder les premiers termes de
la suite de Fibonacci et les comparer avec des valeurs de fonctions tres simples qui dépendent
de n.

n 1 2 3 4 5 10 15 20 30
U, 1 1 2 3 ) 95 610 6765 832040
n? 1 4 9 16 25 100 225 400 900
n? 1 8 27 64 125 1000 3375 8000 27000

Nous remarquons que les termes de la suite croissent beaucoup plus rapidement que les puis-
sances 2 et 3 de n. Probablement ce phénomene apparait pour d’autres puissances aussi. Nous
devrions chercher notre solution ailleurs!

Considérons le taux de croissance des termes de la suite, c’est-a-dire regardons le rapport
u,,/u,_, pour deux termes consécutifs.

n \ ) 3 4 5 10 15 20 30
Uty | 1 2 1.5  1.666 1.617 1.618037 1.618033 1.618033

Il semble que le rapport tend & devenir un nombre réel dont la troncature a 6 décimales exactes
est 1.618033. Si cette affirmation est vraie, alors on peut commencer a comprendre les termes
de la suite! Si g est la valeur vers laquelle tend le rapport u,, /u,,_;, alors, pour n grand!,

U, X qQU, 1 et u, | =qu, .

Donc la relation de récurrence (1.1) devient
2 ~
G Uy o N QU o+ Uy o

En simplifiant par u,,_, — tous les termes de la suite sont des entiers positifs non nuls —, on
a ¢> =~ ¢+ 1. En résolvant I’équation quadratique (ou de second degré) ¢> = ¢ + 1, on obtient

les solutions
L+ V5 618033 et ¢ = 1°V°

q, = 5 q_ 5 ~ —0.618033.

'Le symbole = signifie “étre proche de”.
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La solution positive correspond a la limite supposée du rapport w,, /u Il s’ensuit que la

suite de Fibonacci devrait étre liée a la suite géométrique définie par

n—1°

n <1+\/5>”.

’Un:q+: 2

Celle-ci satisfait a la relation (1.1) (donner une justification). Observons toutefois que ses
termes initiaux ne sont pas ceux de la suite (u,). A vrai dire, aucun terme de cette suite n’est
un entier! En utilisant la formule du binéme de Newton (voir §4), on obtient

<1+\/5)n:a+b\/5

2

avec a et b deux nombres rationnels positifs, non nuls. (Pour étre précis, il faudrait utiliser
une notation signifiant que a et b dépendent de n, par exemple a(n). Mais nous ne le ferons
pas pour ne pas alourdir I'écriture; la notation sera sous-entendue.) Si ¢’ intervenait dans
I'expression de u,,, alors dans cette méme expression il faudrait avoir des éléments qui feraient
disparaitre le nombre irrationnel /5. Or, il se trouve que

2

En observant ces deux formules et apres quelques (longs) moments de réflexion, nous pourrions
penser que u,, est une combinaison des suites géométriques définies par ¢, et q_. En d’autres
termes, on essaye de voir s’il existe a, 5 € R tels que pour tout n € N,

u, = aq + Bq".

En utilisant u; = uy = 1, on obtient un systeme de deux équations en « et 3 ayant pour

unique solution a = —f = % Donc

o \}5(1 +2\/5>n B \}5<1 _2\/5)7{

Remarque. Avant de poursuivre, vous devriez réfléchir a ce résultat et, plus générale-
ment, a ce que nous avons appris tout au long de ce cheminement. D’abord, avons-nous
réellement répondu a la question initiale 7 Est-ce que ’expression ci-dessus est bien le
terme général de la suite de Fibonacci? Pouvons-nous le démontrer? Quel est 1'ordre
de grandeur de uyyg9o ? Si une autre suite était définie par une relation proche de (1.1),
mais différente de celle-la, saurions-nous déterminer son terme général ? La curiosité de
chacune et chacun d’entre nous soulévera d’autres questions. . .

Cinq questions liées plus ou moins au cours

Premiére question. Si [ABC| est un triangle dans le plan, on remarque qu’il existe un
lien entre les longueurs de ses cOtés et les mesures des angles opposés. Plus précisément,
AB < BC < AC si et seulement si C' < A < B. Cette affirmation, confirmée par le triangle
du dessin, est-elle vraie pour tout triangle ? En d’autres termes, peut-on la justifier au cas ou
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elle serait vraie, ou donner un contre-exemple sinon ?

A

B c

Deuxiéme question. Etant donnés un cercle C centré en O et deux points A, P € C, on
considere les figures géométriques ci-dessous :

— le triangle défini par les trois points O, A et P

— le secteur circulaire défini par les trois points O, A et P

— le triangle [OAT] défini par les demi-droites [OA) et [OP) et la tangente a C en A.

En comparant les aires de ces trois figures géométriques, on remarque que

aire([OAP]) < aire(secteur circulaire) < aire([OAT]).

Si on exprime (algébriquement) ces aires en fonction de 6, la mesure de I’angle A/O?D, quelles
relations mathématiques ces inégalités révelent-elles? Que deviennent ces relations quand 6
est tres proche de 07 On pourra supposer le cercle C de rayon 1.

Troisiéme question. Si a et b sont deux entiers, alors (a,b,c) est appelé un triplet de
Pythagore si ¢ est un entier positif vérifiant a® + b> = ¢2. On considére deux triplets de
Pythagore (a,b,c) et (a’,b,c). Existe-t-il toujours un triplet de Pythagore de la forme

(x,%,¢c')?

Quatriéme question (difficile). Au X1v® siecle, Nicolas Oresme avait démontré la divergence
de la série harmonique, en d’autres termes, que la somme

1+1+1+ +1
2 3 n

crolt indéfiniment de fagon non bornée, avec n. Que peut-on dire concernant la somme

11 1
I+ttt

comme fonction de n? Croit-elle indéfiniment ? Sinon, peut-on approcher ou connaitre la

valeur de la somme infinie 1 1 1
It gttt t?
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Cette valeur est connue, voir la remarque 5.12. Nous n’y proposons pas une preuve complete,
mais une idée de cheminement, des analogies. .. Il s’agit de comprendre les relations entre les
racines d'un polynoéme et ses coefficients, et de travailler avec les racines de sin(z) = 0 comme
si elles étaient les racines d’un “polynéme”.

Cinquiéme question (difficile). On se place en un point S dans un bassin, sous le niveau de
I’eau. Voir la figure 1 qui représente une vue de profil. On regarde un cercle dessiné sur un
mur vertical au-dessus du niveau de l’eau. Dans cette situation apparaissent deux angles que
nous voulons comparer: 5 déterminé par le diametre vertical du cercle vu comme s’il n’y avait
pas d’eau dans le bassin (c’est-a-dire I’angle vertical sous lequel on verrait le cercle s’il n’y
avait pas d’eau dans le bassin), et a déterminé par le diametre vertical vu & travers 'eau. Y
a-t-il une formule reliant ces deux angles dépendant des conditions initiales — profondeur de
S, hauteur du cercle par rapport au niveau de l’eau, distance de S au mur du cercle? Est-ce
qu'un des angles est plus petit que autre ? Dans la figure on a o < . (On prendra Uindice
de réfraction de l'eau égal a 1.33.)

Figure 1: Les deux angles, sans et avec réfraction, déterminés par le diametre vertical
[B,B,] et le point S.

2. Cercle trigonométrique. Fonctions trigonométriques

Définition de sinus et cosinus

Soit Ozy un systeme de coordonnées cartésiennes associé a un repere orthonormé dans le plan
R2. Le cercle trigonométrique C est défini par I’équation 22 + y? = 1; c’est le cercle de rayon
1 centré a lorigine. Sur le cercle on définit le sens direct ou sens positif, comme étant le sens
inverse des aiguilles d’une montre. Alors tout point P du cercle trigonométrique détermine et
est déterminé par I'angle orienté ZAOP, ou A = (1,0).
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Définition. La mesure principale de I'angle orienté ZAOP est la longueur avec signe du
plus petit arc déterminé par A et P sur le cercle trigonométrique. Par convention, la mesure
principale de ZAOA’, ot A’ = (—1,0), est 7

Par exemple, si P se trouve dans le quatrieme quadrant, alors le plus petit arc déterminé par
A et P est celui obtenu en allant dans le sens des aiguilles d’'une montre — le sens négatif —
de A & P. La mesure principale sera négative.

Définition. Soit # € R. Si P est le point du cercle trigonométrique correspondant a
I’angle de mesure 6, alors les fonctions cosinus et sinus sont définies par les coordonnées
cartésiennes du point P, c¢’est-a-dire P = (cos 6, sin 0).

(cos,sinf) = P_

Figure 2: Le cercle trigonométrique et 6, la mesure principale de 'angle orienté déterminé par
P. Les coordonnées cartésiennes de P sont alors (cosf,sinf). Si T est le point d’intersection
de la droite (OP) avec la droite tangente au cercle trigonométrique en A, alors les coordonnées
de T sont (1,tan).

Remarque 2.1. Soit P un point du cercle trigonométrique. La mesure principale de
I'angle orienté ZAOP est comprise entre —m et 7. Soit ¢, cette mesure principale. Alors,
pour tout entier k, 6, + 2km est aussi une mesure de cet angle. D’apres la définition de
sinus et cosinus on a

sin(f, + 2km) = sin(,) et cos(f, + 2km) = cos(6y).

On dit que sinus et cosinus sont des fonctions périodiques de période principale 2.

En réfléchissant sur la définition de sinus et cosinus et en examinant la figure 2, nous
observons les propriétés suivantes :

e Pour 0 < 6§ < 7, la définition de sinus et cosinus coincide avec celle introduite en
géométrie elementalre pour les angles d’'un triangle rectangle. Voir la figure 3.
Le triangle [OPQ)] est rectangle en @ et le coté [OP] est de longueur 1. Alors, sinf =
O—g = PQ, c’est-a-dire sin 6 est I'ordonnée du point P.
Il faut comprendre qu’en utilisant le cercle trigonométrique, nous obtenons les fonctions
périodiques sin et cos définies sur R a valeurs dans [—1, 1].

o En utilisant le triangle [OPQ)] de la figure 3 et en remarquant que la mesure (principale)
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o Q

Figure 3: Liaison avec la définition du sinus et cosinus dans un triangle rectangle.

de 'angle P est m/2 — 6, on obtient les relations
. ™ 7T .
sin (5 — 9) =cosf et cos (5 — 9) =sind.

« On peut énumérer les valeurs exactes’? “simples & calculer” de sinus et de cosinus:

sin0 =0 sinz:1 sinzzﬁ sinzzﬁ sinzzl
6 2 4 2 3 2 2

cos0=1 coszzﬁ coszzﬂ COSE:} coszzo.
6 2 4 2 3 2 2

e L’esquisse du graphe de sinus est donnée dans la figure 4 ci-dessus. Pour justifier
I’exactitude de ce graphe, il faudrait faire I’étude de la variation de la fonction 6 — sin 6.
L’étude de la définition nous permet d’en déduire la monotonie, les zéros et les valeurs
extrémes, mais pas la convexité !

S

s =sinf

2w 0

|
NE
o
(NE]
N
w
3

Figure 4: Le graphe de sinus. Il se prolonge sur R par périodicité.

e sin?6 +cos?f =1

e cos est paire et sin est impaire

o sin(m — 6) =sinf et cos(m — 0) = —cos

o sin(m+6) = —sinf et cos(w + ) = — cosb.

Définition. La fonction tangente, notée tan, est définie sur R\ {§ + km | k € Z} par

2Pour calculer sin & il suffit d’étudier la figure @ dans laquelle le triangle grisé est équilatéral et

un de ses sommets est le centre du cercle trigonométrique.
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Dans la figure 2, on trouve linterprétation géométrique de tan@: cette valeur est la
longueur avec signe du segment [AT], ou T est le point d’intersection de la droite (OP) avec
la droite tangente a C en A.

Résoudre I’équation sint = b

Si f: X — Y est une fonction, alors résoudre 1’équation f(z) = b veut dire trouver tous les
antécédents de b, c’est-a-dire trouver tous les éléments du domaine de définition X qui ont
pour image b.

La fonction sin est définie sur R & valeurs dans [—1, 1]. En fait, le codomaine de la fonction
a été fixé a posteriori, apres avoir vu que les valeurs de sin — les ordonnées des points du
cercle trigonométrique — sont comprises entre —1 et 1. L’équation

sint=1"b

n’a pas de solution si |b| > 1. Pour résoudre 1’équation si |b| < 1, on considére en méme temps
la définition de sinus ainsi que U'interprétation de son graphe. Pour b ~ 0.899 on a la situation
représentée dans la figure 5. On obtient deux infinités de solutions,

Yy S

”””””””””””” T ] T
l l l
A ! ! !
| | |
' o W\\/% et !

Figure 5: La recherche graphique des antécédents de b = 0.899. L’interprétation commence sur
le cercle trigonométrique ; on trouve deux points sur le cercle pour lesquels le sinus des mesures
(principales t* et m — t*) des angles vaut b. On trouve ’ensemble de tous les antécédents en
intersectant le graphe de sin avec la droite horizontale s = b.

t" +2kr et w—1t"+ 2km,

ou k € Z. Elles correspondent aux abscisses des points d’intersection du graphe de sin avec la
droite horizontale s = b. Une valeur approchée pour t* est 1.117.
Ce résultat est similaire pour tout b € [—1, 1]. Explicitement,

Proposition 2.2. Soit b € [-1,1].
o Si—1<b<1, alors il existe un unique —5 < t, < 5 tel que sin(t,) = b et l'ensemble de
tous les antécédents de b est [’ensemble

sin~t(b) = {t, + 2kn |k € ZY U {r —t, + 2kn | k € Z}.

o Sib==£1, alors sin™'(£1) = {£Z | k € Z}.

En changeant légerement le point de vue, mis a part les solutions de I’équation de départ,
ce qu'on a rencontré dans la proposition précédente est la notion de fonction inverse, plus

précisément inverse de sinus restreinte a l'intervalle [—3, §].
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Remarque (inverse d’une fonction). On rappelle que 'inverse d’une fonction f: X — Y
existe si en inversant le sens de toutes les fleches de f on obtient encore une fonction. La
fonction ainsi obtenue s’appelle I'inverse de f et est notée f~1:Y — X.

En vue de la définition d’'une fonction, la signification de la phrase “en inversant le
sens de toutes les fleches de f on obtient une fonction”, est la suivante (exercice) :

pour tout y € Y il existe un unique T, tel que y — z,

c’est-a-dire I'image de f est Y tout entier et il n’existe pas deux éléments distincts 2/, 2" €
X tels que f(z') = f(2").

On remarque facilement qu’on ne peut pas renverser le sens des fleches pour sin : R —
[—1,1] et obtenir une fonction (car sin n’est pas injective). Par contre, ce renversement est
possible si on restreint sin a [—7, §]; voir le graphe ci-dessous. L’inverse de sin est appelée arc
sinus et est notée arcsin. On obtient son graphe en regardant le graphe du sinus depuis I'axe
des ordonnées, c’est-a-dire en échangeant les roles des deux axes des coordonnées.

t

s 3
point de 1
vue pour )
la fonction -5
inverse Tt 1 s
-1
Figure 6: La restriction de sinus a I'intervalle [-7, 7] est inversible (le graphe de gauche).

L’inverse est obtenue en inversant les axe des coordonnées pour le graphe de sinus. A droite on
obtient le graphe de s — arcsin(s).

Identités remarquables

Apres avoir énoncé et établi I'identité de I’addition des angles pour sinus, nous obtiendrons
comme corollaires les identités trigonométriques usuelles: I’addition des angles (pour cosinus
et tangente), la duplication de I’angle, la linéarisation et les produit-somme et somme-produit.

Proposition 2.3. Pour tous o, 8 € R, on a
sin(a+ ) = sina cos B + cos « sin 3.

En particulier, sin(§ — 8) = cos 3.

Démonstration. Nous supposons 0 < «,8 < Z. Le cas général découle de celui-ci et des

propriétés précédentes. Regardons la figure 7. Le sin(a + ) est représenté par BB’', la
longueur du segment noir épais qui est la somme des longueurs des deux segments verticaux
rouges, BI et PP’. Pour exprimer BI on utilise le triangle rectangle [BIP] dont ’hypoténuse
est sin 3 et I'angle en B est a; donc BI = cosa sin/3. Pour PP’, on applique le théoréme

o
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de Thalés aux triangles [OPP’] et [OAA'] aprés avoir calculé OP dans le triangle rectangle
[OPB].

Pour l'identité cos f = sin(5 — 3), on applique la formule pour sin(a + 3) avec o = T et
en remplacant 5 par —f. O

Figure 7: Les points A et B correspondent aux angles orientés de mesures « et « + 8 respec-
tivement. La longueur du segment noir épais, BB’, est égale a sin(a + ). Cette longueur est
la somme des longueurs des deux segments verticaux rouges.

Corollaire 2.4 (addition et différence). Pour tous o, 5 € R, on a
i) cos(a+ ) = cosa cos f — sin « sin 3

ii) cos(a — ) = cosa cos 8 + sin« sin

tan o + tan 8
iii) tan(Oé + 6) = m

Démonstration. Pour la premiere formule on a successivement :

cos(a + B) = sin (;r —a— 6) (le cas particulier de la proposition 2.3)
) ™
= sin ((2 — a) + (—,8))
. (T T . s
= sin (5 - a) cos(—f3) + cos (5 - a) sin(—p3) (la proposition 2.3)
= cosa cos(—f) + sin a sin(—/3) (le cas particulier de la proposition 2.3)

= cos a cos B — sin « sin (.

La deuxiéme formule est la premieére dans laquelle on remplace S par —f3 et on utilise les
parités de sinus et cosinus.

Enfin, la formule pour tangente découle de celles pour sinus et cosinus et de la définition
de la tangente, z > SIBZ O

cosx’

Exemple. Comment peut-on trouver une expression exacte pour cos % ? Comme

57 8r—3m 2w 0w

12 12 3 4

10
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on a

|

T <27r 7'(') 27 T L 2T .07 1
—_—= —_—— = = _— —_ 1n — m-=——
cos B cos 3 1 cos 3 Cos 1 S 3 S 1 5

Corollaire 2.5 (duplication). Pour tout a« € R, on a
i) sin(2a) = 2sin a cos

ii) cos(2a) = cos? 2

o — sin” ov.

Ces formules découlent des formules d’addition pour sinus et cosinus dans lesquelles on pose
B = a. Il est utile de remarquer qu’en utilisant la relation sin® a + cos? o = 1, la duplication
pour le cosinus devient successivement

cos(2a) = cos’a —sin?a = 2cos’ e — 1 = 1 — 2sin® .

Exercice. En utilisant la formule de I'addition pour sinus avec 8 = 2, montrer que

sin(3a) = 3sina — 4sin® a. (2.1)

Les formules de doublement de I’angle pour cosinus obtenues précédemment, lues de droite
a gauche, fournissent les formules dites de linéarisation. (Une formule de linéarisation est une
formule dans laquelle un produit de fonctions trigonométriques en 6 s’exprime comme une
somme de sinus et cosinus de multiples de 6.)

Corollaire 2.6 (linéarisation). Pour tous a € R, on a

1 1
sin o = 5(1 —cos(2a)) et costa= 5(1 + cos(2a)).

Exemple. Comment peut-on trouver une expression exacte pour sin {; 7 Nous utiliserons
les formules de doublement et triplement d’angle. Pour commencer, nous savons que

. 27 <7T 271') 3T
sin — =cos | - — — | =cos —.

10
Alors, d’apres le corollaire 2.5 i) et la formule similaire & (2.1) pour cosinus (a établir),

I’égalité ci-dessus devient

2sin1 Cos T 4 cos® T 3C081.
10 10 10 10

En divisant par cos {5, nous obtenons

281n11024C082110—3:1—4Sin2%,

c’est-a-dire que sin 7 vérifie I'équation quadratique (de second degré)

4sin2110+2sin110—1:o.

11
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Les racines de 422 + 2r — 1 = 0 sont x; = 711\/5 et Ty = *1%\/5‘ Donc
.o —1++5
sin — = ————.
10 4

Exemple. Le calcul d’une primitive de sin® z peut étre fait en utilisant la formule qui exprime
sin(3z) en fonction de sinz (voir plus haut) :

. 1 . . Jcosx C()S(:;HZ’)
3 _ - _ _
/Sll’l rdxr = / (3 S x Sln(gl'))dl' = + 1 + C.

Evidemment, on aurait pu arriver au méme résultat en utilisant 'intégration par parties, mais
le calcul serait moins direct.

Plus généralement, en utilisant les formules d’addition et la parité des fonctions trigonomé-
triques, nous pouvons passer d’'un produit de sinus et cosinus a une somme de sinus et de
cosinus. (On dit que le produit a été linéarisé.)

Corollaire 2.7 (produit-somme). Pour tous o, € R, on a
i) sina cos 8 = 3 (sin(a+ ) + sin(a — 3))
(cos(a — B) + cos(a + B))

iii) sina sin 8 = £ (cos(a — B) — cos(a + B)).

N[ =

ii) cosa cosff =

Démonstration. Par exemple, pour iii), on utilise les formules d’addition et différence pour
cosinus, voir le corollaire 2.4 :

cos(a+ ) = cosa cos B — sin« sin

cos(a — ) = cosa cos B + sin « sin f3.

Alors cos(aw — ) — cos(a + ) = 2sin « sin . O

Exemple. Une application directe des formules produit-somme apparait dans le calcul de
certaines intégrales. Par exemple

/6
/ cos(2x) cos(8z) d 2/ cos(6x) + Cos(le)) dx
0

_ 1 w/6 i . w/6
= 2<6[31n(6x)}0 + 10[5111(103:)}0 )
1 1 51 1 T
— gip o8 il o — =
<0+10 3) 20 sin (27 3)
V3
40°

Corollaire 2.8 (somme-produit). Pour tous a, 3 € R, on a

i) sina + sin 8 = 2sin O‘Jrﬁ cos #

ii) cosa + cos 3 = 2cos a+5 cos %

12
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Démonstration. Pour la preuve on utilise les égalités

a+pf a—p
2 * 2

at+pf a—-p
2 2

et fB=

o =

et on calcule 'expression sin o + sin 8 en appliquant les formules d’addition et de différence,
par exemple. ]

Toutes ces formules ne nécessitent pas d’étre retenues par cceur; il est plus judicieux de
savoir les déduire de la formule d’addition pour sinus, c’est-a-dire la formule de la proposition
2.3.

sin x . N .
= 1 connue; voir la deuxieme question de

Exemple 2.9. On suppose la limite lim
z—0 X

I'introduction. On veut calculer la dérivée de sinus en ¢ € R. On a, d’apres le corollaire 2.8 i),

sin(a +h) —sina _ sin(a + h) + sin(—a)

(a+h)—a h
_ 1y leth+(=a)  (a+h)—(=a)
h 2 2
sin(h/2)

= ———— COoS (a—i——) — cosa.

h/2 2 h—0

. B — si
On en déduit sin’(a) = lim sinfa + 1) —sina = cosa.
h—0 (a+h)—a

3. Nombres complexes

On définit 'ensemble C des nombres complexes comme étant I’ensemble de tous les nombres
qui peuvent étre obtenus par multiplication et somme a partir des nombres réels et du symbole
i qui vérifie i2 = —1. Alors pour tout nombre complexe z, il existe deux réels a et b tels que

z = a+1b.

Le symbole i est assujetti aux mémes regles de calcul qu'un nombre réel; par conséquent on
obtient les opérations de somme et de multiplication des nombres complexes suivantes :

(a+ib)+ (a +it))=(a+d)+i(b+1)
(a+1ib) - (a’ +ib) = (aa’ — bb') +i(ab + a'b).

Remarque 3.1. A premiére vue, I'expression pour la multiplication de deux nombres com-
plexes peut paraitre compliquée. Mais, en utilisant la relation i2 = —1, elle reflete les propriétés
usuelles des opérations avec les nombres réels (commutativité et associativité de + et -, et
distributivité de - sur +):

(a+ib) - (d' +ib') = ad’ +iab’ +iba’ + it = aa’ + iab +ia'b— bb
= (aa’ — bV') +i(ab’ + a'b).

13



3. Nombres complexes

Quelques questions

1. Jusqu’a quel point les nombres complexes “ressemblent-ils” aux nombres réels? Plus
précisément, pour z # 0, peut-on définir le nombre complexe % 7 Existe-t-il une relation
d’ordre pour les nombres complexes ?

2. Est-ce que le monde qui nous entoure nous montre des nombres complexes ? Il semble que
les distances, le temps, ou autres quantités physiques soient quantifiés par les nombres
réels. Quelle est la place ou le role des nombres complexes dans le monde réel 7 Peut-on
voir les nombres complexes ?

3. Quelle est 'utilité (mathématique par exemple) des nombres complexes ?

Notre cours essayera de répondre a la premiere question et effleurera seulement les réponses
pour les deux autres. Les nombres complexes existent dans notre culture depuis a peu pres 450
ans. Pendant 350 ans, les nombres complexes ont manifesté leur magie seulement par leurs roles
mathématiques (la résolution des équations polynomiales & coefficients réels ou complexes, la
différentiabilité complexe. .. ). Il est surprenant de voir que la physique quantique (découverte
pendant le xX¢ siecle) est fondamentalement gouvernée par ces nombres.

Ecrire z = a + ib nécessite D'utilisation des nombres réels a et b pour représenter le nombre
complexe z. Cette écriture s’appelle la forme algébrique du nombre complexe. Elle nous per-
met, non seulement de comprendre les opérations d’addition et de multiplication des nombres
complexes, mais aussi de représenter graphiquement les nombres complexes: le couple de nom-
bres réels (a,b) est le point de coordonnées (a,b) dans le plan R? muni du repére orthonormé
usuel (0,7, ?y).

Nous venons d’établir un dictionnaire entre C et le plan R? muni de (O, G
passer dans un sens ou dans ’autre dans ce dictionnaire, on dit :

« au nombre complexe z = a + ib on associe le point M, = (a,b)

e au point P = (a,b) on associe le nombre complexe zp = a + ib nommé I'affize du point

P.

—

2 €4). Pour

]\/[(LJrib
M,

Mg

!
|
|
|
:
Afl a T

M|

Figure 8: Représentation graphique des nombres complexes écrits sous forme algébrique. L’axe
des abscisses correspond aux nombres réels et I’axe des ordonnées aux nombres imaginaires purs.
On a identifié le nombre compleze a + ib au point (a,b) du plan R?. Le plan muni du repére
(0, ez, €y), apres cette identification est appelé plan compleze. Il faut penser au cas des nombres
réels ; ceux-ci sont identifiés graphiquement au points d’une droite munie d’un repére orthonormé
(les points correspondant & 0 et & 1). Une telle droite est appelée droite réelle et, on ne distingue
plus les points et les nombres correspondant.

Définition. Le module du nombre complexe z = a + ib est le nombre réel positif ou nul
|z| = Va? + b2. Le conjugué du nombre complexe z = a+1b est le nombre complexe z = a —ib.

14



3. Nombres complexes

Du point de vue graphique, le module de z représente la distance de l’origine au point M,
(ou, en se plagant dans le plan complexe, la distance de O & z). De plus, on vérifie par un
calcul direct:

Lemme 3.2. Pour tout z € C,
(1) |z| =0 si et seulement si z =0
(2) z-z=|z|%

Exercice. Pour deux nombres complexes quelconques a, b, est-ce que
() |ab] = la|[b]? (i) |a+b| = [af + |b]

Si la réponse est affirmative, donner une démonstration ; si elle est négative, donner un contre-
exemple.

La deuxiéme affirmation du lemme 3.2 nous permet de voir que pour tout z € C non nul,
il existe % € C. Plus précisément ,
1 z 1 a—1b
- =—5 ou — = .
z |22 a+ib  a®+ b2

En particulier, si |z] = 1, alors z = 1/z.

Formes trigonométrique et exponentielle des nombres complexes

La forme algébrique d’un nombre complexe nous permet de comprendre et visualiser facilement
I’addition des nombres complexes — on additionne séparément les parties réelles et les parties
imaginaires. Du point de vue graphique, pour obtenir z + 2’ a partir de z et 2/, on applique la
regle du parallélogramme: le point M_, ., est le quatrieme sommet du parallélogramme formé
a partir des points O, M, et M,,. Pour comprendre la multiplication, on a besoin d’introduire
la forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul.

Un point dans le plan est repéré, ou bien par ses coordonnées cartésiennes, ou bien par ses
coordonnées polaires. Ce sont les coordonnées polaires — la distance du point a l'origine et
une mesure de I’angle orienté (?m, O_P) — qui donnent la forme trigonométrique d’un nombre
complexe non nul :

s —atib= |z|<ﬁ|+i|b’) — || (cosf + isin )
z z

ol 0 € R est tel que cosf = %‘ et sinf = %I' La mesure 6 n’est pas uniquement définie mais
elle ’est modulo 27 ; voir la remarque 2.1. On notera par Arg(z) la mesure principale de
l’angle orienté concerné, c’est-a-dire —m < Arg(z) < 7, et on l'appellera ’argument principal

de z.

Lemme 3.3. Si z = p(cosf +isind) et 2/ = p'(cos @ + isin@'), alors

2z = pp'(cos(0 +0') +isin(0 +6')).

15



3. Nombres complexes

Figure 9: La forme trigonométrique du nombre complexe z = a + ib est obtenue en util-
isant le module de |z| et argument 6 pour exprimer a et b & travers les fonctions cos et sin
respectivement. Sur la figure apparait aussi le cercle trigonométrique.

Démonstration. En calculant le produit des deux nombres complexes, on a

22" = p(cosf +isinf) - p/(cos§ +isin@’)
= pp'((cos 0 cos 0’ — sin B sind’) + i(sin b cos b’ + cosf sinf'))

= pp'(cos(0 + 0") +isin(0 +6)).
([l

Par conséquent, la multiplication des nombres complexes s’exprime naturellement en uti-
lisant la forme trigonométrique. Explicitement, d’apres le lemme précédent,

|22 = 2] |2
Arg(z2') = Arg(z) + Arg(2’) mod 27.
Corollaire 3.4. Soient z,z' # 0. Alors, pour tout n € 7Z,
|z|" = |=|" et Arg(2") = nArg(z) mod 27.
En particulier,

z
Arg(5) = Arg(s) ~ Arg(z) mod2r et Avs(z) = — Ava(z).

Démonstration. On applique le lemme précédent et le fait que si z = |z|(cos @ + isin @), alors
Z = |z|(cos @ — isin6). O

Le comportement de 'argument lors de la multiplication est semblable au comportement
des exposants lors de la multiplication de deux nombres réels écrits sous forme exponentielle.
Ceci suggere la forme exponentielle des nombres complexes : en notant e’ le nombre complexe
de module 1, cosf + isin@, on a

z = |z|(cos @ + isinf) = |z| €. (3.1)

Noter que

eV =e=— et que e .70 =1,

Remarque 3.5. Le symbole e dans la notation ci-dessus est le nombre d’Euler — ap-
paraissant pour la premiere fois dans les travaux de John Napier sur les logarithmes. A
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3. Nombres complexes

vrai dire, (3.1) est plus qu'une notation, d’ou l'utilisation du nombre d’Euler, mais pour
I'instant nous ne pouvons pas justifier 1'égalité e = cos 6+ i sin 6 sur laquelle repose notre
construction. Pour donner une idée du cheminement, il faut se rappeler que e est la somme
d’un nombre infini de nombres réels,

L1 1
e= +ﬂ+a+~-+m+-~
Alors la fonction exponentielle est définie par
2 n o0 n
e Y LT N
T e —1+1!+2!+ —{—n!—i— _Z%n! pour tout z € R.
=

Cette définition s’étend naturellement a C. Il faut, par la suite, arriver a une présentation
similaire de sin et cos comme sommes infinies et, pour finir, établir 1’égalité recherchée.
Par exemple, il faut montrer que la définition géométrique du sinus est équivalente a
sinx:%f%+§+---!

L’identité e = cos +isin 6 peut étre utilisée dans les deux sens. Par exemple, nous avons
vu que si nous remplacons @ par —6, alors e = cos@ — isin@. En prenant la somme et, par
la suite, la différence des deux identités pour e’ et e, nous arrivons aux formules d’Euler

6i9 + e—i@ 61’0 —i6
cos = —— et sinf=———.
2 21
Exemple 3.6 (duplication de I’angle). Obtenons les formules de doublement de ’angle pour

les fonctions trigonométriques en utilisant la forme exponentielle des nombres complexes. On
a successivement,

1,5 , 1, . A
cos(26) = (27 + ¢7H0) = (e + )2 —2)

2 2
i0 | ,—i0\2 2
4 0
:w—lz o 1=2cos?0 -1
2 2
et

. L o —2i Lo —ioyg 0 _—if
sm(29)zﬂ(e —e ):Z(e +e )" —e™)

1
=5 (2cosf) (2isinf) = 2sinf cosb.

Notons que nous aurions pu choisir un autre chemin pour ces calculs; par exemple
Sin(20) — i(e%e _ 6—21'0) _ i(<6i9)2 o (e—iG)Q)
2 2
1
=5 ((cos @ + isinB)* — (cos§ — isin6)?)
i

1
= f(cos2 6 + 2isinf cos@ — sin® § — cos® § 4 2isin @ cosf + sin’ f)
7

 4isin 0 cos6
N 2

et de méme pour cos(20).
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3. Nombres complexes

Dans le corollaire 2.5 nous avons obtenu ces formules en utilisant des arguments trigono-
métriques. Dans l'exemple précédent argument est basé sur le calcul algébrique usuel (avec
des nombres réels et complexes). Ces calculs se généralisent pour obtenir les formules pour
sin(nf) et cos(nf), pour tout entier n > 2. Ils représentent la relation qui existe entre la
trigonométrie et les nombres complexes. Le résultat central qui illustre ce lien est 'identité de
de Moivre (1667-1754) :

Théoréme 3.7 (de Moivre). Pour tout 6 € R et pour tout n € Z on a

cos(nf) + isin(nf) = (cosf + isinf)".

Démonstration. On a déja donné un argument sur la page précédente. En utilisant la forme
exponentielle des nombres complexes, on a

(cos @ +isin 0)" = ()" = ™ = cos(n) + isin(nb).
(Il

Remarquons que pour n = 2 nous retrouvons les formules de doublement de ’angle: on a
cos(26) + isin(26) = (cos @ + isin0)* = cos® f + 2isin 6 cosf — sin® 4

et il suffit d’identifier les parties réelles et imaginaires.

Exemple 3.8. Etablissons les identités suivantes:
0 i 0 — @\ jote 0 _ i (O e
e + €'Y = 2cos — e 2 et eV —e'Y=2isin —5 )¢ 2,

Nous allons présenter trois solutions pour ces identités. Il n’y a pas de hiérarchie entre elles,
c’est seulement une question de point de vue.

PREMIERE METHODE. On calcule de droite a gauche :
0— @\ ;000 60— 9+<,0) . <9+90)]
2 cos (2>e 2 = 2cos (2) {cos (2 + 1 sin —
B 0+ 0—p . (O0+¢ 0— ¢
= 2 cos (2> Ccos (2> + 27 sin (2> cos (2>

Or, d’apres le corollaire 2.7, on a 2 cos (HT“" cos 52 = cosf + cosy et 2 sin(’“rT“" sin 97?“’ =
sin @ + sin ¢. Le résultat s’ensuit.

DEUXIEME METHODE. Les nombres complexes e et ¢ sont tous les deux de module 1. On
remarque que l'argument de leur somme est égale a 6 + %_9 = HT“’ modulo 27. 1l reste a
calculer le module de leur somme. Comme

e + ¢ = (cos§ 4 cos @) + i(sin f + sin ),
alors
e 4 €]2 = (cos § 4 cos @)% + (sin O + sin p)>
=242 cosf cosp+2sinf sing
=2(1+ cos(d — o))

0—¢
_ 2
=4 cos (2 >
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3. Nombres complexes

TROISIEME METHODE. Les deux méthodes précédentes s’appuient fortement sur les formules
trigonométriques. Ici, on utilisera plus la forme exponentielle d’'un nombre complexe :

; ; 0o / sp_s0te ipq e 0te / 0—¢ _;0=¢ 9—<,0 0+
el el = el (e’e T2 e ):e’ 2 (eZ 2 +e 2 >:2cos(2 )el z .

La derniéere égalité est la formule d’Euler (pour la somme).

Les racines de ’unité

Le nombre complexe i vérifie la relation i> = —1. L’argument principal de i est 5 et cette

relation, au niveau des arguments, devient
m = Arg(—1) = 2 Arg(i).

De méme, les identités i® = —i et i* = 1 donnent

—g = Arg(—i) =3 Arg(i) mod 27 et 0= Arg(l)=4 Arg(i) mod 27
respectivement. Graphiquement, dans le plan complexe®, les quatre nombres complexes i, —1,
—i et 1 forment les sommets d’'un carré inscrit dans le cercle trigonométrique, dont un des

sommets est le nombre réel 1.

Ces quatre nombres complexes sont les seuls qui vérifient 'identité z* = 1. Ils sont appelés les
racines quatriéemes de 'unité (ou d’ordre 4). En général, pour tout entier n > 1, on dit que
& € C est une racine n-eme de 'unité si £ = 1. Toutefois, pour n = 2, on parle de racines
carrées et pour n = 3 de racines cubiques de 'unité. Par exemple £1 sont les racines carrées
de l'unité.

Méme si la preuve du lemme suivant est tres simple — utilisation de la forme exponentielle
des nombres complexes — elle sera trés utile par la suite.

Lemme 3.9. Le nombre complexe £ tel que |£] = 1 est une racine n-éme de l'unité si et
seulement si n Arg(§) est un multiple entier de 2.

Corollaire 3.10. Les racines n-émes de ['unité sont au nombre de n et, dans le plan com-
plexe, sont les sommets du polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique
et dont un des sommets est 1. Ezxplicitement,

2k

&=, ke{0,1,...,n—1}x

3En parlant des points du plan R? et de leurs affixes, on utilise le dictionnaire entre R? et C. En parlant du
plan complexe, on identifie un point avec sa coordonnée compleze.
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4. Le bindme de Newton

Démonstration. Nous esquissons la preuve pour n = 3, le cas général étant similaire mais plus
abstrait. Il est évident que ei%w, e~1% et 1 sont des racines cubiques de I'unité et forment un
triangle équilatéral. Il faut montrer qu’il n’existe pas d’autre racine cubique. Soit § ’argument
principal d’une telle racine. D’apres le lemme 3.9,

30 =0 mod 27.

Mais 6 €| — 7, 7], donc —37 < 36 < 3m. Il s’ensuit que les seules valeurs possibles de 36 sont
—2m, 0 et 2m. ]

Figure 10: A gauche, les racines cubiques de unité. A droite les racines 7-émes de 'unité.
Elles forment les sommets d’un heptagone régulier.

Remarque 3.11. L’écriture explicite (probablement la plus simple) des racines n-éme de
I'unité donnée dans le corollaire précédent montre que l’'utilisation de I’argument dans la
forme exponentielle d’'un nombre complexe ne doit pas se limiter a I’argument principal.

4. Le bindome de Newton

Le but de cette section est de comprendre la formule du binéme de Newton : pour tous a,b € C
et pour tout n € N,

n_ [T n n n—1 n n—232 ;| . n n—kpk | .. ny.n
(a—i—b)—(O)a —i-(l)a b+<2>a b* + —i—(k)a b* + +<n>b,

o chaque coefficient binomial (}) est donné par

n\ n! n—k+1ln—~k+2 n—lﬁ (41)
k] k'(n—k)! 1 2 E—1k '

Evidemment, (a+b)° =1, (a+b)! = a+bet (a+b)? = a®+ 2ab+ b%. On vérifie aisément
les égalités (4.1) dans chacun de ces cas. Pour aller plus loin, on calcule le développement de
(a + b)" en utilisant celui de (a + b)"~!. Explicitement, pour n = 3, on a

(a+b)® = (a+b)(a+b)? = (a+b)(a®+ 2ab + b?)
= (a® + 2a®b + ab?®) + (a®b + 2ab* 4 b?)
= a® + 3a®b + 3ab® + b°.
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4. Le bindme de Newton

Pour n =4, on a
(a+b)* = (a+0b)(a+0b)® = (a+b)(a®+ 3a’b+ 3ab® + b°)
= (a* + 3a®b + 3a%b? + ab®) + (a®b + 3a?b* + 3ab® + b*)
= a’ +4a3b 4 6a%b* + 4ab® + b*.
De nouveau (4.1) est simple a vérifier. Par exemple,

6 4y 4-2+14-2+2 3-4
S \2) 1 2 2

En général, la formule du binéme est obtenue par récurrence. On la suppose vraie pour n — 1.
Alors

(a+b)"=(a+b)(a+b)"' = (a+b) [("51) a1t (" a 2 (MDD b”-l}

n—1
= ("N a4 (T @b () @ TR e (0] b

+ ("5 o ) @R (D) b (D) b
= (p)a" + (D a" b+ (3) ™ 207+ + () @B 4+ (1) B

(-2 0
0 0 ’ n n—1
(Z) = <n;1> + (Z:i) pour tout 1<k <n-1. (4.2)

Il reste a vérifier les identités (4.1) en les supposant connues si on remplace n par n — 1. On
obtient, en utilisant (4.2),

n\ (n-—1 n—1)  (n—1) (n—1)!

Uk )P =) TR = T = )T — k)
B (n—1)! 1 1 B n!
_(k—l)!(n—l—k:)!<k+n—k>_k!(n—k)!'

Les coefficients binomiaux se calculent, ou bien directement par la formule (4.1), ou bien de
proche en proche en utilisant le triangle de Pascal (voir la figure (11)), c’est-a-dire en mettant
en place l'identité 4.2. Une fois le bindme de Newton établi et I'identité (4.1) démontrée, nous
pouvons en déduire quelques propriétés utiles des coefficients binomiaux; la justification de
ces propriétés découle, ou bien du triangle de Pascal, ou bien de (4.1).

avec

Proposition 4.1. Les coefficients binomiaux satisfont aux propriétés suivantes :

o (1) =1et(}) =0 pour tout k > n

o (1) =1(,"4) pour tout 0 < k <n
o« (}) est le nombre des sous-ensembles a k éléments d’un ensemble d n éléments.

Pour finir cette partie concernant le binéme de Newton, essayons de faire apparaitre dans
ce contexte les racines de 'unité étudiées plus haut. En prenant a = 1 et b = x dans la formule
du binéme, nous obtenons 'expression

(I+a)"=1+ <71l>:r+ <Z>x2+---+ (Z)ac”
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4. Le bindme de Newton

0 1 o 1@

| 1|1 B RORNG!

2 1] 2|1 > O] 06

5 13| 3|1 OO 6|6

+o 146 |4 IO E O

Figure 11: Le triangle de Pascal. Notons P, i la valeur de la case se trouvant sur la ligne n et la
colonne k. Les valeurs des cases de la premiére ligne sont connues au départ: FPyo =1, Pp,1 =0,
Py2 =0, ...Les valeurs des lignes suivantes (correspondant & n = 1, 2, ...) s’obtiennent a partir
des valeurs précédentes. Plus précisément, P, = P,—1  +Pp—1,5—1. Voir les cases grisées dans
la figure. Les valeurs ainsi construites sont les coefficients binomiaux, c’est-a-dire (2) = Py,

puisque (}) = ("gl) + (Zj) pour tout entier n > 1 et pour tout k € N.

En interprétant = comme un symbole, 'expression précédente devient une égalité entre deux
polynémes de degré n. On y reviendra dans la section suivante. Si on pose z = 1, on obtient

I'identité remarquable
n n n n
2" = e . 4.

Et si on pose x = —1, on arrive a

o= (1) () (2) e cor(?). o

En effectuant 'addition des identités (4.3) et (4.4), on obtient la somme des coefficients bino-

miaux (}) avec k pair, c¢’est-a-dire

N1 n n n n . .
) — 0 + 5 + 4 + -+ n Sl n est pair,
n-1_ [T n n - " i i i
2) = (O) + <2> + (4) + + (n _ 1) sl n est impair.

Remarque 4.2 (Projet). L’identité précédente, c’est-a-dire la somme des coefficients
binomiaux avec k pair, est obtenue en remplacant x par les racines carrées de 'unité.
Comment calculer la somme (7) + (5) + (5) +--- ?

Essayer d’imaginer le calcul de () + (3) + (5) + - - - et effectuer le en détails.

ou

Exercice. Montrer que la suite (a,), définie par a, = (3) + ("7") + ("3%) + -+ pour tout
entier n > 1 est la suite de Fibonacci. (Voir l'introduction pour la définition de la suite de
Fibonacci.)
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes
Remarque 4.3. L’expression "%]“H %M -++ 7 qui calcule la valeur du coefficient binomial
(Z’) est un produit de k facteurs. Le numérateur de chaque facteur est n—k+j, avec 1 < j < k.
Cette expression peut étre étendue a tout n € R. On obtient de cette facon une application

x»—><2>, z eR.

Il faut savoir que la formule du binéme établie par Newton était énoncée pour n € Q! Par

exemple pour n = %, nous obtenons

1 1 1 1
(l—i-x)%: 2 (2 )z (2224 (2]
0 1 2 3
11 1 5
=14+ —p— 24 3t
TP TR T Tt T

Le membre de droite est une somme infinie de termes; on parle alors de série, notion qui sera
étudiée dans un cours d’analyse.

5. Polynémes a coefficients réels ou complexes

Les polynoémes sont utilisés pour représenter mathématiquement des valeurs qui sont des
sommes de puissances de variables. Par exemple, si deux rectangles ont les cotés indiqués

dans la figure ci-dessous,
3z -

on cherche a déterminer leurs dimensions pour que ’aire totale soit égale a 90. Pour ce faire,
on calcule 'aire totale donnée par la formule

A(z) =3z - (bx +9) = 152 + 27z
et, pour finir, on résout ’équation A(z) = 90.
Définition. On appelle polynéme en X a coefficients réels (ou complexes) de degré n € N
toute expression de la forme
P=ag+a; X+ +a, X" ' +a,X"

avec ag,ay,...,a, € R (ou C) et a, # 0. L’ensemble de tous les polynémes en X a
coefficients réels (respectivement complexes) est noté R[X] (respectivement C[X]).

Dans cette définition X est un symbole et il aurait pu étre noté Y, ou T, ou x ... Quoique
cette derniere notation préte a confusion car, d’habitude, on note x une inconnue réelle!

Les a; dans I'expression du polynoéme P ci-dessus sont appelés les coefficients de P; a,, est
dit le coefficient dominant. Le polyndéme nul est le polynéme dont tous les coefficients sont
nuls. On dit qu’il est de degré —oo et on écrit deg(0) = —oc.
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

Soit P € R[X] et soit z € R. La valeur de P en z est définie par P(z) = ay + --- + a,z",
c’est-a-dire on remplace le symbole X par le nombre réel x. Si x parcourt ’ensemble des
nombres réels, alors & P on associe une correspondance de R dans R,

fp:xz— Px).

En d’autres termes, on obtient la fonction® f, appelée la fonction polynomiale associée a P
qui fait correspondre a z € R I’évaluation de P en x.

Définition. Soit P € R[X]. On appelle racine réelle de P un nombre réel a € R tel que
P(a) = 0.

On donne la méme définition pour une racine complexe. Un nombre a € C est une racine
complexe du polynéme P € C[X] si P(a) = 0. Si P est un polynome a coefficients réels,
alors P peut étre vu comme polynome a coefficients complexes, car R C C; on parle, dans ce
contexte, de racine complexe d’un polynéme réel.

Polynomes de degré 2. Racines

La forme générale d’un polynéme réel de degré 2 est P = aX?+bX +cavec a # 0, a,b,c € R.
Pour un tel polynéme il existe une formule permettant de calculer ses racines. On a, en forcant
un carré,

P:aX2+bX—|—c:a(X2+bX+c>

a a

b b2 b2 c

= X2y Zlx4+ 2y 4=

QR +a +4a2) 4a2+a]
b\2 b2 —dac

Par conséquent P a les racines (éventuellement complexes)

rlzg—a(fbf\/lﬂfllac) et r2:%(7b+\/b274ac). (5.1)
L’expression A = b? — 4ac est appelée le discriminant de ’équation considérée. Comme on a
supposé les coefficients réels, la signification de v/A est la suivante :

e la racine carrée positive ou nulle VA quand A >0

e le nombre imaginaire iv/—A quand A < 0.

Les deux racines sont égales si et seulement si A = 0); on dit que P admet une racine
double ou de multiplicité 2.

Il faut remarquer que les formules donnent aussi les racines d’un polynéme de degré 2 a
coefficients complexes — l’argument qui nous a permis d’obtenir les formules n’utilisait pas
le fait que a,b et ¢ étaient réels. Dans ce cas, pour fixer les idées, on supposera que v A
représente la racine carrée (complexe) de A dont I'argument principal appartient a [0, 7].

4Pour des polyndmes & coefficients dans R ou dans C, la correspondance polynéme < fonction polynomiale
est bijective. En d’autres termes, méme s’ils sont des objets mathématiques différents, le choix du point de vue
pour travailler avec eux devient une question de gotit ou dépend du contexte.
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

Remarque 5.1. Si P est un polyndme a coefficients réels, alors le comportement de la fonction
polynomiale associée fp : x — y = P(x) est contrdlé par le signe du coefficient dominant a et
par le signe du discriminant, A = b?> — 4ac. Par exemple, pour la premiére parabole dans la
figure 12 on a —% > (0; pour la deuxieme, I’abscisse du sommet est négative.

Y Y

Figure 12: Les cas a > 0, A <0 et a < 0, A > 0 respectivement.

Exemple 5.2. Toute condition sur les racines d’un polynéme de degré 2 correspond a une
ou plusieurs conditions sur ses coefficients. On trouve ces conditions en étudiant toutes les
possibilités pour qu’une parabole dont I'axe de symétrie est vertical corresponde au graphe de
la fonction polynomiale x — P(x).

Par exemple, si on veut connaitre les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients
de P = aX? + bX + ¢ pour que P admette deux racines réelles distinctes plus petites que 2,
nous remarquons que les seules esquisses de paraboles pour le graphe de = — az? + bx + ¢ sont
les suivantes:

b
A>0, aP(2)>0 et —2—<2.
a

Essayer d’obtenir ces conditions en traduisant par calcul direct les hypothéses.

Racines des polynémes a coefficients complexes

Dans cette section nous voulons comprendre un résultat central de la théorie des polyndémes a
coefficients complexes, le théoréme fondamental de ’algebre. En résumé, il dit que pour tout
polynéme P € C[X] de degré n, il existe ry,ry,...,r, € C tels que

P=a,(X —r)(X —ry)-- (X =), (5.2)

ou a,, est le coefficients dominant de P. Les racines ry,7y,...,7, ne sont pas nécessairement
distinctes. Il faut voir ce résultat comme une “généralisation” de (5.1) en degré n. On rappelle
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

que pour un polynoéme de degré 2, on a montré que
aX?+bX +c=a(X —r)(X —ry),

avec des expressions explicites pour 7, et 7. En général, il n’existe pas de formule pour
exprimer une racine d’un polynéme de degré > 5, d’ou la puissance, la difficulté et la profondeur
du théoreme fondamental de ’algebre.

Théoréme 5.3 (fondamental de lalgebre — Gauss-d’Alembert). Soit P € C[X]| un
polynome de degré n > 1. Alors P admet n racines complezes (comptées avec leurs mul-
tiplicités).

Esquisse de preuve. La partie difficile et profonde est de montrer que P admet une racine
complexe. On peut supposer P unitaire et ay # 0; sinon, 0 est une racine de P.

On note z — fp(z) la fonction polynomiale associée a P, fp : C — C. On considére
Cp et C. deux cercles dans le plan complexe (des z) centrés a l'origine et de rayons R et ¢
respectivement, avec® R>>0 et 0 < ¢ <1. Alors (voir la figure 13)

— sur les points de Cp, la fonction fp(z) se comporte a peu pres comme 2" ; par conséquent
I'image de Cp est une courbe dans le voisinage du cercle de rayon R", courbe qui tourne
donc n fois autour de ’origine

— sur les points de C, la fonction fp(z) se comporte & peu pres comme q, le terme constant
de P; par conséquent, I'image de C. est une courbe dans le voisinage de a, donc qui ne
tourne pas autour de l’origine

— en déformant le cercle C. en Cp (on considere les cercles C, avec ¢ < r < R) on passe,
dans le plan complexe des images, d’une courbe qui ne tourne pas autour de 'origine, &
une courbe qui tourne n fois autour de ’origine.

Il s’ensuit qu’il existe un r, pour lequel I'image du cercle C, par fp(2) est une courbe qui
contient 'origine. Donc il existe z, € C, tel que P(zy) = fp(2) = 0.

Pour montrer que P admet exactement n racines complexes — non nécessairement dis-
tinctes, c’est-a-dire dans le langage qui sera introduit plus tard, comptées avec leurs multi-
plicités — on applique la proposition 5.6 en prenant pour a la racine dont on vient d’établir
I’existence. O

La derniere partie de cette preuve fait appel a un résultat de divisibilité. Ceci nous pousse
a examiner les opérations que nous pouvons réaliser avec les polyndémes. Introduisons les
opérations naturelles d’addition et de multiplication des polynémes — elles doivent coincider
avec les opérations d’addition et de multiplication des nombres réels quand on remplace les
polyndmes par les fonctions correspondantes. Pour les comprendre, il suffit de savoir que

j k i+k
(leJ . ka — (Ijka']+ .

Par conséquent, la somme est obtenue en additionnant les coefficients de méme indice et la
multiplication, en multipliant les coefficients et en additionnant les puissances des X corre-

5La notation R>> 0 signifie “pour R suffisamment grand”; la notation 0 < e<1 signifie “pour ¢ positif et
suffisamment petit”.
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

&,

9\ (@)
NoAy
/v

Figure 13: Le comportement de fp(z) sur des cercles centrés a l'origine. Le cercle bleu est le
cercle de rayon R, avec R tres grand, le cercle rouge et celui de rayon ¢, avec € > 0 tres petit, et

le cercle violet est celui de rayon rg. Son image par fp(z) contient I'origine du plan complexe
des images.

spondantes. Explicitement, sur un exemple, pour la multiplication on a

1
(1 —2X +3X?) (2 - X2 4 5X3)

1 1 1
=1 () X+ <1.(—1)+3-2)X2+(1-5+(—2).(—1))X3
+((=2)-5+3 - (-1)X*+3-5X°
1 1
=5 - X+ 5X2 +7X% - 13X +15X5.
En général, si A = ag+a; X+ +a,, ;X" '4a, X™et B=0by+b; X+ -+b, ;X" 1+b, X"
alors
A-B=cy+c X+ 4 Cpn X" e, XM

m—+n

ou ¢, = ayby, +ayb_; + -+ -+ aby pour tout 0 <k < m+n.

L’intérét de la formule générale ci-dessus est la compréhension du comportement du degré
par rapport a la multiplication; pour la somme il suffit de réfléchir au degré de X + (—X),
c’est-a-dire au fait que la somme de deux polynoémes de degré 1 est un polynéme de degré —oo.

Lemme 5.4. Soient P,Q € R[X]. Alors

deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) et deg(PQ) = deg(P)+ deg(Q).

Théoréme 5.5 (division euclidienne). Soient A et B deux polynomes non nuls. Alors il
existe deuzx polynomes Q (le quotient) et R (le reste) tels que

A=BQ+ R avec deg(R) < deg(B).

De plus, les polynomes Q) et R sont uniques.
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

Démonstration. Si deg(A) < deg(B), alors on pose Q =0 et R = A. Sideg(A) =m >n =
deg(B), alors on note A,, = A et on construit ) en itérant les opérations suivantes:

e Soit A, défini par A,, = BQ,,_,, +A4,,_ouQ,,_, = %—;’L X™™"  On remarque que
deg(A,, ;) <m—1.

o Sideg(A4,, ;) > deg(B), alors on remplace A,, par A, _; et on construit A4,, , de fagon
analogue.

Apres au plus m — n + 1 itérations on obtient les égalités ci-dessous,

Am = BQm—n + Am—l
Am—l = BQm—n—l + Am—2

A, =BQy+A,_;.
En prenant la somme de ces égalités on obtient
A:Am :B(men_‘_“'—i_QO)—i_Anfl'

Onprend @Q=Q,,_, + -+ Quet R=A,_;.
Pour voir que @ et R sont uniques, on considére des polyndomes Q' et R’ tels que A =
BQ' + R/, avec deg(R’) < deg(B). Comme

A=BQ+R=DBQ +R,
il s’ensuit que B(Q — Q') = R’ — R. En considérant le degré, si Q # @', on obtient
deg(B) < deg(B(Q — Q) = deg(R' — R) < max(deg(R), deg(R)) < deg(B).

Donc QQ = @', et, par conséquent, R = R'. O
Définition. On dit que B divise A s’il existe un polynoéme Q@ tel que A = B - Q.

Il est facile de voir que B divise A si et seulement si le reste de la division euclidienne de
A par B est le polynéme nul.

Proposition 5.6. Soit P un polynome a coefficients réels (respectivement complezes) et soit
a € R (respectivement a € C). Alors P est divisible par X — a si et seulement si a est une
racine de P (c’est-a-dire P(a) =0).

Démonstration. On applique la division euclidienne de P par X — a. On obtient un quotient
Q@ et un reste R tels que
P=(X—-a)Q+ R avec deg(R)<1.
On remarque que R est une constante. De plus, en évaluant cette égalité en a elle devient
P(a)=(a—a)Q(a)+ R=R.
Donc la division euclidienne de P par X — a s’écrit
P=(X—-a)Q+ P(a).

L’équivalence de la proposition en découle. ]
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

Définition. Soit P € C[X], soit a € C et soit m € N*. On dit que a est une racine de P de
multiplicité m si (X — a)™ divise P et (X — a)™"! ne divise pas P.

Nous avons invoqué cette proposition dans ’esquisse de la preuve du théoréme de Gauss-
d’Alembert pour justifier que tout polynéme & coefficients complexes de degré n admet exacte-
ment n racines. Regardons quelques exemples.

Exemple 5.7. Le polynéme X? + 1 est un polynéme & coefficients réels. Il n’a aucune racine
réelle. Mais comme R C C, nous pouvons le regarder comme polyndéme a coefficients complexes
et rechercher des racines complexes. On voit que i et —i sont (ses) deux racines et on obtient
la décomposition

X241 = (X —i)(X +1).

Exemple 5.8. Soit P = X%+ X% — X2 — 1. On cherche les racines réelles et complexes de
P. Pour commencer, on remarque que P est le polynéme F = T2 + T2 — T — 1 dans lequel
on remplace le symbole T par X2. On commence par chercher les racines de F. On remarque
facilement que 1 est une racine de F' et que

F=(T-1)(T?*+2T+1) = (T — 1)(T + 1)*,

Donc F' admet les racines réelles 1 et —1 avec les multiplicités 1 et 2 respectivement.
En retournant au polynéme P, on a

P=(X?-1)(X?+1)?2*=(X - DX +1)(X —i)*(X +i)*

Donc P a seulement deux racines réelles simples, 1 et —1, mais six racines complexes comptées
avec leurs multiplicités.

Racines complexes des polynémes réels

Dans I’exemple 5.8, on a vu que pour le polynéme P = X%+ X4 — X2 —1 les racines non réelles
apparaissent par paires de nombres complexes conjugués. Ce phénomene, rencontré lors de la
résolution des équations de degré deux, est général. Plus précisément

Proposition 5.9. Soit P € R[X]. Si & € C <R est une racine de P, alors £ aussi est une
racine de P.

Démonstration. Soit P = a,X™ + ---+ ay avec a, ...,a, € R. Comme £ est une racine, on a
P(£) = 0. On passe aux conjugués dans cette identité. On obtient

0=P)=a,&"+ - +ag=a,& + - +a=a,& +-+ay=P(&),

donc & est aussi une racine de P. O

Corollaire 5.10. Tout polynéme a coefficients réels se décompose en un produit de polynomes
a coefficients réels de degré 1 ou 2.

Démonstration. Soit P € R[X]. On considére la décomposition en facteurs de degré 1 sur

C (voir la Proposition 5.6 ou le théoréme fondamental de I'algeébre). On garde les facteurs
réels (qui correspondent aux racines réelles) et on regroupe par paires (de racines complexes
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

conjuguées) les autres. Si & = a+ib est une racine non réelle de P, alors le produit (X —&)(X —¢)
est un polyndéme a coefficients réels, car

(X)X -8 =(X—a—ib)(X —a+ib) = (X —a)? - (ib)® = X% — 2aX + (a® + V?),
et il divise P. 0

Racines et coefficients

Soit P le polynome a, X" + a, X o4 a, a coefficients complexes ou réels de degré
n. On sait que P admet n racines (complexes) comptées avec multiplicités. En particulier, si
&, ..., &, sont les racines de P (non nécessairement distinctes), alors

(Ian—I—an_an_l ttay= P = an(X_gl)(X _52)(X _gn)‘

Si on développe le membre de droite en effectuant toutes les multiplications, on arrive a réécrire
le polynéme P en exprimant chaque coefficient a;, en fonction des racines de P. Explicitement,
en regardant seulement les coefficients de X"~ ! et de 1 = XY, on obtient les identités

Ap 1= _an(él + 52 et fn)
ag = (_1)nan 5152 e §n
c’est-a-dire

- — _9n—1
{ e (53)
§i& & =(=1) ﬁ
Les relations (5.3) sont deux des n relations entre racines et coefficients d’un polynéme de
degré n, appelées relations® de Viete.
Regardons les relations de Viete dans les cas particuliers n = 2 et n = 3. Pour n = 2, nous
obtenons
aX?+bX +c=a[X? - (§ + &)X +£,6),
c’est-a-dire
6= o G&=C
1782 = T 152 = -
Pour n = 3, de I'égalité
a3 X7+ ay X2+ a1 X +ag = 03[ X7 — (& + &+ &)X+ (66 +E8& + 66)X — §68] (5.4)

on obtient
51 =+ 52 + 53 = _%
§180 + 8683 + 6185 = %
§1683 = —%2-

Remarque 5.11. A partir des relations de Viete, nous pouvons trouver la somme des carrés
(ou des cubes...) des racines d’'un polynéme. Par exemple, pour un polyndéme de degré 3,
nous avons

2
Gre+=(6+6+8) Aok +Gb+at) = (- 2) -2
a3 — 20,04

= 2
as

SFrancois Victe a établi les relations entre racines positives et coefficients au xvi° siécle. Les historiens des
mathématiques pensent que le principe général a été compris par Albert Girard au xXvII® siecle.
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5. Polynomes & coefficients réels ou complexes

Exercice. Déterminer la somme des cubes et des puissances quatriemes des racines pour un
polyndéme de degré 2 en fonction de ses coefficients.

Remarque 5.12. Considérons de nouveau ’égalité (5.4), ou plus précisément, apres
I'avoir divisée par ag, I’égalité

X3+ ZEXQ + Z;X‘i‘ ZZ = X? — (§ 4+ 6+ &)X+ (66 + 68+ 66)X — 68,

Nous la divisons de nouveau par Z—g = (—1)3¢,£,5. Elle devient

I3 x84 22 x2 4 U x4
) ) Qg

1 1 1 1 1 1 1
= X3 T —de — 4o — |7 1.
666 (5253 et 5@) (51 e 53) 1

En identifiant les coefficients de X dans les deux membres, nous en déduisons l’identité

(5.5)

1 H 1 o I a
& & & ay
Cette formule, nous aurions pu 'obtenir immédiatement & partir des relations de Viete en
divisant celle donnant &;&, + &§3 + ;&3 par celle donnant &,§,§3. Le raisonnement que
nous venons de faire nous offre plus d’informations :
o Si P est un polynéome de degré n tel que P(0) = 1, alors
1

1
¢ deeon € = —(le coefficient de X).

« Si on considere la fonction ** comme une série (voir la remarque 3.5) ayant une

infinité de racines, alors, il est raisonnable de supposer que la somme des inverses
des racines de 7% est égale au coefficient de 2 multiplié¢ par (—1). Cette idée a été
utilisée pour la premiere fois par Euler pour montrer que

PRI N
PZE2 -6

Multiplicité et dérivée
Soit a € R une racine de P, un polyndéme a coeflicients réels. Rappelons que a est une racine

de multiplicité m > 1 si (X — a)™ divise P et (X — a)™"! ne le divise pas. En pratique, pour

étudier la multiplicité de la racine a de P, on utilise la dérivée. En définissant la dérivée de P

par”

P/:(aan—f-CLnlenil+"'+a0)/:naan71+(n—1)an71Xn72—|—---—|—a1’

on a le résultat suivant :

Proposition 5.13. Soit a une racine de P de multiplicité m > 1. Alors a est une racine de
P’ de multiplicité m — 1.

"Cette définition coincide avec la définition de la dérivée de la fonction polynomiale associée.
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6. Fonctions rationnelles et intégration

Démonstration. Si P = (X —a)™ Q@ avec Q(a) # 0, alors
Pr=mX -a)" ' Q+ (X -a)"Q = (X —a)" ' (mQ + (X —a) Q)
et mQ + (X —a) Q' évalué en a est égal & mQ(a) # 0. Donc (X — a)™ ne divise pas P'. [

Corollaire 5.14. Une racine a de P est de multiplicité m > 1 si et seulement si

Pla)=Pla)=---=P™V@)=0 et  P™(a)#£0.

6. Fonctions rationnelles et intégration

Le but de cette partie est de répondre a la question suivante: Comment calculer une primitive
(ou l'intégrale) d’une fonction rationnelle a coefficients réels, c¢’est-a-dire d’une fonction

P(z)
Q(x)

x— f(z) =

ou P et @ sont des polynémes a coefficients réels ?

Pour y répondre, nous regarderons quelques cas particuliers simples mais importants; le
point technique central est le corollaire 5.10 qui permet de décomposer une fraction rationnelle
en éléments simples. Sur le méme schéma, nous pouvons traiter tous les cas pour lesquels la
décomposition de @ en facteurs irréductibles de degré 1 et/ou 2 est connue.

Remarque. Rappelons que les polynémes de C[X] irréductibles sont les polynomes de degré
1, et que les polynémes de R[X] irréductibles sont les polynémes de degré 1 et les polynomes
de degré 2 sans racines réelles (c’est-a-dire les trindmes du second degré dont le discriminant
est strictement négatif).

A partir de maintenant, nous nous placerons sur un domaine de définition de f sans le
préciser.

Exemple 6.1. Le calcul d’une primitive de est basé sur le calcul d’'une primitive de

__1
z24x+1

t2}H' Nous savons que

1
/ m dt = arctan(t) + C

Alors, en utilisant la forme canonique (le regroupement du carré) rencontrée lors de 1’étude de
I’équation de degré 2, et en effectuant le changement de variables
- 2 1y 2 1 .
t= \/g(x+ 5) = 75 ¢+ 3, nous avons

1 1 4 1
4 :/7d - d
/x2+a¢+1 v (x+3)2+3 T3 [2 )}2 v

43 1 43
T3 2 m B 5 2
2
R AR
(Dans le calcul ci-dessus, le changement de variables a été mis en place deux fois. La premiére

. ez R s 2 S 2 1
fois on a utilisé aussi 'identité dt = 7 dx correspondant a t = BTt \/g)

arctan (
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Deux remarques avant de passer a I’exemple suivant. Le résultat de ce calcul ne doit pas
étre retenu par coeur. Le principe est le méme pour toute fonction de la forme m avec le
dénominateur sans racine réelle.

Exemple 6.2. Le calcul d’'une primitive de
de degré 1 du dénominateur. On a

m est basé sur la décomposition en facteurs

2 —3x—4=(x+1)(z—4).
On cherche deux constantes réelles a et 3 telles que

1 o« . B
22—-3r—4 241 x—-4

Ceci est le point important du calcul qui s’appuie sur le théoreme 6.4! Par la suite, en
multipliant les deux membres de cette égalité par 22 — 3z — 4 et en identifiant les coefficients
de I’égalité polynomiale qui s’ensuit, nous arrivons a

1

La résolution du systeme pour obtenir « et 8 peut étre faite différemment, pas nécessairement
par identification des coefficients. Par exemple, on évalue

l=a(x—4)+p(z+1)

successivement en x = 4 et en x = —1 pour obtenir § = % et @ = —
Donc®

/ 1 dr — 1 dx +1/ dx
23747 T 5 ) 2+1 "5 ) z—4
1

1
£

1 1. -4
=—-1 HD+-In(z—4)+C==-1 C.
511(3:—1— )+5n(yc )+ 5n$+1+
Exemple 6.3. Soit f(z) = A022=37-1_ Poyr caleuler une primitive de f, on cherche une

- (z=-3)(z%+1)"
décomposition de f de la forme

1022 -3z —1 a br +c¢

@-3)2+1) 2-3 241
(Voir de nouveau le théoréme 6.4.) En éliminant les dénominateurs, on a
1022 =3z —1=a(z® +1) + (bz + ¢)(x — 3) = (a + b)z* + (=3b + ¢)z + (a — 3c),

c’est-a-dire le systéme

a+ b =10
—3b+ ¢c=-3
a —3c=-1

qui a pour unique solution a = 8, b = 2 et ¢ = 3. Donc, sur tout intervalle ne contenant pas 3,

1022 — 3z — 1 2
/ Ox 3 dac:/ 8 da:+/ :U—|—3dx
(x —=3)(x2+1) x—3 z2+1

= 8In|z — 3| + In(z? + 1) + 3arctan(z) + C,

8Par exemple, en se placant dans un domaine inclus dans |4, col.
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6. Fonctions rationnelles et intégration

car

2r +3 2x dx 9
/x2+1dx:/mdx+3/$2+1 = In(x” + 1) + 3arctan(z) + C.

Pour finir cette partie, nous énoncons ci-dessous le résultat général qui se trouve a la base
de toutes les considérations précédentes :

Théoréme 6.4. Soit P/Q une fraction rationnelle avec P,Q € R[X] tels que pged(P, Q) = 1.
Alors P/Q s’écrit de maniére unique comme somme de termes ayant chacun une des formes
sutvantes :

1. partie polynomiale E(X) avec deg(E) = deg(P) — deg(Q)

2. élément simple du type (Xfa)i avec c € R, i € N* et a racine de Q de multiplicité > i

3. éléments simple du type % avec b,c € R, j € N*, X? + aX + 8 irréductible et
(X2 +aX + B)|Q.

Dans ’énoncé du théoreme, le polynéome E (la partie polynomiale) est le quotient de la
division euclidienne de P par ). Puis, par exemple si a est une racine triple de @), alors on
trouvera dans la somme des éléments simples de la forme

a b ; a
e e —
X—a) X-—a)? X —a)d

avec a, b, ¢ des réels (éventuellement nuls, mais pas tous).
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