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1. Espaces vectoriels

De I'utilité des espaces vectoriels: la structure d’espace vectoriel (on dit aussi structure linéaire)
est une structure mathématique fondamentale. Quand il s’agit de modéliser un probléme
concret en économie, chimie, physique,. .., trés souvent, on essaie de se ramener a un prob-
léme linéaire. Pourquoi ? Tout simplement, parce que dans ce cadre nous disposons de
toute une panoplie d’outils permettant de résoudre assez facilement le probléme (par exemple,
l’algorithme de Gauss pour les systémes d’équations linéaires).

1.1. Introduction

Un espace vectoriel est un pays ot les habitants s’appellent des vecteurs et dans lequel certaines
opérations sont permises entre ces vecteurs.

Vous avez certainement déja rencontré des espaces vectoriels. Par exemple l'espace R3
composé des triplets u = (x,y, z). Quelles sont les opérations permises avec ces “vecteurs” ?
On se souvient que 'on peut

o additionner deux vecteurs : si u = (x,y,2) et v = (2/,¢/,2/), alors w = u +v =

(x+2',y+1vy,2+72), c’est-a-dire la somme s’obtient en additionnant terme & terme les
coordonnées — c’est encore un élément de R3

e multiplier un vecteur v par un nombre réel A en multipliant chaque coordonnée par A :

Au = (Az, Ay, A\z) qui est encore un élément de R3.
Les méme propriétés sont satisfaites par les éléments de R2, les paires de nombres réels u =

(z,y).

Contre-exemple. Prenons en revanche la partie (ou sous-ensemble) A de R? défini par A =
{(z,y) | =,y > 0}. On peut bien additionner deux éléments de A mais en revanche, si on
multiplie un élément de A par un nombre strictement négatif, on sort de A. Cet ensemble ne
sera pas un espace vectoriel.

Les vecteurs de R? peuvent étre dessinés dans le plan : le vecteur u = (1,2) est la fleche
issue de 'origine et de sommet le point (1,2). Voir la figure 1. La somme de deux vecteurs est
obtenue par la regle du parallélogramme, c’est-a-dire u+wv est la diagonale du parallélogramme
construit avec u et v comme cotés.
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u +Hv u+v

Figure 1: Le vecteur u = (1,2). La somme des vecteurs u et v

Remarque. La somme des vecteurs u et v dans R? (ou dans R3) s’interpréte comme le vecteur
obtenu en pensant le vecteur v comme issu du sommet de u ; voir le dernier dessin dans la
figure 1.

Avec cette interprétation, nous pouvons retrouver les droites dans le plan en utilisant le
langage des vecteurs.

Lemme 1.1. Soient u # v € R%. L’ensemble des sommets des vecteurs du sous-ensemble
{(T=XNu+ M| X € R} est la droite qui passe par les sommets de u et v.

Démonstration. Nous avons (1—A)u+A v = u+A(v—u) et les sommets des vecteurs u+A(v—u)
décrivent la droite passant par le sommet de u et de vecteur directeur v — u # 0. O

Un espace vectoriel sera un ensemble possédant les propriétés mentionnées ci-dessus pour
R? ou R®. Ces mémes propriétés sont satisfaites par les éléments de R™, ot n est un nombre
entier > 1.

Nous pouvons utiliser les vecteurs pour démontrer un théoréme célebre dii a Desargues.
Ce résultat ne sera pas utilisé par la suite, mais il est introduit ici pour montrer 1'utilité des
méthodes vectoriels. La preuve pourrait étre parcourue sans faire attention au détails lors
d’une premiere lecture du cours.

Théoréme 1.2 (Desargues). Soient [ABC] et [A'B'C'] deux triangles tels que
o les droites (AA’) (BB') et (CC") s’intersectent en un point
« (AB)n (A'B) = {P}, (BC)N (B'C') = {M}, (AC) 0 (A'C") = {N}.
Alors les points M, N et P sont alignés.

Démonstration. La figure 2 illustre la configuration du théoreme. Nous interprétons le point
O comme représentant le vecteur 0. Les hypotheses du théoréme, exprimées en utilisant ces

interprétations, deviennent :
— = —
o Il ex1ste a € R tel que les vecteurs OA et OA’ satisfont la relation OA" = aOA. De

méme, OB/ ,6’0? et (ﬁ = *y(ﬁ

—
e Tl existe A, X € R tels que OP = (1 — A)OA + AOB = (1 — NYOA" + NOB'. De méme,
"
ON = (1 — 1)OA + vOC = (1 — V)OA" + VOC"
— —
OM = (1 - u)OB + u(% /OB + loc’.

En utilisant le vecteur O—};, nous obtenons

- s
OP = (1 - NOA + 0B = (1 - X)OA" + NOB' = (1 — N)aOA + N BOB.
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Donc
(1= A) = (1—N)a)OA + (A — NB)OB = 0.

Il s’ensuit (la diagonale du parallélogramme est nulle si et seulement si les cotés sont nuls) que
I1-A=1-XN)a et X=N3.

En regardant ces deux relations comme un systéme en A et ), nous arrivons a

_ 1
a2zl oyl
f—a f—a
S
Le méme raisonnement pour OM et O‘ﬁ implique

Y8y Y 1-p
Y—B —p

_ 1_
_IT = o
Yoo o«

Pour finir la preuve, il faut comparer les vecteurs M N et M ﬁ Nous avons

B

M

Figure 2: Le théoréme de Desargues

MN =ON — OM
— (1= 1)OA +vOC — (1 — WOB — uOC
_ymagq By =Bap 15 =B 5
V- y—p8 Y-« y—F5

= (v — @ 5i__8 By
=0 ”(w—aOA w—ﬂ@ﬂv—a)w-m@)’

car
T—ay =By _(B-ah(y-1)

vy-—a  y=B8  (y-a)(y-8)
En réorganisant les facteurs,

_7—710[ _VOA “ o —
MN = 5 (a8 = 9) 04+ 87— ) OB +5(a ~ ) 00).
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De la méme facon,

___ P=Y s OA Ca o
MP = s (a(8 =) 04 + By ~ ) OB + 9(a — ) O0).

Donc les points M, N et P sont alignés. ([l

1.2. Définition d’un espace vectoriel

Pour définir un espace vectoriel, il faut d’abord disposer d’abord d’un ensemble de nombres
appelés scalaires qui respectent un certain nombre de régles'. Cet ensemble sera noté K. Pour
nous, K sera R ou C (ou Q).

Définition 1.3. Un K-espace vectoriel est un ensemble E contenant un élément 0 = Oy
et muni’ d’une addition et d’un produit avec les scalaires (de K) satisfaisant les propriétés
suivantes : pour tous u,v,w € E et pour tous A\, u € K,

(i) (u+v)+w=u+(v+w)

(i) u+0=04+u=1u

(iii) u+v=v+u

iv) a- (u+v)=a-ut+a-v

v) (a+8) - u=a-u+p-v

(vi) (af) - u=a-(B-u)

(vi) 1l-u=uet 0-u=0.

Lorsqu’il n’y a pas de confusion sur le corps K, nous parlerons simplement d’espace vectoriel
plutot que de K-espace vectoriel. Par la suite, nous écrirons Au pour le produit scalaire de u
avec \.

En général, dans un cours sur les espaces vectoriels, apres la définition, il y a beaucoup
d’agitation pour justifier que les regles (i) — (vii) font tout ce que nous voulons. Dans le lemme
suivant on commence ces vérifications (le premier point dit que 0 est unique et le deuxiéme
que tout vecteur de E admet un élément opposé pour I'addition). Voir aussi 'exercice 1.3 si
la curiosité est insoutenable.

Lemme 1.4. Soit E un espace vectoriel.
1) Siu+ 0" =wu pour tout u € E, alors 0/ = 0.
2) u+ (—1)u =0 pour tout u € E.

Le point 2) justifie la notation —u = (—1)u.

Démonstration. Pour 1), d’apres (ii) appliqué a 0’, nous avons 0+0" = 0’ et d’apres ’hypothese
appliquée & 0, 0 + 0’ = 0. Donc
0=0+0"=0.

'K est un corps commutatif

2Gi la lectrice ou le lecteur sent le besoin d’un degré plus élevé de formalisme, elle peut remplacer la phrase
par celle-ci : Un espace vectoriel sur K est un ensemble E contenant 0 et deux applications A : E X F — FE
et M : Kx E — FE tels que, si on note u + v = A(u,v) et A-u = M(\, u) pour tous u,v € E et A € K, les
propriétés suivantes sont satisfaites.
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Pour 2), nous appliquons, dans ’ordre, I’hypothese, (iiv), (iv) et (iiv), et obtenons

u+ (-lu=1lu+(-u=(1+(-1))u=0u=0.
g

Remarque. Il faut bien comprendre qu’un espace vectoriel n’est pas forcément un ensemble
d’éléments représentés par des fleches mais avant tout un ensemble sur lequel existent une
addition et une multiplication par scalaires. En conséquence, nous ne mettons pas systéma-
tiquement une fleche sur les éléments de E car les habitants d’un espace vectoriel peuvent étre
des fonctions, des matrices, des suites, des polynomes. ..

METHODOLOGIE. Pour montrer qu'un ensemble donné est un espace vectoriel, il faut d’abord
savoir quel est le corps de base (R ou C ou ...) puis identifier les lois + et - ; ensuite il y a
sept propriétés a vérifier. C’est long. En pratique, on montrera souvent plutét que c’est un
sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel bien connu. On les verra bientot.

1.3. Exemples classiques d’espaces vectoriels

Exemple 1.5. Les espaces EF = R", avec n > 1. Lorsque n = 1, on a le corps R lui-méme.
Pour n = 2, R? et pour n = 3, R? que I'on a déja vu. On peut généraliser :

Rn:{(xlalﬁa-”v:ﬂn)|$i€R,i:1,...,n}.

L’addition de deux vecteurs et la multiplication par un scalaire se font coordonnée par coor-
donnée. Explicitement,

(x17x27""$n)+(y1vy27”'vyn) = (x1+ylﬂx2+y27""xn+yn)
AMzq, gy oy my) = (Axy, ATy, ..., AT,).

L’élément nul est 0 = (0,0,...,0).

Les espaces R™, n > 1 sont des R-espaces vectoriels. On introduit de la méme fagon les
espaces C" et Q™. Il est utile de remarquer que C™ est aussi un R-espace vectoriel — dii au
fait que R est un sous-corps de C, voir I’exemple suivant. Par contre, R n’est pas un C-espace
vectoriel.

Exemple 1.6. Le corps des nombres complexes, C = {a +ib | a,b € R,i = /—1} est un
R-espace vectoriel avec les opérations définies par

(a+1ib)+ (c+id) = (a+b)+i(c+d) et Na+ib) = Aa+ iAb.

La structure de corps de C est beaucoup plus riche par rapport &, et prolonge celle de R-espace
vectoriel. Elle est donnée par la multiplication de deux nombres complexes :

(a +1ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be).

Notez que la multiplication par le scalaire A est la multiplication en tant que nombres complexes
par A= X+1¢0.
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Exemple 1.7. L’introduction de R" se généralise encore plus : soit X un ensemble et F (X, R)
I’ensemble des fonctions définies sur X a valeurs dans R,

F(X,R)={f|f:X - R}

Tout comme pour R”, F(X,R) devient un R-espace vectoriel en définissant 1’addition de
deux fonctions (vecteurs) et la multiplication par un scalaire composante par composante.
Explicitement, pour addition, si f,g € F(X,R), alors f + g est la fonction définie pour tout
x € X par

(f+9)(z) = f(z) + g(x).

Si N, ={1,2,...,n}, alors F(N,,R) = R™. Donc l'espace précédent est bien une général-
isation de R™. La notation RX est parfois utilisée pour désigner F(X,R) avec cette structure
d’espace vectoriel sur R. Qui est RN ? Quels objets mathématiques sont ses éléments? Un
autre cas particulier de ’exemple 1.7 sont les espaces des matrices. Par exemple, si pour

X ={1,2} x{1,2}, F(X,C) est 'espace My, (C) ci-dessus.

Exemple 1.8. Soit My, ,(C), ou M, ,(C), I'ensemble des matrices carrées de taille 2, a
coefficients complexes,
My, o(C) = {(‘CL Z) la,b,c,d e C}.

My, 5(C) est un C-espace vectoriel ; 1’élément nul est la matrice nulle 0 = 0, = (8 8) et les

opérations sont définie par

, [a b ad v\ _ [(a+d b4V
M+M_<c d>+<c’ d) " \e+e d+d

a b Aa A\b
AM:A<C d>:<)\c Ad)'

Plus généralement, on a:

Proposition 1.9.

L’ensemble de matrices de taille m x n, M, .. (K), m,n > 1, est un K-espace vectoriel
avec la somme et le produit (avec des scalaires) définis composante par composante.

1.4. Sous-espaces vectoriels

Définition 1.10. Un sous-ensemble F' d'un K-espace vectoriel FE est un sous-espace vectoriel
de F si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) 0e F
(ii) pour tousu,v € F,u+v e F
(iii) pour tout uw € F' et pour tout A € K, \u € F.

La condition (i) est une maniére convenable de dire que F' est non vide.
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Proposition 1.11. Soit E un K-espace vectoriel. Le sous-ensemble F' C E est un sous-
espace vectoriel si et seulement si F', muni de [’addition des vecteurs et de la multiplication
par scalaires induites par celles de E, est lui-méme un K-espace vectoriel.

Démonstration. Les deux implications sont des vérifications immédiates basées sur les défini-
tions 1.3 et 1.10. ]

Remarque 1.12. En pratique, pour montrer qu’'un ensemble F' est un espace vectoriel, on
cherche un sur-ensemble F de F' qui soit un espace vectoriel connu (chercher dans la liste des
exemples vus plus haut) et on montre ensuite que F' est un sous-espace vectoriel de E. Ceci
est en effet beaucoup plus facile — il n’y a que trois propriétés & vérifier — que de montrer
directement que F' est un espace vectoriel en vérifiant les sept propriétés de la définition 1.3.

Remarque 1.13. Les propriétés (ii) et (iii) de la définition d’un sous-espace vectoriel peuvent
étre combinées en une seule : pour tous u,v € F' et pour tous A\, € Kon a Au+ pv € F. (Si
on n’éprouve pas de probléme lié a Pabsence de symétrie, il suffit de vérifier que u + pv € F'.)

L’expression Au+ pwv est un exemple de combinaison linéaire de u et v. Plus généralement,
dans la définition suivante nous introduisons une notion centrale de ’algebre linéaire.

Définition 1.14. Soit F un K-espace vectoriel et soit S C E un sous-ensemble. On appelle
combinaison linéaire (finie) de vecteurs de S toute expression

a1 + a9 + -+ v,
avecn € N, v,,...,v, €Setay,...,a, cK

Par exemple, en utilisant cette notion, F' C F est un sous-espace vectoriel si F' est
non-vide et toute combinaison linéaire de vecteurs de F' appartient a F.

Exemple. Les sous-ensembles {0} et E de E sont toujours des sous-espaces vectoriels de E ;
ils sont appelés sous-espaces vectoriels triviaux. Tout sous-espace différent de {0} et de E est
dit sous-espace propre.

Exemple. Dans E = R?, la droite D d’équation y = z est un sous-espace vectoriel. On a
D =R(1,1) ={(\,N\) | A e R}.

Plus généralement, toutes les droites vectorielles Ru avec u # 0 sont des sous-espaces
vectoriels. En revanche la réunion des deux droites d’équation x = 0 et y = 0, n’est pas un
sous-espace vectoriel. Sauriez vous dire pourquoi ?

Exemple. Dans R?, les sous-espace vectoriel non triviaux sont les droites ainsi que les plans
vectoriels. On y reviendra dans la section suivante. Pour I’instant, considérons le sous-ensemble

F={(@,9,2) | 2 +y =0} CRY.
Nous obtenons, car la condition définissant F' ne porte pas sur z,
F={(z,y,2) |z +y=0} ={(z,—2,2) | 2,z € R} = {z(1,—-1,0) 4+ 2(0,0,1) | z, 2z € R},

c’est-a-dire F est le sous-ensemble de toutes les combinaisons linéaires de (1, —1,0) et (0,0, 1).
Donc F' est un sous-espace vectoriel.
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Parmi les deux ensembles suivants, quel est celui qui est un sous-espace vectoriel de R3 ?

Py={(z,y,2) |[e+ty+z=1},  P={(z,y,2) [z +y+2z=0}

Exemple. En analyse, si I est un intervalle de R, le sous-ensemble C(I,R) C F(I,R) des
fonctions de I dans R continues sur I est un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions de
I dans R. De méme ’ensemble D(I,R) des fonctions de I dans R dérivables est un sous-espace
vectoriel de C(I,R). Sauriez-vous montrer cela ?

Exemple. L’ensemble F' des suites réelles u = (u,,),>o vérifiant pour tout n > 0, u, o =
U, 1t u, est un sous-espace vectoriel de I'espace de toutes les suites réelles, RN,

Proposition 1.15. Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. Montrons d’abord que l'intersection de deux sous-espace vectoriel F' = F| NF},
est un sous-espace vectoriel. Il faut vérifier, d’aprés la remarque 1.13 que 0 € F' et que pour
tous u, v € F et pour tous o, 5 € K, on a au + fv € F.
e 0 F,et0€ F,donc0c€ F|NFE,.
o Comme u,v € F, nous avons u,v € I et u,v € F,. Mais F} et F}, sont des sous-espaces
vectoriels, donc au + fv € F| et au+ v € F,, ot au + v € F.
Dans le cas général, I’ s’écrit F' = [,c; F; et la démonstration est similaire. O

Remarque. En général, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace
vectoriel. Par exemple la réunion de deux droites vectorielles quelconques dans R? n’est pas
un sous-espace vectoriel.

1.5. Exercices

Exercice 1.1. Les sous-ensembles de R? formés des couples (z,y) de nombres réels vérifiant
les conditions suivantes sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?

(i) 3r—2y=20 (@ ry =0 (it) z? + y2 =1
) 22+ 42 =0 ) y = 22° (i) z+ |yl =0
(vii) :1:2 + 4y2 = 433y (viii) > 0 (ix) :):2 — 4y2 =0.

Exercice 1.2. Dans 'espace vectoriel R™ on considére les vecteurs u,v,w et w’ tels que
2u + v = w et bu + 3v = w’. Déterminer w et w’ en fonction de u et v.

Exercice 1.3. Voici quelques propriétés élémentaires qui découlent de la définition d’un espace
vectoriel. Soit £ un K-espace vectoriel. Pour tous A, 4 € K et tous uw,v € E on a

1) Au = 0 si et seulement si A=0ou u =0
2) AMu—v) =Au— I\
3) (A — p)u = \u — pu.

Exercice 1.4. Dans chacun des cas ci-dessous, montrer que V C R? est un
1)V ={(z,0) | z € R}
2) V=A{(z,—z) | z € R}
3) V={Bx—y,2x+5y) | z,y € R}.
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Exercice 1.5. Soit m un parametre réel. Montrer que les triplets réels de la forme (x,y, m)
forment un sous-espace vectoriel de R? si et seulement si m = 0.

Exercice 1.6. Soient a, b, d trois réels. a quelle condition les (x,v,2) € R? tels que
ar +by+z+d=0

forment-ils un sous-espace vectoriel de R?? Donner une interprétation géométrique de cette
condition.

Exercice 1.7. On considere le R-espace vectoriel E = R. Quels sont les sous espaces vectoriels
de £?7 Méme question pour C vu comme C-espace vectoriel. Quels sont les sous-espaces
vectoriels de C vu comme espace vectoriel sur R 7

Exercice 1.8. Soit F un R-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de FE.
Démontrer que F'U G est un sous espace vectoriel de E si et seulement si F C G ou G C F.

2. Familles génératrices et familles libres. Bases

EXEMPLE INTRODUCTIF. On se place dans l'espace R? et 'on considére les éléments e; =
(1,0,0), e, = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). Soit u = (x,, 24, x3) un vecteur quelconque de R3. On
peut écrire

u = (2,,0,0) 4+ (0,2,,0) + (0,0, z3)

=€ + Ty9ey + T3e3.

On dira que u est combinaison linéaire de e, e, et e; (voir la définition 1.14). Comme tout
vecteur de R3 s’exprime ainsi (car u est quelconque), on dira que (e, e,, e3) est une famille
génératrice de R3. De plus, cette écriture étant unique, on dira que (e, ey, e3) est une famille
libre. Etant famille libre et génératrice de R3, on dira que (e, e,, e;) est une base de R3.
L’objet de cette section est de définir ces notions dans un espace vectoriel quelconque FE.

2.1. Familles génératrices

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel. On dit que les vecteurs wy,... , w,, engendrent
E, ou que la famille G = {wy, ... ,wp} est génératrice pour E, si pour tout élément u € F il
existe Ay,..., A, € K tels que

u=MNw,+- -+ Aw,

En utilisant la notion de combinaison linéaire introduite dans la définition 1.14, G est une
famille génératrice si tout élément de E est une combinaison linéaire de vecteurs de G. La
famille G peut étre infinie ; dans ce cas il faut préciser “tout élément de E est une combinaison
linéaire finie de vecteurs de G”.
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2. Familles génératrices et familles libres. Bases

Lemme-Définition 2.2. Soit E un espace vectoriel et S une famille d’éléments de E. L’en-
semble de toutes les combinaisons linéaires finies de vecteurs de S est un sous-espace vectoriel
de E, appelé le sous-espace engendré par S et noté Vect(S). De plus, Vect(S) est le plus petit
sous-espace vectoriel de E contenant S.

Démonstration. Nous vérification directement que Vect(S) est un sous-espace qui contient S.
Par exemple, si w € S, alors la combinaison linéaire 1w = w € Vect(S).

Pour montrer que Vect(S) est le plus petit, il faut montrer que si F' est un sous-espace
contenant S, alors Vect(S) C F. Soit w = \jw; + -+ + A,w, € Vect(S). Nous voulons voir
que w € F. Comme wy,..., w, € S C F, d’apres la remarque 1.13 appliquée a w; et w,,

AMw; + Aw, € F.
Puis, en I'appliquant a A\jw; + A w, et wa,

Nous continuons et apres p — 1 étapes, nous obtenons w € F. O

Exemple. Nous avons vu que R? est engendré par {e;, e,, e;}. Plus généralement, la famille
{e;,e,y,...,e,} engendre K", ou e, est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf
la k-ieme qui est égale a 1.

Exemple. Le R-espace vectoriel C est engendré par 1 et ¢. Mais C, vu comme C-espace
vectoriel, peut étre engendré seulement par 1 (ou par 4v/3 — 194).

Exemple. Nous considérons R? est le sous-espace vectoriel P = Vect(e;,e,). Nous remar-
quons que
P ={(z,y,0) | z,y € R},

quil est défini par I’équation z = 0 et qu’il ressemble & 'espace vectoriel R2.

Exemple. Nous considérons M, (R), I'espace vectoriel des matrices carrées de taille 2 x 2 &
coeflicients réels et les matrices

0 1 0 1 0 1 0 0
(o) o= () ) == 0)

Alors Vect(A, S) = Vect(E,4, Eyq). Pour vérifier cette égalité il suffit de monter que A, S €
Vect(E,, Eyy) et que Ey, By € Vect(A4, S).

Exemple 2.3 (plans vectoriels). Dans R? on considére le sous-ensemble H C R? défini par
H = {(z,y,2) | 2v —y — 32 = 0}, c’est-a-dire 'ensemble des solutions de I’équation linéaire
homogéne® 2x —y — 3z = 0. Alors
H={(z,2x —32,2) | x,z € R}
={(z,22,0) + (0, -3z, 2) | z,z € R}
={z(1,2,0) + 2(0,-3,1) | z,z € R}
= Vect ((1,2,0), (0,-3,1)),

3Une équation homogene est une équation linéaire dont le terme constant est nul.
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2. Familles génératrices et familles libres. Bases

c’est-a-dire H est un sous-espace vectoriel de R? engendré par deux vecteurs. On dit que H est
un plan vectoriel — nous verrons plus loin que ces vecteurs sont linéairement indépendants.

De maniére générale, une équation linéaire homogene non-triviale dans K™ définit un sous-
espace vectoriel — ’ensemble des solutions — qui sera appelé hyperplan vectoriel.

Proposition 2.4. Soit E un espace vectoriel.
1) Si A et A sont deuz familles d’éléments de E telles que A C A’ alors Vect(A) C Vect(A').
2) Soit p € N, p > 1, et soient v,...,v, € E. Si A € K*, alors Vect('vl,...,'vp) =
Vect(Avy, ..., v,).
3) Sip>2, alors

p

Vect ('vl—i— Z /\kvk,...,vp):Vect(vl,...,vp).
1<k<p

Démonstration. Le premier point découle du fait que Vect(A) est le plus petit sous-espace
contenant A et A C A" C Vect(A’). Les deux autres sont des vérifications immédiates. O

2.2. Familles libres

Définition 2.5. Soit E un espace vectoriel.
(i) Les vecteurs vy,...,v, € E sont dits liés ou linéairement dépendants s’il existe des
scalaires A, ..., /\p non tous nuls, tels que

)\1’Ul++)\p1]p20
(ii) Les vecteurs vy,...,v, € E sont dit libres ou linéairement indépendants s’il ne sont pas

liés.

Une famille F C E est dite libre ou liée si les vecteurs qui la compose sont libres ou liés
respectivement. Plus correctement, la famille F est liée s’il existe une combinaison linéaire
avec des vecteurs de F qui soit nulle. La famille est liée si elle n’est pas libre.

Remarque 2.6. Soit A = {v,,...,v,} une famille de vecteurs. Pour montrer que la famille
A est libre (ou que les vecteurs sont linéairement indépendants), on se donne des scalaires
Als-o 5 A, tels que Ajvy +---+ A, v, = 0 et on cherche & montrer que \{ = \y =... =X, =0.

Pour montrer que la famille A est liée, on cherche une liaison du type \jv; +---+A, v, =0
avec A, ..., A, non tous nuls.

Quelques exemples qui illustre la remarque précédente :

1) Dans R3, pour uw; = (1,1,0), uy = (=1,1,1), uz = (0,2,1), On a u; + uy — ugy = 0.
Donc ces vecteurs sont liés.

2) Dans R3, si v; = (1,1,1), vy, = (1,0,1) et v3 = (1,1,0), la famille {v,, v,,v3} est-elle
libre ?

Soient A;, Ay, A3 € R tels que A\jv; + Ayvy + Agv3 = 0. Alors
et donc les \; satisfont le systeme d’équations linéaires

12



2. Familles génératrices et familles libres. Bases

que 'on résout par I’élimination (ou la méthode du pivot)

A+ A+ A3 =0 (Ly)
_)‘2 =0 (L2_L1)
_)‘3 =0 (Ls_L1)

donc A\; = Ay = A3 = 0.

Lemme 2.7. Soit E un espace vectoriel.
1) Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
2) Une famille {v} (c’est-a-dire a un élément) est libre si et seulement si v est non nul.
3) Une famille de deux vecteurs {u,v} est liée si et seulement si ils sont colinéaires (c’est-
a-dire s’il existe A € K tel que, ou bien uw = A\v ou bien v = A\u).

Démonstration. L’affirmation 1) s’ensuit du1-0+0-vy+---+0-v, = 0.

Pour 2), si la famille est libre, alors d’apres 1), v # 0. Réciproquement, nous argumentons
par contraposée Supposons qu’il existe A € K, A # 0 tel que Av = 0 (c’est-a-dire supposons
que la famille est liée). Alors, d’apres (vi) et (vii) de la définition 1.3 d’un espace vectoriel,

o=)2'o=2'w) =\ Nv=1v=w0.

a # 0, forcément A = 0 donc la famille est libre.
Pour 3), si u et v sont linéairement dépendants, alors il existe «, 8 € K, non tous nuls, tels
que
au + fv =0.

En supposant a # 0, nous avons u = (—f/a)v. La réciproque est évidente. O

ATTENTION. Si la famille {u, v} est liée, alors ce n’est pas toujours vrai qu’il existe A € K tel
que u = A\v ; cela est faux si u # 0 et v = 0. Dans ce cas, c’est v qui s’exprime a ’aide de u,
v=0u.

La proposition suivante est tres pratique.

Proposition 2.8. Soit E un K-espace vectoriel. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1) Les vecteurs vy, v, ...,v,, sont liés.
2) Il existe un indice k € {1,...,n} tel que v, soit combinaison linéaire des autres v,
c’est-a-dire il existe puy, ..., 1, Hgi1s-- -5 My € K tel que

Vy = MUy + ot e Vg P Vg 0 1,0

Démonstration. 1) = 2): Si{vq,...,v,} est liée, il existe des scalaires non tous nuls Ay,..., A
tels que \jv; +---+ A\, v,, = 0. L'un au moins des \; est non nul, par exemple \;. Alors

n

AV = — Z Av;,

=1
ik
vk——Z—va = _ ’U.:ZH.U,’
= >‘k: i P )‘k i = 774
i# i#k i#k

13



2. Familles génératrices et familles libres. Bases

N _ A;
ol fi; = =5k

Réciproquement, si
n
Uy = Z Hiv;,
i=1
itk
alors p, v, — > i1 i;v; = 0, avec mu,;, = 1, donc la famille est liée. O
itk

2.3. Bases

Définition. On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une famille
génératrice finie.

Définition 2.9. Soit F un espace vectoriel. Si les vecteurs u,u,,...,u, engendrent F et
sont linéairement indépendants, on dit qu’ils forment une base de E, noté (u,,uy,...,u,).
Une base B = (u, u,,...,u,) est un n-uplet d’éléments de E. La famille {u;, u,, ..., u, } est

a la fois une famille libre et génératrice de F.

ATTENTION. La notion de famille vue précédemment ne tient pas compte de I'ordre des élé-
ments qui la composent ; en revanche, une base est ordonnée. La base (e, e5) n'est pas la
méme base que (ey, €;). Sil’on tient compte maintenant de I'ordre, c’est que I'on va décrire un
vecteur & ’aide de ses coordonnées dans la base considérée. Si I’on change l'ordre de la base,
les coordonnées vont changer aussi.

Exemple. Les vecteurs e; = (1,0,0), e, = (0,1,0), e; = (0,0,1) forment une base de R?
appelée base canonique.

En effet, on a vu que tout vecteur de R? s’écrit comme combinaison linéaire de e, ey, e
donc la famille est génératrice. De plus, la famille est libre car A\;e; +A,e,+ Aze3 = 0 implique
(A1, Ay, A3) = (0,0,0). Donc (eq, e,, e5) est bien une base de R3.

Exemple. Dans la figure 3 les coordonnées (z,y) correspondent a la base canonique (e, e,)
et les coordonnées (£,n) correspondent a la base (e, e, ) donnée par

3 1 1
eg—iex—iey et en—zex—i—ey.
Remarquer quon a décrit les vecteurs de la nouvelle base (e, e,) en utilisant les vecteurs de
la base canonique — on a exprimé chaque vecteur de la nouvelle base dans la base canonique.
Evidemment, on peut utiliser la nouvelle base pour exprimer les vecteurs e, et e, dans celle-ci.

Explicitement on a

o8 4 41 2 12
—Eeé—l—l—e et e ——(—565—1-36,7)——@65—1-1*6

4
e, = (2e; +e,) 3 € v =13 3 €

13

Voici un résultat fondamental* qui justifie I'intérét des bases dans la théorie des espaces
vectoriels. Ce résultat généralise la remarque de ’exemple précédent.

4La proposition dit qu’une base décrit de maniére unique tout vecteur de 'espace considéré. C’est cette
description, par des coordonnées, qui nous permet d’effectuer des calculs dans un probleme faisant appel aux
espaces vectoriels. Dans la section suivante, nous verrons que toute base d’un espace vectoriel E a le méme
nombre d’éléments. Ce nombre sera nommé la dimension de E.
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2. Familles génératrices et familles libres. Bases

Figure 3: Les vecteurs e¢ et e, forment une base de R%. Tout vecteur de R? a une écriture
unique en utilisant les coordonnées (&, n) associées & cette nouvelle base.

Proposition 2.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les vecteurs eq,...,e,
forment une base de F si et seulement si tout élément v € E s’écrit de maniére unique comme
combinaison linéaire des e;, c’est-a-dire il existe x,...,x, € K uniques tels que

v=x1e+---t+zx,€,.

Les scalaires z,...,z, s’appellent les coordonnées de v dans la base B = (ey,...,e,) ; elles
sont uniques. Pour z;, la i-iéme coordonnée de v dans B, la notion correcte serait z;(v), pour
indiquer que la coordonnée dépend du vecteur.

Démonstration. On suppose que B = (e,,...,e,) est une base et on considére un vecteur
v € I. L’existence des scalaires =, ..., z,, tels que v = z,e, +--- 4z, e, provient simplement
du fait que B est génératrice de E. Pour montrer 'unicité, supposons l'existence de deux
décompositions
v=xe+---tx,e, =pe +---+pue.
On a alors
(@ — py)ey + -+ (z, — p,)e, =0,

et puisque la famille est libre, on a

9 N . _ _ _ s N1y ez
c’est-a-dire x| = py, Ty = g, ..., T, = p,. D’ott I'unicité.
Pour la partie “seulement si”, nous devons justifier que si tout vecteur de E est une com-
binaison linéaire unique des vecteurs eq,..., e, , alors les vecteurs engendrent I et sont libres.
Pour voir qu’il sont libres, considérons A;,...,\, € K tels que >°, \;e; = 0. Comme

Z)\iei :0:ZOei

et la combinaison linéaire pour 0 est unique, A; = 0 pour tout 4. O
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2. Familles génératrices et familles libres. Bases

Remarque 2.11 (Notation).

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et B est une base, alors on notera Cyx(v)
la matrice colonne des coordonnées de v dans la base B,

Ty
Cp(v) =

T

Cette matrice colonne, qu’on appellera aussi vecteur colonne, peut étre vue comme un
élément de K" ; fixer une base permet d’identifier I’espace vectoriel E a K". Ap-
parait ici un probléme trivial mais potentiellement perturbant. Des branches différentes
des mathématiques se sont développées indépendamment et ont leurs propres notations
pour les éléments de R™ ou C". En algebre linéaire, quand on étudie les bases ou les
systemes d’équations linéaires par exemple, il est naturel d’utiliser I’écriture en colonne
des vecteurs ; mais en analyse ou en géométrie analytique, souvent, on préfere 1’écriture
en ligne. Il est sage de respecter les habitudes de chaque domaine. Pour nous, les coor-
données par rapport a une base fixée seront toujours pensées, sinon écrites,
comme formant un vecteur colonne, ou matrice colonne. Par exemple, dans R?,

nous utiliserons les notations
1

(1,2,3) et |2
3

pour désigner un méme vecteur, v. La premiere écriture et celle canonique pour un élément
de R3, I'ensemble des triplets réels. La deuxieéme sous-entend l’existence d’une base fixée,
ici la base canonique, par rapport a laquelle 1, 2 et 3 sont les coordonnées de v. Si nous
considérons la base B = ((1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)), alors les coordonnées de v = (1,2,3)
par rapport a B sont

Exemple. Dans R3 on considere les vecteurs v; = (1,1,0), v, = (0,1,1), v3 = (1,0,1) et
v, = (1,1,1). On remarque que ces quatre vecteurs engendrent R? car la base canonique vérifie

€ =Vy —Vy, €;=v,—v3 et e3=1v,— vy,
donc e; € Vect(vy,...,v,) et par conséquent
R? = Vect(ey, €, €3) C Vect(vy,...,v,).
Les v,; ne sont pas linéairement indépendants car
V3 =€ +ey+e3=—v — Uy — Vg + 3y,

d’ou
v + vy +v3 — 20, = 0.

Les vecteurs v, v, et v; forment une base. Pouvez-vous le démontrer ?

Exemple 2.12. L’espace-temps en cinématique s’identifie, pour un observateur R & R* avec la
base (e;, e,, e, e .). Le sous-espace vectoriel Vect(e,, e,e .) est 'espace physique de 'observateur
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2. Familles génératrices et familles libres. Bases

au moment ¢ = 0. Les événements sont des vecteurs (ou points) dans R%. Le mouvement rec-
tiligne et uniforme d’un point matériel qui passe par l’origine au moment t = 0 est décrit
pour R par une droite vectorielle engendrée par (1,vx,vy,vz), ol U = (vx,fuy,fuz) € R3 est le
vecteur vitesse qui caractérise le mouvement. Si & est un autre observateur qui se déplace de
maniere rectiligne et uniforme par rapport a R avec la vitesse U € R3, comment s’expriment
les vecteurs (e, €, €, ec) a travers lesquels il décrit ’espace-temps aux vecteurs de la base
de R? Pour le moment, pour pouvoir donner une réponse, nous allons considérer 1’espace
physique comme étant de dimension 1, décrit par e, pour R et par e, pour &. En particulier,
le vecteur vitesse @ devient un nombre réel u! On a

e =e; t+ue,

eC - ez.
z
A€
T
pz PS //{
ey
Ve f
/ t
//
N
AR
€.A
\
(7_
€t
t

Figure 4: A gauche Despace-temps vu par R, c’est-a-dire sa base est la base canonique; a
droite l'espace-temps vu par &. La grille de gauche est transformée par le changement de base,
c’est-a-dire de point de vue. Elle est représentée a droite dans la base de &.

Pour justifier ces formules il faut énoncer les hypotheses qui sous-tendent cette situation
physique :

1) R et & se déplacent avec vitesse u un par rapport a 'autre
2) R et & se rencontrent en 1'événement O de R? qu’ils définissent tous les deux comme
ayant lieu a t = 7 = 0 — ils utilisent cet événement pour synchroniser leurs horloges
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3) le temps est le méme pour R et &, c’est-a-dire t =7
4) les axes de 'espace des deux observateurs pointent dans la méme direction

On a e, = ae, + be, et e, = ce, + de, et il faut déterminer les coefficients a,b, c et d. En
passant en coordonnées, on obtient, pour un vecteur quelconque,

te, +ze, =v =rTe_ + (e, = T(ae, + be,) + ((ce, + de,) = (a + c()e; + (bT + d()e,.

Donc
t=ar+cC

z = bt + dC.
D’apres 3),a=1et ¢ =0. D’aprés 1), 2) et 4), b=u et d = 1.

Proposition 2.13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie qui n’est pas trivial.
1) Siu engendre E, alors (u) est une base de E.
2) Si les vecteurs uq,...,u, engendrent E mais ne forment pas une base de E, alors il
existe un vecteur parmi eux tel que les n — 1 autres vecteurs engendrent E.
3) Toute famille génératrice finie de E contient une base de E. (Parfois on dit qu’a partir
de toute famille génératrice de E on peut extraire une base.)

Démonstration. Le premier point découle du Lemme 2.7, 2).

Pour démontrer le point 2), on suppose que w4, ..., u, engendrent F mais qu’ils ne forment
pas une base. Alors les vecteurs sont linéairement dépendants, et d’apres la proposition 2.8,
on peut supposer, en renumérotant les vecteurs, qu’il existe o, ..., o, tels que

W, = Uy + -+ Oy Uy, .

Nous affirmons que les vecteurs u,,...,u,_; engendrent . Soit v € E. D’apres I'hypothese,
il existe A,..., A, tels que v =3>"7" ; A,u,. En utilisant la relation précédente pour u,,, on a
n n—1 n—1 n—1
i=1 i=1 k=1 i=1
Pour 3), on applique le point précédent a plusieurs reprises. O

Corollaire 2.14. Tout espace vectoriel de dimension finie admet au moins une base.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Par définition, il possede une
famille génératrice G. Si E n’est pas trivial, alors G n’est pas vide et on applique la proposition
2.13. Si E = {0}, par convention la famille vide est une base. O

Remarque. Pour £ = {0}, il y a une unique base qui est la famille vide mais cela est
conventionnel et n’a pas beaucoup d’intérét.

2.4. Exercices

Exercice 2.1. Soient u = (1,2,3,4) et v = (1,—-2,3,—4).
1) Existe-t-il z,y € R tels que (z,1,y,1) € Vect(u,v)?
2) Existe-t-il z,y € R tels que (z,1,1,y) € Vect(u,v)?
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Exercice 2.2. On considére I'espace vectoriel R%.
1) Déterminer si les vecteurs v = (1,3, —-1,4), v = (2,1,1,-2) et w = (4,—3,5, —14) sont
linéairement indépendants.

2) Déterminer a, b, c € R (s’ils existent) tels que

a(1,3,0,1) +b(2, —1,1,0) + ¢(3,1, —1,1) = (1,4, —5,2).

Exercice 2.3. Pour chacune des familles suivantes de vecteurs de R3, dire si elle est
« une famille libre de R?
o une famille génératrice de R?
« une base de R3.

Donner, pour chaque famille, une base de 1’espace vectoriel engendré.

1) {v,,vy,v5} avec vy = (—1,1,1), vy = (1,-1,1), v53 = (1,1, -1).

2) {vy,v,,v3} avec v; = (1,1,1), v, = (1,2,3), v53 = (3,2,1).

3) {vy, vy} avec v, = (1,0,1), v, = (3,0, 3).

4) {v,vy,v3,v,} avec v, = (1,2,3), vy = (2,3,1), v53 = (3,2,1), v, = (1,1,1).

Exercice 2.4. Pour quels m € R,
1) la famille {(1,3), (1 —m,9)} est-elle une base de R??
2) la famille {(1 +m,1 —m), (1 —m, 1+ m)} est-elle une base de R??
3) la famille {(1,0,—2), (1,3, —1), (3,3, m? + 6m)} est-elle une base de R3?

Exercice 2.5. Soit B = (u,,...,u,) une base de E et soit v € E dont les coordonnées dans
la base B sont aq,...,a,. Montrer que les vecteurs
U +v,uy+v,...,u,+v

sont libres si et seulement si 1 +a; +---+a, # 0.

Exercice 2.6. Soit U C R? défini par z +y + z = 0.
1) Montrer que U est un sous-espace vectoriel de R3.
2) Trouver une base de U et démontrer que c¢’est une base.

3) Est-ce que toute personne répondant a cette question, produira-t-elle la méme base 7 Que
peut-on conclure concernant une notion de “base naturelle” pour un sous-espace vectoriel 7

Exercice 2.7. On considére le sous-ensemble

S C M,(R), SZ{(ZL 2) ’ElqGRtelquea+b:c—|—d:a—i—c:b+d:k:}.

1) Montrer que S est une sous-espace vectoriel de My (R).
2) Trouver une base de S.

Exercice 2.8. Soit (uy,u,,...,u,) une base de K". Existe-t-il des entiers n > 2 tels que les
vecteurs ci-dessous forment des bases de K™ 7 Si oui, trouver tous les n > 2 satisfaisant cette
propriété.

1) g — ug, Uy — Usy..., U

n—1 " Up, Uy — Uy

2) Uy + Ug, Uy + Ug,. .., U, 1 + U, U, + Uy
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Exercice 2.9. Soit H le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs u = (1,2,3) et
v=(3,2,1).

1) Vérifier que u et v ne sont pas colinéaires, en déduire la dimension de H.

2) Montrer que H est aussi engendré par v’ = (1,1,1) et v’ = (0,1, 2).

3) Montrer que B = (u,v) et B/ = (u/,v’) sont deux bases de H.

4) Soit w € H de coordonnées (z,y) dans B et (2’,y’) dans B'. Calculer (z,y) en fonction
de (2/,y), puis (2/,y’) en fonction de (z,y).

3. Dimension

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie. Une base de F permet de décrire aisément
tout vecteur grace aux coordonnées. Dans la proposition 2.13 on a vu comment fabriquer une
base a partir d’une famille génératrice de E — on enleve des vecteurs en conservant le caractere
générateur de la famille restante jusqu’a temps qu’elle soit libre.

Nous verrons ici comment fabriquer une base a partir d’une famille libre — on rajoutera des
vecteurs en conservant le caractere libre jusqu’a temps que la nouvelle famille soit génératrice
de E. Chemin faisant, on établira le résultat principale : Toute base de E a le méme nombre
d’éléments, c’est-a-dire le méme cardinal. Ce nombre est appelé la dimension de E.

Lors d’un premier contact avec les espaces vectoriels, la premiére partie de cette section
est difficile ayant un degré d’abstraction élevé. Le lecteur peut retenir les résultats principaux
(voir le Théoréme 3.2 et ne pas s’attarder sur les détails lors d’une premiére lecture ; plus tard,
apreés avoir acquis une certaine aisance en algebre linéaire, il pourrait y revenir.

3.1. Lemme de Steinitz et dimension d’un espace vectoriel

Nous commencons par un résultat concernant les familles libres, similaire & la proposition 2.13.

Lemme 3.1. Soit E un espace vectoriel et soit F = {ul,...,up} une famille libre. Alors,
ou bien les vecteurs de F forment une base de E, ou bien il existe w € E tel que la famille
{uy, ... u,, w} soit libre.

Démonstration. Le sous-espace engendré par F, Vect(F) est, ou bien F tout entier, ou bien

un sous-espace propre. Dans le premier cas la famille est une base. Dans le deuxiéme, il existe

w € E \ Vect(F), w # 0. Montrons que uy, ..., u,, w sont linéairement indépendants.
Soient A, ..., )\p, € K tels que

p7

Si p =0, alors les A\, = 0 car F est libre. Si u # 0, nous obtenons la contradiction

A A
Vect(F w:—ilu __lu
- D

Nous arrivons au résultat technique principal, appelé le lemme d’échange de Steinitz. Ces
conséquences importantes sont énumérées dans le théoreme 3.2.
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3. Dimension

Lemme d’échange de Steinitz. Soient u,,...,u,, vecteurs linéairement indépendants. Soit
0<k<metsoient fr.y, frio, - [y, k+1<p, tels que les vecteurs
ulw"7uk7fk+17fk+2w"afp

engendrent . Alors, aprés renumérotation éventuelle des indices des fj, les vecteurs

g,y Up Uy g Fros -0 Sy

engendrent E.

Démonstration. Comme Vect(wy, ..., Uy, fri1, Fryor - fp) = E, il existe Ay,..., A\, € Ktels
que

k P
w_y =Y A+ Yy NS
j=1

j=k+1

Nous remarquons qu’il existe au moins un scalaire A; non nul avec j > k + 1 car les u,; sont

linéairement indépendants. En renumérotant les indices, nous pouvons supposer A, # 0.
Alors
k A

; 1
fk-‘rl:Z(*)\J)ujJr)\ uk+1+z D\ >j
j=1 k+1 k+1 =2 k+1
Pour finir, montrons que les vecteurs uy, ..., uy q, fri9,...,f, engendrent E. Soit v € E.
Par hypothese, uy, ..., uy, fryq,--., f, engendrent E. Donc il existe des scalaires a; tels que

k p
v=> ot Y af;
j=1

j=k+1

En utilisant I’expression précédente pour f,  q,

k p
v="1 au;tog frt+ Y, af;
=1

j=k+2
k k A 1 ¢
:Zajuj—l—ozkH(Z(—)\] )Uj+)\ Upyr + Z ( h\ ) j>+ > ot
, = k41 k+1 j=k+2 k+1 j=k+2

akz+1>\j

(aj—om)u]+(: uk+1+ Z (

1 Ak+1 j=k+2 Ak+1

Il
<
M?T Il
—_

)15

<.
Il

O

Une des consequence du lemme est le fait que toutes les bases de E, espace de dimension
finie, ont le méme nombre d’élément. Ce nombre est appelé la dimension de E.

Théoréme 3.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
(a) Si{uy,...,u,,} est une famille libre et {wy,...,w,} est une famille génératrice, alors
m < p.
(b) Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments appelé la dimension de E et noté
dim(E) (ou dimg (E) pour préciser le corps des scalaires).
(c) Toute famille génératrice ayant dim(E) éléments est une base.
(d) Toute famille libre ayant dim(E) éléments est une base.
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3. Dimension

Démonstration. Pour (a), nous supposons par l'absurde que p < m. Alors, en appliquant le

lemme de Steinitz p fois, nous obtenons que u,, ..., u, engendrent E. Donc
u,, € Vect(uy,...,u,),
ce qui contredit la liberté de la famille {u,,...,u,,}.
Pour (b), si (uq,...,u,,) et (v,,...,v,) sont deux bases, alors {u,,...,u,,} est libre et
{vy,...,v,} est génératrice. D’apres (a), m < n. En échangeant les roles, n < m, donc m = n.

Le (¢) découle du point précédent et de la proposition 2.13 — de toute famille génératrice
on peut extraire une base.

Le (d) découle du (b) et du lemme 3.1 — toute famille libre peut étre complétée & une
base. O

Exemple 3.3. dim(K") = n, dim(M,(R) =4, dim:(C) = 1, dimp(C) = 2.

3.2. Dimensions des sous-espaces vectoriels

Définition. La dimension d’un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est sa dimen-
sion en tant qu’espace vectoriel.

Proposition 3.4. Pour tout sous-espace vectoriel F C E, on a dim(F') < dim(E) avec égalité
si et seulement si F = F.

Démonstration. On suppose F' # {0}. Soit n = dim(E) > 1 et soit u; € F', uy; # 0. La famille
{u,} est libre. Ou bien elle est une base de F', ou bien, en utilisant le lemme 3.1 (appliqué
a F), elle peut étre augmentée a une famille libre ayant un élément de plus. Cette opération
peut étre itérée au plus n — 1 fois, car une famille libre dans F' est libre dans E et, d’apres
Théoréeme 3.2 (D), une telle famille a au plus n éléments. O

Corollaire 3.5. Si F, F' sont deuzx sous-espaces vectoriels tels que F C F', alors dim(F) <
dim(F") avec égalité si et seulement si F' = F'.

Démonstration. D’apres la proposition 3.4. O

La dimension est un trés bon moyen de classifier les sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel. Par exemple, les sous-espaces vectoriels de R?, classifiés suivant leurs dimensions,
sont :

 en dimension 0, {0}

o en dimension 1, les droites vectorielles, D = Vect{u} avec u # 0

o en dimension 2, les plans vectoriels, IT = Vect{u,v} avec u et v linéairement indépen-

dants

« en dimension 3, R3.

Un début de compréhension de la géométrie des sous-espaces vectoriels de E est donné par la
formule suivante, due & Grassmann

Proposition 3.6 (dimension de la somme). Soient E un espace vectoriel de dimension finie
et soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. Si on note par F' 4+ G le sous-espace
Vect(F, G), alors

dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F' N G).
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3. Dimension

Démonstration. Nous savons que les sous-espaces F', G, F + G, F N G sont de dimensions

finies. Soit B = (uq,...,u;) une base de F' N G. On complete B en (uq,...,u;, vy,...,0,)
base de F' et en (uq,...,u;, wy,...,w,) base de G. Montrons que
F=Uy,. .., U, v,...,0,Wy,...,W,)

est une base de F' + G. La famille F est clairement génératrice de F' 4+ G. 1l reste a vérifier
qu’elle est libre. Si

alors le vecteur

u=M\Nu; + -+ A\u, +av, +--+av, =—(fw; + -+ Bw,)

appartient & F' N G. La premiere égalité implique o = -+ = a, = 0 car B est une base de
FNG. Donc
et, comme (w,..., U, Wy,...,w,) est une base de G,

On obtient dim(F+G) = k+s+t = (k+s)+ (k+t) —k = dim(F) +dim(G) —dim(FNG). O

Définition 3.7. Un hyperplan d’un espace vectoriel de dimension n est un sous-espace vec-
toriel de dimension n — 1.

Nous avons vu dans ’exemple 2.3 qu’une équation linéaire homogene non triviale (a coefficients
réels) définit un hyperplan (c’est-a-dire plan) vectoriel dans R? ou, plus généralement, dans R™.
De plus, nous savons qu’une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel,
voir la proposition 1.15. Il s’ensuit que ’ensemble des solutions d’un systeme d’équations
linéaires homogene est une intersection (finie) d’hyperplans vectoriels, donc un sous-espace
vectoriel.

QUESTION. Peut-on déterminer la dimension du sous-espace des solutions d’un systeme d’équations
linéaires homogeéne ? La suite du cours fournira les éléments nécessaires pour répondre & cette
question.

Exemple. F = {(z,y,2,t) |z +y+2z+t=0} CR et F' = {(x,y,2,t) | v —2y+2z =0} CR?
sont deux hyperplans de R?. Lintersection F'N G représente I'espace des solutions du systéme
homogene

{:c + y+z+t=0

T—2y+=z = 0.

Nous exprimons z et t en fonction de x et y ; la deuxiéme équation donne z = —z + 2y et la
premiere devient ¢t = —3y. Donc

Puisque (z,y,—x + 2y, —3y) = x(1,0,—1,0) + y(0,1,2,—-3), F N G est le sous-espace deux
dimensionnelle, Vect((1,0,—1,0),(0,1,2,—3)). Quelle est la dimension de F'+ G ?
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3. Dimension

3.3. Application : rang d’une famille de vecteurs

Soit E' un espace vectoriel sur K.

Définition 3.8. Soit F = {v,,...,v,,} une famille d’éléments d’un espace vectoriel E. On
appelle rang de F, noté rg(F), la dimension de l’espace vectoriel engendré par F, c’est-a-
dire rg(F) = dim(Vect(F)).

Proposition 3.9. Si F = {v,,...,v,}, alors rg(F) < n avec égalité si et seulement si F est
une famille libre.

Démonstration. La premiere partie résulte de la proposition 2.13 car {v{,...,v,} est une
famille génératrice de Vect(F).

Si rg(F) = n, alors dim(Vect(F)) = n et la famille génératrice F de n vecteurs de cet
espace est alors une base donc forcément libre. Réciproquement, si F est libre, c’est une base
(puisque libre et génératrice) de Vect(F), donc dim(Vect(F)) = n. O

On retiendra que le rang d’une famille libre est le cardinal de cette famille. Pour {u}, le
rang vaut 0 si w = 0 et 1 sinon. Pour {u, v}, le rang vaut 0 si u = v = 0, 1 si la famille est
liée (avec un vecteur non nul au moins), et 2 si la famille est libre.

Exemple. Quel est le rang de la famille 7 de vecteurs de R? composée de v, = (1,2,3),
vy = (3,1,2), v4 = (1,2,3) et v, = (1,1,1)? Au plus 4 & cause du cardinal de F, mais au
plus 3 & cause de la dimension de R3. Pour déterminer rg(F) < 3 il faut faire une étude de
dimension. Cet algorithme sera présenté par la suite.

Lemme 3.10. Soit F = {vq,...,v,} une famille de vecteurs. Les quatre opérations suivantes
ne changent pas le sous-espace vectoriel engendré par F, et donc ne modifie pas le rang de la
famille.
(1) Multiplier un vecteur v; par A # 0.
(11) Remplacer un vecteur v; par v+ (combinaison linéaire des autres vecteurs).
(1) Intervertir deux vecteurs de la famille.
(1v) Eliminer les vecteurs nuls éventuels de la famille.

Démonstration. Ce lemme est une reformulation de la proposition 2.8 3). O

Les opérations (1-1v) ci-dessus s’appellent les opérations élémentaires pour les familles de
vecteurs. En les itérant a partir de la famille 7 = (vvy,...,v,,), on peut arriver & une famille
libre (v],...,v.) avec r < n et Vect(v],...,v.) = Vect(F). Par conséquent rg(F) = r.

En pratique, on utilise la représentation matricielle de la famille F, chaque colonne de la
matrice représentant les coordonnées d’un des vecteurs dans une base fixée.

On rappelle la notation introduite dans Remarque-Notation 2.11 : si B = (eq,...,€,,) est
une base de E, et v = a,e; +ase,+...+a,e,, alors la matrice Cx(v) est la matrice & n lignes
et 1 colonne
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3. Dimension

Elle s’appelle le vecteur colonne de v dans la base B — le vecteur colonne de v contient en
colonne les coordonnées de v dans la base B.

Définition 3.11. Soit B = (ey,...,e,) une base de E et soit F = {vy,...,v,} une famille
telle que
vy =0ap1€;+ag €+t a8,

Vo = Q1 9€1 + Ggg€y + -+ +a, €,

vV, = a1,€ +ag,ey + -t a, e,

La matrice & n lignes et p colonnes (de taille n x p)

A = (a;;)1<i<n
1<5<p

s’appelle la matrice de décomposition de la famille 7 dans la base B.

DESCRIPTION DE L’ALGORITHME POUR DETERMINER LE RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS..
La matrice A contient toutes les informations concernant les vecteurs de la famille F ; la i-
ieme colonne de A contient les coordonnées du vecteur v; dans la base B, c’est-a-dire le vecteur
colonne de v; dans la base B.
Les opérations élémentaires (1-111) sur les vecteurs d’une famille se traduisent par des opéra-

tions sur les colonnes de la matrice associée a la famille :

(i) multiplier une colonne par un scalaire A # 0

(ii) ajouter a une colonne une autre colonne multipliée par un scalaire

(iii) permuter des colonnes.
En effectuant ces opérations selon la technique du pivot de Gauss, on va arriver a une matrice
échelonnée verticalement c’est-a-dire dont les colonnes contiennent des zéros mais de fagon
ordonnée : les zéros sont en haut de la colonne et leur nombre croit strictement de gauche a
droite. Il faut remarquer que la taille de la matrice finale est identique a la taille de la matrice
initiale.

* 0 0 0
* x 0 0
* %

Le rang de la famille sera donné par le nombre de colonnes non nulles de la matrice ainsi
obtenue.

Proposition 3.12. Soit F = {vy,...,v,} une famille et A la matrice de décomposition
de F dans la base B. Si, en itérant les opérations (i-iii) décrites au-dessus on arrive a une
matrice échelonnée verticalement A, la matrice de décomposition dans la base B de la famille
F'={v},...,v,0,...,0}, alors rg(F) = et la famille F' est une base de Vect(F).

Démonstration. La famille {v),...,v]} est libre. Son rang est donc r. O
Exemple. Calculons le rang de la famille 7 = {v,v,,v3} ot v, = (1,1,1), v, = (1,2,3) et
vy = (1, %,2). (On rappelle que, par exemple, v, = (1,2,3) = e; + 2e, + 3e5 dans la base

canonique de R3.) A priori, le rang de F est au plus 3 (qui est le cardinal de la famille et la
dimension de ’espace).
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Dans la base canonique, on obtient par la méthode du pivot sur les colonnes en commencant
avec la matrice de décomposition dans la base canonique,

111 100 100
12 2] ~ |113] ~ [110
13 2 12 1 120

On en déduit que le rang de la famille F est 2 et qu’une base du sous-espace vectoriel engendré
est (v, w) o w = (0,1,2). Pouvez-vous donner une base de Vect(F) extraite de la famille
génératrice F 7

Exemple. Calculer le rang de la famille {v,,v,,v4,v,} ot v; = (1,2,3), vy, = (3,2,1),
vy =(2,3,1) et vy, = (1,1,1). A priori le rang est au plus 3 (dimension de 'espace).

En partant avec la matrice de décomposition dans la base canonique, nous avons, par la
méthode du pivot de Gauss sur les colonnes,

1 3 21 1 0 0 0 1 0 00
2 2 31 o 2 -4 -1 -1 ~ 2 -4 0 0
31 11 3 -8 =5 =2 3 -8 3 0

On en déduit que le rang est 3 et qu'une base du sous-espace vectoriel engendré est (v, w; =
(0,4, -8),w, = (0,0, 3)) ou encore (vy, (0,1,2),(0,0,1)).

3.4. Exercices

Exercice 3.1. Soient v;,vy,v5,w € R°. On considere les sous-espaces vectoriels V et W
engendrés par v, v, et vs, et respectivement par v,, vy, v3 et w. Montrer que, ou bien
dim(W) = dim(V'), ou bien dim(W) = dim(V') + 1.

Exercice 3.2. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier les réponses.
1) Toute famille génératrice d’un espace vectoriel contient une base de cet espace vectoriel.
2) La dimension d’un espace est le nombre de vecteurs de cet espace.

3) Toute famille contenant une famille liée est liée.
4) La base de R3 est (e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e5 = (0,0, 1)).
5) Si E = Vect(u;, uy, u3) et si {uy, uy, usg} est libre, alors dim(E) = 3.
6) Vect(uq,...,u
Uy, U,y Uy g

) = Vect(uy,...,u, ;) si et seulement si u, est combinaison linéaire de

p p

7) Soient w, v, w trois vecteurs d’un espace vectoriel E. On suppose que {u,v}, {u,w} et
{v, w} sont libres, alors la famille {u,v,w} est libre.

8) Soient p vecteurs u,, ..., u, d’un espace vectoriel E. On suppose qu’aucun de ces vecteurs
n’est combinaison linéaire des autres. Alors la famille {uy,...,u,} est libre. (On pourrait
commencer par traiter le cas p = 3.)

Exercice 3.3. On considere l'espace vectoriel R? et F' = {(z,y,2) € E | 2z —y + z = 0}.
1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
2) Trouver une base pour F.
3) Compléter cette base a une base de R? en utilisant les vecteurs de la base canonique.
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3. Dimension

Exercice 3.4. Trouver une base et donner la dimension pour chacun des sous-espaces vectoriels
de R* suivants.

1) {(a+b,a—3b,a,b) | a,b e R}
2) {(a—b,b+c,a,b+2c) | a,b,ceR}
3) {(a,b,c,d) | a+b=c+d}.

Exercice 3.5. Dans R, soient v, = (1,1,0,2,3,0), vy = (1,1,1,2,3,0) et v3 = (1,1,0,2,3,1).
Vérifier que la famille {v,,v,,v4} est libre, puis compléter cette famille en une base de RS &
I’aide des vecteurs de la base canonique.

Exercice 3.6. Soient V et W deux sous-espaces vectoriels distincts de R? de dimension 2.
Montrer que dim(V N W) = 1. Interpréter géométriquement le résultat.

Exercice 3.7. Soit V C R* un sous-espace vectoriel de dimension 2. Est-ce que toute base de
R* s’obtient en rajoutant deux vecteurs convenables & une base de V' ? Argumenter la réponse.
Formuler et résoudre I’exercice correspondant pour D C R? de dimension 1.

Exercice 3.8. Donner une base et la dimension de Vect((1,2,3,4), (1,0,5,0), (0,1, —1,2)).

Exercice 3.9. Soit E un espace vectoriel et soit {u,...,u,} une famille génératrice de E.
1) Les familles suivantes sont-elles génératrices de £ ?

{uy, ug, ugz,uy, 0} {ug +ug, ug, uy}

{uy,uy — 3ug, uy +ug +uy, u,} {uy + vy, uy + ug, us + uy, uy + u, }
2) Si dim E = n, quelle inégalité vérifie n?

Exercice 3.10. Soit E un espace vectoriel et soit {uy,...,u,} une famille libre de E.
1) Les familles suivantes sont-elles libres 7

{uy,uy,0,uy} {uy +uy, ug +uy}

{ul,U2+U3+U4,U4} {ul+u2,UQ+'U;3,U3+U4,U4+u1}
2) Si dim E = n, quelle inégalité vérifie n?

Exercice 3.11. Soit U = Vect ((—1,2,2,5,0),(0,2,1,2,1),(1,2,0,—1, —2)) et soient V le sous-
espace vectoriel engendré par les vecteurs v; = (—=2,0,2,6,-2), vy = (4,10,1,-2,9), vy =
(1,6,2,3,4) et v, = (—1,2,—3,4,0).

1) Calculer les dimensions des sous-espaces U, V et U + V.

2) Construire une base de U et la compléter a une base de U + V.

3) Quelle est la dimension de UNV ?

4) Calculer le rang de la famille de vecteurs formée avec v, v, et les deux premiers vecteurs
de la famille génératrice de U.

5) Donner une base pour U NV.
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4. Equations de sous-espaces vectoriels
4. Equations de sous-espaces vectoriels

4.1. Systémes d’équations linéaires et méthode du pivot de Gauss (un ré-

sumé)
On appelle équation linéaire a n > 1 variables (ou inconnues) zy,...,x, une équation de la
forme
a Ty + agTy + ... +a,x, =0,

ou les coefficients a, ..., a, € K. Lorsque b = 0 I’équation est dite homogene.
Définition. Une collection d’équations linéaires L,,...,L,,, m > 1, qui portent sur les mémes
inconnues

a1 1%+ a0%y + o a1,z = by (L1)

(L) :
A, 171 + A ,2%2 + oo+ ApynTn = bm (Lm)

s’appelle un systéme d’équations linéaires. 1l est dit sans second membre ou homogéne si tous
les b; sont nuls.

Le systeme linéaire (L,) a n inconnues étant sonné, on note Sol(L,) l’ensemble des n-uplets
(y,...,x,) € K" vérifiant les équations de (L,), c’est-a-dire I’ensemble solution du systeme
linéaire.

Lemme 4.1. Si (L,) est un systéme linéaire homogéne a n inconnues, alors Sol(L,) C K"
est un sous-eapce vectoriel.

Démonstration. Une vérification immédiate de la définition d’un sous-espace vectoriel. Voir
aussi la discussion précédant la question de la page 23. ]

Proposition 4.2. Soit (L,) un systéme linéaire a n inconnues et soit (L) le systéme ho-
mogéne associé. Si Sol(L,) # 0 et si p* = (z7,...,2}) € Sol(L,) C K" est une solution

n [ )
particuliere, alors

Sol(L,) = u* 4 Sol(L%).

Démonstration. 11 faut démontrer la double inclusion. Par exemple, pour montrer “C”, soit
q = (¢qq,-..,q,) une autre solution de (L,). Nous considérons la différence g — p* et nous
évaluons en g — p* le membre de gauche de chaque équation L,, 1 < ¢ < m. Nous obtenons

a;1(qg — 1)+ +a; (g, —2,) = (a;1q; + -+ a;,q,) — (@;17] + - + a; ,77,)

Donc Sol(L,) C u* + Sol(L"). L’argument pour 'autre inclusion est similaire O

Définition 4.3. Deux systemes linéaires a n inconnues sont dits équivalents s’ils ont le méme
ensemble solution.

Lemme 4.4. Soit L, un systéme de m > 2 équations linéaires Ly,...,L,,. Si (L,) est le
systéme obtenu d partir de (L,) en effectuant une des trois opérations suivantes,
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4. Equations de sous-espaces vectoriels

(i) multiplier une équation L; par X\ # 0

(i) remplacer une équation L; par L; + pL;, avec p € K et j #i
) permuter deux équations,

(L,) et (L) sont équivalents.

(iii
alors

Démonstration. Vérification directe. (Il faudrait comparer les trois régles avec celles qui ap-
paraissent dans § 3.3 et permettent d’échelonner une matrice en utilisant ses colonnes.) ]

Définition 4.5. Soit (L,) un systéeme de m équations linéaires. Pour tout 1 < i < m, soit,
s'il existe, j, l'indice du premier coefficient non nul® de I'équation L,. On dit que (L,) est
échelonné s’il existe un entier r < m tel que
(1) la suite jy,...,J, est strictement croissante (en particulier j; existe pour tout 1 <i <r)
(2) al-7j:()pourtousr<i§met1§j§n.
Si (L) est échelonné, l'entier r s’appelle le rang du systeme. Notation : rg(L,).

Exemple. Pour m = 4, n = 6, le systéme ci-dessous est échelonné de rang 4. (Remarquer que
le systéme est facile a résoudre. L’espace des solutions s’exprime en fonction des inconnues x5
et z, dont les indices n’apparaissent pas dans la suite (j;);<;<4-)

ST — Ty — T3 — 21wy + z5=0;
3z + 2z = b,

Théoréme 4.6 (Pivot de Gauss). Tout systéme d’équations linéaires est équivalent d un sys-
téme échelonné.

Esquisse de preuve. Soit (L,) un systeme d’équations linéaires avec m équations et n incon-
nues. Nous allons appliquer les trois opérations introduites dans le lemme 4.4, opérations qui
transforment le systéme en un systeme équivalent

Soit (j;)1<j<m la suite des indices des premiers coefficients non nuls des équations L,
Ly,...,L,,. En permutant des équations si nécessaire (Popération (iii) du lemme), on peut
supposer que j; est le plus grand élément de la suite (j;). Nous appliquons le pivot de Gauss
en utilisant la premiere équation (les opérations (i) et (i) du lemme) et arrivons & un systéme

(L) pour lequel la suite (j;) satisfait
Ji=d1>Ji
pour tout 7z > 1.

Par la suite, nous appliquons le méme procédé en considérant les équations Lf, L, ... L] .
O

Dans ce qui suit, a partir d’un systeme d’équations linéaires homogene donné, nous verrons
comment trouver une base et la dimension du sous-espace vectoriel des solutions. Puis, dans
§ 4.3, partant d’un sous-espace vectoriel de K™ décrit par une base (ou une famille génératrice),
nous construirons un systéeme homogene d’équations linéaires le définissant. Chemin faisant,
nous obtiendrons une preuve du théoréeme ci-dessous (réciproque du lemme 4.1).

SL’équation L; est de la forme a; j,x;, + - -+ + @i n®n = b; avec a;j, # 0.
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._
inconnue
paramtre
inconnue
pivot

Figure 5: Echelonner un systéme linéaire. Les inconnues pivot correspondent aux éléments
pivot représentés pour chaque équation du systéme échelonné Les autres inconnues deviennent
des parametres lors de la résolution du systeme.

Théoréme 4.7. Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie peut étre
défini par un systéme d’équations linéaires.

4.2. Résolution des systémes d’équations linéaires homogéne

Le but de cette partie c’est de déterminer précisément (dimension et base) le sous-espace vecto-
riel décrit par un systéme d’équations linéaires homogene, c’est-a-dire de mettre en pratique le
théoréme 4.6. Par conséquent, nous utiliserons essentiellement la méthode du pivot de Gauss.
Prenons, pour commencer, un exemple situé dans R°. Soit F' C R le sous-espace solution
du systéeme homogene
Tty + t+ u=0

z+y+ 2+2t+2u=0
rz4+y+3z+4t+4u=0.

On cherche sa dimension ainsi qu'une base. Pour cela on échelonne le systéme en suivant
I’algorithme de la preuve du théoréme 4.6 ; on obtient successivement,

T4y + t+ u=0 (L) = Ly)
2+ t+ u=0  (Ly=L,— L)
3:4+3t+3u=0 (Ly=Ls— L)

4y  + t+ u=0 (L)
24+ t+ u=0 (LY)
0t+0u=0 (Ly — 3LY).
On remarque que le rang du systéme est 2. On voit qu’il se raméne a un systéme a deux

équations et que l'on peut exprimer les deux inconnues x et z (ayant été utilisées pour le
pivot) en fonction des trois autres y, ¢, u. Ces inconnues y, t,u deviennent des parameétres. On

a
rT=—-y—t—u
z=—t—u

F={(-y—t—u,y,—t—u,t,u) |y, t,u € R}.

et donc
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Pour trouver une base, on sépare les parametres dans 'expression du vecteur général de F' :

(_y —t—u,y, —t —u,t, U) = (_y> Y, 07 07 O) + (_ta Oa —t,t, 0) + (_uv 07 —Uu, 0> u)
=y(-1,1,0,0,0) 4+ t(—1,0,—1,1,0) + u(—1,0,—1,0,1).

Donc (z,y, z,t,u) € F si et seulement si

x -1 -1 -1
Y 1 0 0
zl=y] 0O | +t|-1|+u|-1]|=yu; +tuy+ uus.
t 0 1 0
u 0 0 1

Cela prouve que les vecteurs u;, u, et u; forment une famille génératrice de F. De plus,
ils forment une famille libre : en effet si \ju; + Ayuy + A3ug = 0, alors, en inspectant les
deuxieme, quatriéme et cinquieme coordonnées du vecteur de gauche, on obtient A\; = 0 pour
tout 7.

Remarque. dim(F) = dim(R®) — 2 = 3, ot 2 est le nombre d’équations obtenues aprés
échelonnement, c’est-a-dire le rang du systéme.

Cette remarque est vrai de maniere générale ; la formule correspondante s’appelle la formule
du rang et est une conséquence du fait que tout systéme (homogene) peut étre échelonné
(Théoréme 4.6).

Théoréme 4.8 (formule du rang). Soit (L,) un systéme d’équations linéaires dans K". Alors
dim(Sol(L,)) =n —rg(L.), ou (L) est un systéme échelonné équivalent a (L,).

Démonstration. La preuve reprend les idées de 'exemple précédent. Elle peut sembler tech-
nique, car dans le cas général, il faut expliciter les nombreux indices qui apparaissent lors de
la construction de la base du 'espace solution.

Soit m le nombre d’équations du systéme considéré et soit F' I’espace solution associé.
D’apres le théoreme du pivot de Gauss, nous pouvons construire un systéme homogene éch-
elonné (L}) équivalent a (L,). Soit r = rg(L,). Comme (L)) est un systéme homogene, ses
équations L., ..., L] sont triviales. Nous les retirons du systéme ; cette opération ne modifie
pas l'espace solution F'. Par la suite, les équations triviales seront ignorées.

Soit (j!)<;<, la suite des pivots, ¢’est-a-dire la suite des indices des premiers coefficients non
nuls des équations L. Pour déterminer le sous-espace vectoriel F', nous utilisons les équations
de (L)) dans lordre inverse, L/, L!_,...pour exprimer les inconnues T en fonction des autres
inconnues. Nous obtenons ainsi une description de 1’élément général de F' en fonction de n —r
parametres.

AFFIRMATION. dim(F)=n —r.
Pour justifier ceci, soit

K={ky,....k, .} ={1,...,n}~{j1,---, .}

C’est ’ensemble des indices des inconnues qui n’ont pas été utilisées comme pivot, c’est-a-
dire des parametres. Les équations L/ et L!_; deviennent

D DT U N T ) DT
keK keK
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car jl._; < jl. On obtient, en notant p = Qi ns
r—1J7r

Ty =D Ty
keK

Ty | = THTG Z Qjr kT = Z (e 1, — O‘j;_l,k”fk
keK keK

En poursuivant les calculs avec les autres équations du systéme, nous arrivons a u € F' si et
seulement si

{combinaison linéaire des z,, k€ K |, sij¢ K
€T . =
J

Ty, sije K.
Donc il existe u,,...,u,,_, vecteurs de I tels que
¢ U= Ty, Uy +oot Tr Uy
o La coordonnée k; des vecteurs w,,...,u,_, est nulle sauf pour u,.
C’est cette derniere propriété qui nous dit que les vecteurs u,,...,u,_, sont linéairement
indépendants. Donc F' = Vect(uy,...,u,,_,) et dim(F) =n —r. O

Corollaire-Définition 4.9. Soit (L,) un systéme d’équations linéaires homogénes a n incon-
nues. Tout systéme échelonné équivalent a (L,) a le méme rang n — dim(Sol(L,)) appelé le
rang du systéme linéaire.

Corollaire. Soit (L,) un systéme de m équations linéaires homogénes d n inconnues. Alors
dim(Sol(L,)) <n—m

Démonstration. Comme r = rg(L,) < m, alors dim(Sol(L,)) =n —r > n —m. O

Définition 4.10. Les équations linéaires homogenes L,,..., L, sont dites linéairement in-
dépendantes si rg(L,) = m.

Dire que les équations sont linéairement indépendantes est équivalent & dire qu’apres avoir
échelonné le systéme associé, on n’a pas perdu d’équations. Dans ce cas, on a dim(Sol(L,)) =
n—m.

On retiendra que n — k équations linéairement indépendantes déterminent un sous-espace
vectoriel de dimension k. En particulier, un sous-espace vectoriel donné par une seule équation
(non nulle) est de dimension dim F — 1 = n — 1 c’est-a-dire un hyperplan.

Dans § 4.3 nous verrons qu’un sous-espace vectoriel de dimension k est déterminé par n —k
équations linéaires homogenes linéairement indépendantes.

Exemple. Prenons un systéme de trois équations homogénes dans R? et notons F I’espace
solution. A priori, dim(F) < 3 car on est dans R?) et dim(F) > 3—3 = 0 car F est défini par 3
équations. Cela ne donne finalement aucun renseignement précis. Regardons le cas particulier

suivant :
20 —y+ 2=0

z+y+ z=0
3z +2z2=0

32
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Appliquons la méthode du pivot. Successivement le systéme devient

r+ y+z2=0 (L} = Ly)
—3y—2=0 (Ly =L, —2L,)
S3y—z=0  (Lj=Ly—3L,)

r+y+ 2=0
y+1z=0.
Dans ce cas, le systéme est de rang 3 et dim(F') = 3 — 2 = 1. Le systéme définit une droite.

En prenant I'inconnue z comme parametre, le systéme peut s’écrire, en remontant a partir de
la derniére équation,

T = —%z x _%
—iz = |y|=z|-3
¥ = 2 z 1
Cela montre que le vecteur u = (— %, —%, 1) est une base de F.

4.3. Equations linéaires d’un sous-espace vectoriel donné par une famille
génératrice

Supposons que 1’on connaisse un sous-espace vectoriel F' simplement par une de ses familles
génératrices, c’est-a-dire F' = Vect{v,,...,v,,}. On veut décrire F' a l'aide d'un systeme
d’équations linéaires. Voyons la méthode sur un exemple. Cet algorithme représente I'idée de
la preuve du théoréme 4.7.

Soit F' = Vect{v,v,} C R* avec v, = (1,1,—1,1) et vy = (2,0,1,0). Soit u = (z,y,2,t) €
R%. Alors

ucF si et seulement si I\ peR  tels que uw = v, + pw,.

En interprétant cette derniere identité composante par composante, on a u € F’ si et seulement
s’il existe A, u € R tels que

x =A+2u T —A=2u=0
Y c’est-a-dire Y

z =—-A+u z  +A—= pu=0

t = t— A =0

La technique consiste a appliquer le pivot de Gauss avec A et p comme pivots a ce systéme
de quatre équations avec six inconnues. Les équations dans lesquelles A et u ont été éliminées
formeront un systeme d’équations pour F'.

Nous avons

t— A =0 t— A =0

z +A— p=0 z4+1 - p=

y - A =0 Y — 1 =

x —A—=2u=0 T —t —2u=20

i

$

w N
I+
&~ &

~
N
|
iy

N—
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et finalement, en utilisant ¢ comme pivot,

t— A =0

z+ t —u=0

Y -t =0

T —2z—3t =0

On garde les équations ne contenant plus de A et p. On a donc

T —2z-3t=0
Y — t=0 '
FEsquisse de preuve du théoréme 4.7. Soit F' = Vect{vy, ... ,Up} C FE, ou FE est un K-espace
vectoriel de dimension n. Soit B = (e, ..., e, ) une base de E. Alors

F—{ (z,y,2,1t) € RY

n

V) =a €+ +a,e,

Vp = Apply T T e,

et le rang de la famille de vecteurs colonnes
a1 a1p—1
CB(Ul) = ) CB<Up71> = ) CB(Up) = (4'1)

Qa a

n,1 n,p—1 n,p

est la dimension de F. Nous supposons, pour simplifier 'argument, que dim(F') = p, c’est-a-
dire les vecteurs v ; sont linéairement indépendants. En particulier p < n.
Comme dans I'exemple ci-dessus, v € F' si et seulement s’il existe A, ..., )\p € K tels que

v=x€ +--Fr,e,=Nv; + -+ A,
c’est-a-dire

1:1 == )\1(1/171 + cce + )\pal’p

T, =MNa, 1+ Aa,,.

En réarrangeant les termes, nous arrivons au systeme

ap A ot oa N, — 1 = 0

a2,1)\1 ++ a27p)\p - .T2 -
(L) .

api Ay ot oa, A, -z, = 0.

Le systeme (L,) est & p + n inconnues avec n équations. Son espace solution Sol(L,) vit dans
RPF™ et est de dimension p — il est échelonné dans les n variables x,, donc son rang est n.

On recommence ’échelonnement du systeme par la méthode de Gauss en utilisant comme
variables pivot les A,. Ceci peut étre fait car le rang de la famille des vecteurs (4.1) est
p < n. Apres p opérations (nous ne comptons pas les permutations d’équations), on arrive a
un systeme du type décrit dans le figure 6.
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Al e Ay Zy o T,

n

(Le)

Figure 6: Le systéme (L,) est transformé en (L)) par la méthode de Gauss qui utilise les
inconnues \; comme pivot. Dans cette représentation graphique, n = 7 et p = 4. Lesn —p
équations en bas a droite représentent un systeme d’équations pour le sous-espace F' initial.

Pour finir la preuve, il reste & montrer que les n — p équations en bas a droite — équations
ne faisant pas apparaitre les \;, — représentent un systeme d’équations pour le sous-espace
F dans les coordonnées z,...,z,. Explicitement, en notant par (A4,) ce systéme d’équations
linéaires homogenes (a4 n inconnues), il faut monter

Sol(4,) = Vect (Cg(v,),...,Cx(v,)) C R™

Cette double inclusion sera discutée en TD. O

4.4. Le rang d’une famille de vecteurs colonnes et le rang d’un systéme
d’équations linéaires

Nous avons rencontré deux notions de rang. D’abord, nous avons introduit le rang d’une famille
de vecteurs dans la définition 3.8 comme étant la dimension du sous-espace engendré par la
famille. Du point de vue pratique, la proposition 3.12 nous dit que le rang peut étre calculé
en échelonnant (en travaillant en colonnes) la matrice de décomposition de la famille dans
une base fixée. Par la suite, dans le corollaire-définition 4.9, nous avons introduit la notion
de rang d’un systeme d’équations linéaires homogenes et avons vu qu’il peut étre calculé en
échelonnant le systéme (en travaillant avec les équations, c’est-a-dire “en ligne”).

Il faut comprendre que ces deux notions de rang sont calculées en utilisant un méme objet
d’algebre linéaire, une matrice. Dans le premier cas, la matrice de décomposition dans une
base fixée nous permet de calculer le rang par le pivot de Gauss. Dans le deuxieéme cas, la
matrice n’a pas encore été mise en évidence: c’est la matrice des coefficients du systéme.
Les opérations de la méthode du pivot que nous avons utilisées pour échelonner le systeme,
peuvent étre vues comme opérations sur les lignes de la matrice des coefficients. Par exemple,
le systéme

xr— y— z2—3s+t=0
2r— y+ =z +t=0
2y +25+t=0
rT—2y+2z24+ s—t=0

devient, en utilisant successivement x (la premieére équation) comme pivot et puis y (la deux-
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ieme équation)

r— y— z2z—3s+ t=0 r—y— z— 35+ t=0
y+3z+6s— t=0 y+3z+ 65— t=0
% 42+ t=0 62— 105+ 3t =0
— y+3z2+4s—-2t=0 6z+10s—3t=0

c’est-a-dire il est équivalent au systeme échelonné ci-dessous.

r—y— z— 3s+ t=0
y+3z+ 6s— t=0
—6z—10s+3t =0
En particulier, son rang est 3. Maintenant, toutes les opérations effectuées lors de ’échelonnement
du systéme, peuvent étre lues comme opérations sur les lignes des matrices des coefficients —

on interprete les coefficients de maniere détachée, tout en sachant que chaque colonne corre-
spond a une inconnue :

1 -1 -1 -3 1 1 -1 -1 -3 1 1 -1 -1 -3 1
2 -1 1 0 1 0 1 3 6 -1 0 1 3 6 -1
lad N
0o 2 0 2 1 0o 2 0 2 1 0 0 -6 —-10 3
1 -2 2 1 -1 o -1 3 4 =2 0 0 O 0 0

La matrice initiale (celle de gauche) décrit aussi cinq vecteurs colonnes de R* dans la base
canonique. Si nous échelonnons cette matrice, en travaillant en colonne cette fois ci, nous
obtenons le rang de la famille formée par

1 1 1 -3 1
2 1 1 0 1
0]° 2 | R 2 et 1
1 —9 p 1 -1

Le résultat est 3 de nouveau — il faut faire ce calcul. Le résultat général suggéré par cet
exemple est le suivant :

Proposition-Définition 4.11. Soit A une matrice de taille n X p. Soient C,C,,...,C, €
R™ les p vecteurs colonnes de A et soient Ly, L, ..., L, € RP les n vecteurs lignes de A. Alors

dim(Vect(C,,Cy,...,C))) = dim(Vect(Ly, Ly ..., L,)) =: rg(A)

et ce nombre est appelé le rang de A.

Démonstration. Soit r = dim(Vect(Ly,...,L,)), c’est-a-dire en utilisant les opérations (par
“ligne”) introduites dans le lemme 4.4, la matrice A est échelonnée en une matrice A" avec

/ / / /
Loajy oo ay, @,y - Gy,
/ / /
0 1 ... ay, Gy,41 --- Gy,
I __ / /
A=[0 0 I a4 Qo
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Nous affirmons que les vecteurs colonnes de A qui correspondent aux 7 pivots (des lignes)
obtenus dans la matrice A’ sont linéairement indépendants. Il s’ensuit que

dim(Vect(Ly, Ly ..., L,)) < dim(Vect(Cy, Cy, ..., C))).

Pour justifier I'affirmation, on suppose que les r pivots des lignes apparaissent sur les premieres
colonnes. On considere une combinaison linéaire quelconque nulle formée avec les r premieres
colonnes de A, c’est-a-dire on considere ay, ay, ..., «, des scalaires tels que

a,C;+ayCy+ -+ a,C.=0,,.

Mais cette relation linéaire n’est pas modifiée par les opérations effectuées pour passer de A a
A’. Donc
;01 +ayCy+ -+, C, = 0,4,

oli on a noté par C'; la j-iéme colonne de A’. Donc, en utilisant la forme des Cj, on arrive a
oy =ay=---=a,=0.

En faisant le méme raisonnement mais en échangeant les roles des lignes et des colonnes,
on arrive a

dim(Vect(Ly, Ly ..., L,)) > dim(Vect(Cy, Cy, ..., C))),

d’ou le résultat. ]

4.5. Exercices

Exercice 4.1. Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel V de R* formé
des (z,y, z,t) tels que
9z + 13y + 302+ 19t =0

8+ 9y +192+22t =0
r— y— 4z4 Tt=0

Exercice 4.2. Soient U,V C R* définis par

zr +y -2z 4+ t=0 . r -2y +z +2t=0
e
-z +y + z —=3t=0 y +z —3t=0.

1) Expliquer pourquoi U et V sont des sous-espaces vectoriels.

2) Déterminer une base de U NV et puis étendre la base a une base de U et par la suite, a
une de U + V.

Exercice 4.3. Dans R*, soient F' = {(a+b,a—b,a,0), a,b € R} et G = {(y,z,y, 2 —y), T,y €
R}.
1) Trouver des bases de F,G, FNG, F + G.

2) Donner des équations de F, G, F N G, F + G en nombre minimal dans la base canonique
de R*.
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Exercice 4.4. Dans R?, soient u; = (1,6, —4), uy = (3,2,4), ug = (1,-1,4), u, = (1,3, -2).
On pose F' = Vect(uy, uy), G = Vect(ugz, uy).

1) Déterminer une base puis des équations en nombre minimal dans la base canonique de R3
pour F et G.

2) Déterminer une base de F'NG.

3) Que peut-on dire de F' + G ?

Exercice 4.5. Soit F' C R le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs v, = (—2,0,2,6, —2),
vy = (4,10,1,-2,9), v53 = (1,6,2,3,4) et v, = (—1,2,-3,4,0).

1) Trouver une base et la dimension de F.

2) Trouver un systéme d’équations homogenes dont ’espace solution soit F'.

3) Soit H l'espace des solutions de x; = 0. Trouver un systeme d’équations homogenes a
quatre inconnues, de rang maximal, dont ’espace solution soit le sous-espace vectoriel FNH C
H.

5. Applications linéaires

Le décor est constitué de deux espaces vectoriels E et F' sur un méme corps K. On souhaite
pouvoir passer de E a F' tout en conservant la structure d’espace vectoriel. On va considérer
pour cela des applications respectant les lois d’un espace vectoriel: I'addition et la multi-
plication par scalaires. La question a laquelle on essaiera de répondre est: Quelles sont les
applications linéaires (c’est-a-dire celles qui commutent avec les combinaisons linéaires) entre
Eet F?

5.1. Définition et premiéres propriétés

On va considérer des applications d’un espace vectoriel dans un autre qui respectent la structure
d’espace vectoriel. Cela permettra, entre autres, de pouvoir transporter des résultats vrais dans
I'un vers l'autre.

Définition. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On dit que I'application f : E — F est
linéaire si

(i) pour tous u,v € Eon a f(u+wv)= f(u)+ f(v)

(ii) pour tout A € K et pour tout w € E, on a f(Au) = Af(u).

Les deux conditions (i) et (ii) de la définition peuvent étre réunies en une seule: pour tous
A, € K et pour tous u,v € F on a

FOu+ pw) = Af(w) + pf (v).

Une application linéaire est donc une application telle que I'image de toute combinaison linéaire
est la combinaison linéaire correspondante des images.

Lemme 5.1. Si f : E — F est linéaire, alors

1) f(0g) =0p
2) pour tout uw € E on a f(—u) = —f(u)

38



5. Applications linéaires

3) pourtousu,,...,u, € E et pourtous Aj,..., A\, € Kona f (X \u;) =201\ f(u;).
Démonstration. 1) est la propriété (i) de la définition avec v = —wu. 2) est la propriété (ii) de
la définition avec A = —1. Le dernier point se démontre par récurrence. ]

Exemples. On indique, pour chaque exemple, le domaine, le codomaine et la correspondance.
— R — R définie par = — 2z est linéaire
— R? — R? définie par (z,7) — (z +y, 2z — y) est linéaire
— R3 — R définie par (z,y, z) — z est linéaire
— R — R définie par x +— 22 n’est pas linéaire (on prend A\ = 2 dans la propriété (ii) de la
définition)
— FE — E définie par z — Az, avec A € K fixé, est linéaire (homothétie de rapport \)
— D : R[X] — R[X] définie par D(P2 = P’ est linéaire
— C([a,b],R) — R définie par f+ [’ f(t)dt est linéaire.

a

Il existe un lien fondamental entre applications linéaires et bases.

Proposition 5.2. Une application linéaire est entierement déterminée par l’image des vecteurs
d’une base du domaine de définition.

Démonstration. En effet, si E est un espace vectoriel ayant pour base B = (e;,...,e,) et si
[+ E— F est linéaire, alors pour tout u € E, il existe a,,...,a, € K tels que

u=ae +---+a,e,.

Alors

f(u) = f(alel et anen) = alf(el) et anf(en)‘
Donc la connaissance des f(e;),..., f(e,) conduit & la connaissance de I'image de tout vecteur
de F. 0

Une application linéaire f : E — K, donc a valeurs dans K — le corps de base de son
domaine de définition —, est appelée forme linéaire. Par la suite, le but sera d’écrire explicite-
ment les formes linéaires définies sur £ de dimension finie.

Lemme 5.3. Si B = (eq,...,e,) est une base du K-espace vectoriel E, alors les applications
coordonnées associées a B, x,,...,z, : E — K définies par

z;(u) =z;(aey +---+aye,) =a; pourtout 1<i<n,

sont linéaires.

Démonstration. En découle des propriétés des bases. ]

En utilisant le lemme précédent, on décrit toutes les formes linéaires sur F.
Proposition 5.4. Soit E un K-espace vectoriel et soit B = (e, ...,e,) une base de E. Alors

toute forme linéaire de E est une combinaison linéaire des formes linéaires coordonnées asso-
ciées a B.
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Démonstration. Soit f : E — K une forme linéaire. Si w € E, alors u = zy(u)e; +--- +
z,(u)e,. D’apres la proposition 5.2,

fu) = f(zy(w)e, +--- +z,(u)e,)
=z (u)f(e) +-- +z,(u)f(e,)
c’est-a-dire
f=fle))zy+---+ fle,) z,.

Réciproquement, il est clair qu'une application de cette forme est bien une forme linéaire. [

Exemple. Une forme linéaire sur R? est de la forme f : R3 — R, (z,y, 2) — ax + by + cz. De
méme, l'application

1
I:P:a—i-bX—i—chH/ P(t)dt
0

est une forme linéaire sur R_,[X]. On a

I(P) = /Ol(a + bt + ct?) dt

1 1 1
:a/ dt+b/ tdt+c/ 2 dt
0 0 0

= al(1) +bI(X) + cI(X?)
+ ! b+ !
=a+ = —c.
2 3
Dans l'espace des polynémes de degré < 2, les coefficients a, b et ¢ représentent les formes
coordonnées associées a la base canonique (1, X, X?2).

Corollaire 5.5. Soit f : V — KP une application et soient y,, ..., Yy, les applications coor-
données de KP associées d la base canonique. Alors f est linéaire si et seulement si y;jof est
linéaire pour tout 1 < j < p (c’est-a-dire les composantes de f sont linéaires).

Démonstration. Un sens est clair car la composition de deux applications linéaires est une
application linéaire (voir 5.11).

Supposons que f; =y, o f est linaire pour pour tout j. Alors, pour tous u,v € E et pour
tous o, B € K, on a

flau+ pv) = (f)(au + pv),. .., f,(cu + fv))

= (afy(w) + Bf1(v),..., af,(u) + Bf,(v))
= a(fl(”)? ctt fp(u)) + 5(f1(v)ﬂ c fp(v))
= af(u) + Bf(v).

5.2. Noyau et image d’une application linéaire

Proposition 5.6. Soit f : E — F une application linéaire.
(i) Pour tout sous-espace vectoriel E' de E, limage de E', f(E") = {f(v) | v € E'} est un
sous-espace vectoriel de F'.
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(ii) Pour tout sous-espace vectoriel F' de F, l’image réciproque de F', f~1(F') = {v € E |
f(v) € F'} est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. A vérifier en exercice. O

En particulier, suite & ce résultat, si f: F — F est une application linéaire,

im(f) = f(E) ={f(v) e E|veE}

est un sous-espace vectoriel de F'. Il existe aussi un sous-espace naturel de E associé a f.

Définition. Soit f : E — F une application linéaire. On appelle noyau de f noté ker(f)
I'image réciproque de {0y} (qui est un sous-espace vectoriel de E).

On a le diagramme suivant correspondant a une application linéaire.

ker(f) C E ., im(f) C F

On rappelle qu’en général, une fonction ¢ : X — Y est dite

e injective si pour tout y € Y, card(f~1({y}) > 1
o surjective si pour tout y € Y, card(f~1({y}) <1
o bijective si pour tout y € Y, card(f~'({y}) = 1, c’est-a-dire f est injective et surjective.

Par exemple, si X est un ensemble d’étudiants et si Y = {0,1,...,20} ensemble des notes,
alors I’application ¢, note a un examen donné, n’est en général pas injective car deux étudiants
différents peuvent tres bien avoir la méme note; en général elle n’est pas surjective non plus,
car il arrive fréquemment que certaines notes ne soient pas attribuées. Un exemple de fonction
injective est celle qui a tout véhicule attribue sa plaque minéralogique. Par ailleurs, il est clair
que ¢ est surjective si et seulement si im(p) =Y.

L’injectivité et la surjectivité se caractérisent facilement dans le cas d’applications linéaires.

Lemme 5.7. St f : E — F une application linéaire, alors f est injective si et seulement si

ker(f) = {0z}

Démonstration. On a toujours f(0g) = Op, donc {05} C ker(f) = f~1(0z). Alors, si f est
injective, on a ker(f) = {0y}. Réciproquement, si ker(f) = {0y}, comme pour deux vecteurs
u et v ayant la méme image,

flu—v) = f(u) - f(v) = 0p,

on conclut que u — v = 0p. O

Remarque (méthodes de calcul). Pour déterminer le noyau d’une application linéaire f entre
deux espaces vectoriel de dimension fini, on résout I’équation f(v) = 0. Cela se traduit par la
résolution d’un systéme linéaire (apreés avoir choisi une base de F).

Puisque im( f) est un sous-espace vectoriel vectoriel de F', im(f) = F équivaut a dim(im(f)) =
dim F', donc il suffit de connaitre la dimension de im(f) pour savoir si elle est surjective: on
considere les vecteurs images d’une base de E et on calcul la dimension du sous-espace engen-
dré.
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Cette derniere remarque suggere la définition suivante qui permettra de conclure que f est
surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).

Définition. Si f : E — F est une application linéaire, on appelle rang de f, noté rg(f), la
dimension de I'image de f.

Comment trouver le rang d’une application lindire? A Dlaide d’une famille génératrice.

Explicitement, si B = (eq,...,e,) est une base de E, alors

Hn(f) = VeCt{f(el)a f(62)7 Tt f(en)}
Donc le rang de f est le rang de la famille de vecteurs {f(e;), f(ey),..., f(e,)}
Exemple. On considére I'application f de R? dans R? définie par

(z,y,2) — [fl(e,y,2) = (@ + z,y+ 2,2+ 2).

On veut savoir si f est injective, surjective, bijective 7 On recherche donc le noyau et I'image
de f. Pour le noyau on a

x +2z=0
(x,y,2) € ker(f) siet seulement si f(x,y,2) = (0,0,0) c’est-a-dire y+2=0
x +2=0

systéme qui admet la solution générale (x,y,z) = 2(—1,-1,1), 2z e R. On voit donc que le
noyau est une droite vectorielle engendrée par le vecteur u ( ,1).

Pour I'image on calcule f(e;) = (1,0,1), f(e,) = (0,1,0) et ( 3) = (1,1,1). Puis on
cherche le rang de cette famille; on a

1 01 1 00 100
011 ~ 011 > 0 11
1 01 1 00 0 00

Donc le rang de f vaut 2.
On en déduit que f n’est ni injective, ni surjective et donc non bijective.

Remarque. On a dim(ker(f)) + dim(im(f)) =142 = 3 = dim E. Cette relation n’est pas
un hasard et on verra bientot pourquoi.

Exemple. Soit ¢ : Ry[X] — Ry[X] définie par P +> X P'. Pour déterminer le noyau, on a
Peker(p) ssie XP'=0 ssi PP=0 ssi P =cste.
Donc ker(¢) = R et dim(ker(¢)) = 1. Pour I'image, on a
im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?)) = Vect(0, X, 2X?) = Vect(X, X?).

En particulier, dim(im(¢)) = 2. A nouveau, dim(ker()) 4 dim(im(¢)) = 1 4 2 = dim Ry[X].
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5.3. Théoréme du rang
Ce résultat tres important lie la dimension du noyau et celle de I'image, relation a laquelle

faisaient référence les deux exemples précédents.

Définition 5.8. Soit ¢ : E — F une application linéaire avec F' de dimension fini. On appelle
le rang de ¢, noté rank(p), la dimension de I'image de ¢.

Théoréme 5.9 (du rang).

Soit f : E — F une application linéaire. Si E est de dimension finie, alors

dim(ker(f)) + rank(p) = dim(E).

Démonstration. Soit (eq, ey, ..., e,) une base de ker(f) ; on complete cette base (via le théoréme

de la base incompléte) en une base (e;, ey, ...,€,,€,.4,...,e,) de E. On sait que I'on a

im(f) = Vect(f(ey),..., f(e,)) = Vect(f(ep+1), ..., fle,)),

car les premiers vecteurs image sont nuls. Il suffit de montrer que {f(e,,,),..., f(e,)} est une
famille libre. Supposons qu’il existe A, 4,..., A, € R tels que

Aprrfle,q) +-+ A, f(e,) =0.
Alors par linéarité, on a f(\, 1€, +---+A,e,) =0, donc

Api1€pi1 T+ A€, € ker(f),

c’est-a-dire il existe A;,..., A, tels que

Apt1€pr1 t A6, =Ae +-+Ae,
Or la famille (e, e,,...,e,) est libre, donc tous les A; sont nuls. Il s’ensuit que la famille
{f(eyi1),.--, f(e,)} est une base de im(f), ce qui entraine dim(im(f)) = n — p. Finalement,

dim(ker(f)) + dim(im(f)) =p+ (n —p) =n =dim E.
On obtient la formule du théoréme, car d’apres la définition, rank(f) = dim(im(f)). O
Corollaire 5.10. Si f : E — F est une application linéaire avec dim F' = dim E < 400, alors
[ est injective si et seulement si f est surjective (donc si et seulement si f est bijective).
Démonstration. D’apres le théoréme du rang,
dim(im(f)) = dim(F) — dim(ker(f)) = dim(F') — dim(ker(f)).

Comme f est injective si et seulement si ker(f) = {0}, c’est-a-dire si et seulement si dim(ker(f)) =
0, I'’équivalence s’ensuit. (On rappelle que dim(im(f)) = dim(F’) si et seulement si im(f) = F,
car im(f) C F est un sous-espace vectoriel.) O

Remarque. On retiendra que dans le cas ou les espaces de départ et d’arrivée ont méme
dimension finie, il suffit de montrer I'injectivité pour montrer la bijectivité. La dimension finie
est nécessaire dans le corollaire précédent ; par exemple, application linéaire f : R[X]| — R[X]
définie par f(P) = X P est injective mais non surjective.
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Voici d’autres conséquences immédiates du théoreme 5.9 (du rang). En raisonnant comme
dans le corollaire précédent,
si f: E — F est un isomorphisme, alors dim(F) = dim(F")
si f: E — F est injective, alors dim(F) < dim(F)
si f: E — F est surjective, alors dim(F) > dim(F).

VOCABULAIRE ET NOTATIONS.
— L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté L(E, F') ou Hom(E, F).
— Une application linéaire bijective ¥ — F' s’appelle un isomorphisme. On dit alors que
les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes.
— Une application linéaire d’un espace vectoriel dans lui-méme s’appelle un endomorphisme.
L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E) ou End(E).
Un endomorphisme bijectif s’appelle un automorphisme.

5.4. Composition d’applications linéaires

On peut composer des applications linéaires si les espaces vectoriels se correspondent bien. On
a le résultat facile a établir suivant :

Proposition 5.11. Soient E, F', et G trois espaces vectoriels et soient f : E — Fetg: F — G
deux applications linéaires. Alors la fonction composée go f : E — G est une application
linéaire.

Pour f : E — RP nous avons parlé des composantes de f, les formes linéaires f, ..., f,.
Chaque f; est la composée de f avec la fonction coordonnée y; : RP — R, c’est-a-dire

f RP Y
T~

Un autre exemple est la composition de D avec lui-méme, ou D : R, [X] — R [X] est
I'opérateur de dérivation, P +— P’. Alors D> = Do D : P+ P” est Uopérateur de R, [X] dans
R, [X] nommé I opérateur de dérivation d’ordre deux qui est donc linéaire.

E R.

nl

5.5. Quelques applications linéaires classiques

Dans cette section on discutera quelques exemples “géométriques” d’applications linéaires, les
homothéties, projections et symétries. Par la suite, E sera un espace vectoriel de dimension
finie. (Cette hypothese de finitude simplifiera beaucoup les arguments, mais elle n’est pas
nécessaire pour introduire ces exemples.)

Définition (Homothétie). Soit k un scalaire fixé. L’endomorphisme de E qui a v associe kv
est appelé homothétie de rapport k.

On remarque que ’homothétie de rapport k est bijective si et seulement si k # 0. De plus, la
composition de deux homothéties est encore une homothétie.

Avant d’introduire les projections et les symétries, nous devons discuter les sommes directes
de sous-espaces vectoriels. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On rappelle que
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le sous-espace vectoriel somme F' + G est défini par
F+G={v+w|veFweG}

On dit que la somme de F' et G est directe si F NG = {0}. Dans ce cas, on note la somme
par F & G on dit que F et G sont en somme directe. Cette notion permet d’assurer 'unicité
de la décomposition de tout vecteur de F'+ G. Plus précisément, on a:

Proposition 5.12. Deuzx sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme directe, si et seulement
st tout vecteur de F'+ G se décompose de maniére unique en la somme d’un vecteur de F' et
d’un vecteur de G.

Démonstration. Soit u=v+w € F+G,avecv € F et we G. Siu=7v +w est une autre
décomposition de u, alors

Fov—v =w-w €q,
c’est-a-dire v — v’ € F N G. Par conséquent, si F'NG = {0}, alors Pécriture est unique, et si

F NG # {0}, alors I’écriture n’est pas unique, d’ou 1’équivalence. ]

Définition. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires lorsque
FNG={0}et F+ G = E, autrement dit lorsque F & G = E.

Figure 7: F est une droite vectorielle et G' un plan vectoriel. On a R? = F @ G. A droite, on
représente la décomposition de v comme somme de vy et vg ainsi que les images de v par la
projection sur F' et la symétrie par rapport a F'.

On dira aussi que E est la somme directe de F' et G. Dans la figure 7 on représente R? comme
la somme directe d’une droite vectorielle et d’un plan vectoriel.

Exemple. Deux droites vectorielles distinctes de R? sont supplémentaires — pensez aux
droites d’équation x = 0 et y = 0 respectivement. Tout vecteur de R? admet une et une

seule décomposition suivant les deux droites.

Proposition 5.13. Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E qui est de dimension finie,
alors F' et G sont supplémentaires si et seulement st FNG = {0} et dim(F)+dim(G) = dim(E).
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Démonstration. 1l suffit de démontrer que si F NG = {0} et dim(F) + dim(G) = dim(E),
alors F' et G sont supplémentaires. Donc, d’apres la définition, il faut montrer que FF+ G = F
(car on sait que F'NG = {0}). Le sous-espace F' + G est de dimension dim(F’) 4+ dim(G) car
FNG = {0}, don Iégalité. 0

On peut maintenant introduire les projections et les symétries.

Définition. Soient F,G C F deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.
e La projection de E sur F' parallelement a G est ’endomorphisme p = Prg B — FE
défini par
v U,
ol v = v + vg est la décomposition unique de v dans la somme directe F' & G = E.
o La symétrie de F par rapport a F' et parallelement a G est ’endomorphisme
§=Spq: E — FE défini par
Vi Uy — Vg

Proposition 5.14. Soient F,G C E deux sous-espaces vectoriels supplémentaires. Les endo-
morphismes p = ppq €t s = Spq satisfont les propriétés suivantes :

1) pop=p, ker(p) = G, im(p) = F

2) sos=Idy (c’est-d-dire s est involutive ; en particulier s est bijective et st=5)

3) s=2p—idg.

Démonstration. Tout au long de cette preuve on écrira, pour tout v € £, v = vy + vy pour
la. décomposition unique de v, avec v € F' et v € G.
D’apres les définitions de p et s on a pour tout v € E

(pop)(v) =p(pv)) =plvp) = vp =p(v)
et
(sos)(v) = s(s(v)) = s(vp —vg) =vp — (—vg) =vp +vg =v.
A partir de ces identités les deux premiers points sont évidents. Pour voir le troisiéme, on

calcule

s() =vp —vo=vp— (v—vp) =20y —v=2p(v) —v. -

On notera que p n’est pas bijective sauf dans le cas tres particulier ou F' = E, c’est-a-

dire quand p = idy. Par contre, la symétrie est toujours bijective et son inverse est elle-méme.

Exemple. On prend E = R?, B = (e, es,e3) la base canonique et les sous-espaces supplé-
mentaires ' = Vect(e,, e,) et G = Vect(es). Alors la projection et symétrie correspondantes
sont

b: (337y,2) = ($,y,0) et St ('T’yv Z) = ('Iaya _Z)’

6. Matrices et applications linéaires

6.1. Matrices a coefficients dans un corps K

Nous avons déja manipulé des matrices dans I’exemple 1.8 et la proposition 1.9, puis lors de
I’étude des sous-espaces vectoriels de R™ et de la résolution des systemes linéaires. Dans ce

46



6. Matrices et applications linéaires

chapitre nous allons associer une matrice a une application linéaire apres avoir fixé des base
pour le domaine et le codomaine de 'application. Les matrices associées aux applications
linéaires représentent I’équivalent des matrices colonnes des coefficients associées aux vecteurs
d’un espace vectoriel des qu’une base de celui-ci est fixée.

On rappelle d’abord la notion de matrice ainsi que les opérations naturelles définies a I'aide
des matrices.

Définition. Une matrice A de taille n x p a coefficients dans un corps K est un ensemble

d’éléments® (ai,j) 1<i<n de K que l'on représente par le tableau

1<j<p

al 1 al 2 o e a/17p

Les a; ; sont appelés les coefficients de la matrice A ayant n lignes et p colonnes. Les matrices

ay;
as ;

L,(A) = (aiv1 Qg - aim) et C(A)=| "
ajn,
sont appelées la i-ieme ligne de A et, respectivement, la j-ieme colonne de A. Une matrice de

taille 1 x p est appelée une matrice ligne et une matrice de taille n x 1 une matrice colonne.
On note M,,.,(K) I'ensemble de toutes les matrice de taille n x p a coefficients dans K.
Lorsque p = n, on dit que la matrice est carrée d’ordre n. Cet ensemble a une structure
naturelle d’espace vectoriel sur K a travers l'addition et la multiplication par un scalaire,

opérations définies composante par composante. Explicitement, si A = B =

a’i,j 1<i<n ?
1<j<p

(bi,j) 1<icn SONE des des matrices de M

1<j<p

(K) et A € K, alors

nxp

A+ B = (am + bi,j) 1<izn € Mypyp(K)

1<j<p
et
1<5<p

Exemple. Si A= (1Y) et B=(%_3,),alors A+ B= (3 _3;) et (—4)A= (_84 _04>.

Pour introduire et justifier le produit des matrices, nous allons considérer un systeme
linéaire ayant n équations et p inconnues:

11Ty + @y 9Ty oo Fay T, = by

(g 1Ty + Qg 9Ty + -+ ay T, = by

an,lxl + an,21‘2 +-o CL?’L,pl‘p = bn

5Les éléments ai,j apparaissent dans la littérature sous d’autres notations: par exemple a;; ou aj. Dans
cette derniére notation, I'indice de la ligne est en exposant !
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xr1

b1
En utilisant les matrices A = (a, ;) de taille b x p, X = ( : ) de taille p x 1 et B = ( : ) de
Tp bn,
taille n x 1, le systeme s’écrit sous forme matricielle comme

AX = B.

Cette écriture définit le produit matricielle AB d’une matrice quelconque A avec une matrice
colonne X ayant le nombre de lignes égale au nombre de colonnes de A. 1l fait sens de poser
la définition suivante.

Définition 6.1. Soient A = (am) teiem €M, (K) et B = (bk7l> r<ken € My, (K), on
1<j<n 1<i<p
définit le produit AB par AB = (Cu) 1<icm € My, (K) ot

1<I<m
n
=D 5bi
=1

Voyons de suite un exemple. On consideére le produit d’une matrice de taille 3 x 2 avec une
de taille 2 x 4 — le résultat est une matrice de taille 3 x 4:

2 1 5 9 1 =2
1 3 0 -1
3 =3 <3 31 0 ) =|l-6 0 -3 -3

1 4 13 15 4 -1

En pratique pour calculer I'élément c; , du produit AB = (c;;) , on fait le produit (scalaire)
de la ligne i de A par la colonne [ de B.

Remarque. Le produit de matrices ne commute pas en général. Par exemple

EEDEY < CIEY-6Y

De plus, on peut avoir AB = 0 sans que A =0 ou B = (0. Par exemple

IERE)

Une telle matrice carrée A, telle que A7 = 0 pour un certain ¢ € N* est dite nilpotente.

6.2. Représentation des applications linéaires par des matrices

Définition 6.2.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies et soient £ = (eq,...,e,) une
base de E et F = (fy,..., f,) une base de F'. Si ¢ : E'+ F est une application linéaire,
on appelle la matrice de @ dans les bases £ et F la matrice de taille p x n dont la i-ieme
colonne représente les coordonnées de ¢(e;) dans la base F, c’est-a-dire la i-ieme colonne

est égale a C'r(p(e;)).
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Par la suite, on utilisera la notation Mat?(gp) pour désigner la matrice de ’application linéaire
 dans les bases fixées £ pour le domaine et F pour le codomaine. Si, pour tout 1 <i < mn,

ple) =ayf1+ay;fot-+a,,f, (6.1)
alors
@11 12 --- O1p
Mati(ap) _ a2"1 a2'72 .. a’2‘,n
ap,l ap,2 . ap’n

Quand les bases sont sous-entendues, ou ’accent ne portera pas sur les bases, on dira “soit
A la matrice de ¢ dans les bases £ et F...”. De point de vue graphique, on essayera le plus
souvant, de faire la distinction entre ’application linéaire et la matrice associée:

E—% L F et Ef—4 S FF

Remarque. Une application linéaire donnée existe indépendamment des choix des bases pour
le domaine ou le codomaine. Par contre, la représentation matricielle de ’application linéaire
dépend fortement des bases choisies. Nous avons déja rencontré ce phénomene quand nous
avons vus que la matrice des coefficients d’un vecteur dépend de la base choisie.

Si ¢ est un endomorphisme ¢ : E — E et si F = &, c’est-a-dire si on fixe la méme base £
au départ et a I’arrivée, on appelle la matrice Matg(go) la matrice de ¢ dans la base £.

Exemple. Soit D : Ry[X] — R,4[X] lapplication linéaire définie par P — P’. On fixe la base

canonique X = (1, X, X2, X3) pour les deux espaces vectoriels — de départ et d’arrivée. Alors
la matrice de D dans la base X est

Mats (D) =

o O O O
o O o
o O N O
S w o o

car D(1) =0, D(X) =1, D(X?) = 2X et D(X3) = 3X?2. Mais si pour le domaine de définition
on choisit la base B = (1,(1 — X), (1 - X)?,(1 — X)?) et pour le codomaine X, alors

0 -1 -2 -3
B 10 0 2 6
Mate(D) =10 o o —3
0O 0 0 O
Exemple. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit B = (e, ..., e, ) une base de

E. La matrice de I'application identité idy : v — v dans la base B est la matrice identité,
c’est-a-dire
1 ... 0

Mat5(idg) = I, =

puisque pour tout 1 <i <n, on a idg(e;) = e,.
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Exemple. Soient = F & G, c’est-a-dire F' et (G sont deux sous-espaces supplémentaires de
E, et soit B une base de E dont les premiers vecteurs forment une base de F' et les suivants
une base de G. Sip r et sp sont la projection sur F' parallelement a G et, respectivement
la symétrie par rapport a F' parallelement & G, alors

I I
Matg(pF,G) - < ! 0 > “ Matg(SF’G) B ( f —1 ) 7
} g

ou f =dim(F) et g = dim(G). Remarquons la relation matricielle

I I
( Og Ity _]g

qui traduit matriciellement la relation 2pp o — idy = sy établie dans la proposition 5.14 3).

Le choix de la place des indices de a; ; dans 'expression de ¢(e;) dans la base JF, voir (6.1),
est justifiée par le résultat suivant et par le comportement des matrices associées lors de la
composition des applications linéaires.

Matrice associée et coordonnées
Proposition 6.3.

Soit ¢ : E — F une application linéaire et soient € = (eq,...,e,) une base de E et
JF = (fl,...,fp) une base de F'. Pour tout v € F,

Cr(p(v)) = Matz(p) Ce(v),

ot Ce(v) est la matrice colonne des coefficients de v dans la base E.

Démonstration. On suppose que n = dim(F) et que p = dim(F"). Soit v € E et soient

Ly 22
Mats = (a,,) izier, X =Ce(w) = [ 1 | et ¥ =Crlp(w) = | :
b 1<]<n
z,, Yy
Alors
p n n n n n n
Sufi=0) =o( Y ze;) =Y aple) =D ;> a fi = Y wjaf
k=1 j=1 j=1 j=1 =1 i=1j=1
Donc

p
Z Yrfr = Z (Z xjam)
Comme les f, forment une base de F', on conclut que
n
Ye = Z Ljhij ZG,J L
7j=1

)X, O

pour tout 1 <k < p. Donc Y = (a,
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Remarque. On a choisit la notation Mat?_—(go) pour la matrice de ’endomorphisme pour avoir
dans la relation de la proposition la regle mnémotechnique

G (0(v)) = Math () Ce (v).

On retrouvera cette regle surtout dans le théoreme 6.7.
Exemple. Pour la dérivée formelle considérée dans un des exemples précédents, D : Ry[X] —

R,[X] avec D : P — P’  sion prend P = ag + a; X + a,X? + a3 X?>, alors, en appliquant la
proposition 6.3, les coefficients de D(P) sont donnés par le produit

ag 0 1 0 0\ [ag a,
Matz (D)L 1 =10 0 0 3] |ay| ™ |30
asg 0 0 0 0/ \ag 0

Ceci signifie que P’ = D(P) = a; + 2a,X + 3a3X?>, ce qui est correct.

Exemple. Soit ¢ : R? — R3 I'application linéaire définie par (z,y,2) — (z +y + 3z, 2 —y +
z,2y), ou (z,y,z) sont les coordonnées correspondant a la base canonique £ = (e, ey, e3).
Alors, d’apres la proposition 6.3,

1 1 3
MatB(p) = |1 -1 1
0 2 0

On peut vérifier la matrice en calculant les images des vecteurs de la base:

‘10(81) = (17 170) =€ + €9
pley) =(1,-1,2) = e; — ey + 2ey
(:0(63) = (37 170) = 361 + €.

Donc si une application linéaire est décrite en utilisant les coordonnées (associées & certaines
bases), alors les coefficients qui apparaissent dans cette définition explicite en coordonnées sont
les lignes de la matrice.

Pour détailler dans le cas général ce que nous venons de remarquer dans ’exemple préc’edent,
soient A = Mat&(¢) = (a; ), X = Ce(v) = (z;) et Y = Cx(p(v)) = (y;) — avec les deux
dernieres des matrices colonnes. Alors

Yi = 01T + Qi 9Ty + 0+ QT

pour tout 1 <1 < p, c’est-a-dire Y = AX. Symboliquement, en interprétant les bases comme
des “matrices” ligne, la relation (6.1) peut s’écrire comme ¢(€) = F A. Donc on a les identités

Y =AX et o(€) =FA.

Les coordonnées et les bases doivent aller dans des sens opposés.
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Matrices associées et composition des applications linéaires
Proposition 6.4.

Soient E, F et G trois espaces vectoriels de bases respectives £, F et G. Si ¢ € L(E,F)
et € L(F,G), alors
Mat (i o ) = Mat () Mat5(¢p).

On dit que la composition des applications linéaires se traduit par le produit des matrices
correspondantes. Les diagrammes représentant 1’énoncé sont les suivants.

E ¢ F v G
pop
Maté Mat?Z
E.£ t% () FF atg (1) G.G
Mat§ (o)

Mat§(¢) Mat% ()

Démonstration. Les diagrammes suggerent une justification de I’égalité de I’énoncé en utilisant
les coordonnées et la proposition 6.3; si u € E est un vecteur quelconque, alors

Cg(t 0 p(w)) = Matg (v 0 ) Ce(u)

et en méme temps

Cg(¥ 0 p(u)) = Cg(¥(p(u))) = Mat () Cx(p(u)) = Mat] (¢) Mat(p) Ce(u).

Donc
Mat§ (¢ 0 @) Ce(u) = Mat] () Matx() Cg(w),

c’est-a-dire
[ Mat§ (14 0 ) — Mat; (1) Mat(p)| Ce(u) = 0.

Comme wu est quelconque, il s’ensuit que le premier facteur est nul. O

Le résultat principal de cette section est le suivant; il nous dit qu’il existe un choix de
bases pour le domaine et le codomaine d’une application linéaire tel que la matrice associée
soit tres simple. Plusieures questions vont se poser naturellement a la suite de ce résultat.

Théoréme R.5.
Soit ¢ : E — F une application linéaire avec n = dim(E) et p = dim(F). Sir =
rank(p) d:efdim(im(go)), alors il existe £ une base de E et F une base de F telle que

I ..
Mg = (7 ).
D—r,n—"
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Démonstration. Soit (fy,..., f,) une base de im(¢) C F. On prolonge cette famille libre de F’
a une base de F', (fy,...,f. fri1,-- .,fp). Pour tout 1 < j <, on choisit e; € E tel que

ple;) = f; € im(e).

La famille {e;,...,e,} ainsi construite est libre — sinon une combinaison nulle non triviale
serait envoyée par ¢ en une combinaison des f,..., f, nulle et non triviale.
Soit (e, 1, .,e,) une base de ker(¢) C E. Pour démontrer le théoreme il suffit de montrer
que (eq,...,e,) est une base de E, c’est-a-dire de montrer qu’elle est libre et engendre E.
Pour voir que la famille est libre, soient oy, ..., a, € K tels que Y1 ; aye; = 0. Alors

e+ tae = T 1€y T T Q€

et, en appliquant ¢, on obtient

alfl +ot arfr = gp(alel +eoet arer) = (p(_arJrlerJrl - anen) =0.
Donc ay = -+ =, = 0. Il s’ensuit que 0 = —a, €., 1 — -+ — a, e, et donc que tous les q;
sont nuls.
Pour voir que la famille est génératrice, soit v € E. Alors, il existe §;,..., 3, € K tels que

o) =p1f1+ -+ B.f, = Biple)) +---+ B.p(e,),

d’apres le choix des e, ¢ <r. Alors v — > _7_; (e, € ker(p). O

Exemple ('homothétie). Si h : E — E est une homothétie de rapport k, alors pour tout
vecteur v € E on a h(v) = kv et en particulier pour les vecteurs d’une base. Donc, quelle que
soit la base B, on a Mat3(h) = kI, ott n = dim(E).

D’abord, on notera que la matrice est kI, pour toute base de EJ — ceci est faux en général,
la matrice d’'un endomorphisme variant avec la base choisie Par la suite, en appliquant le
théoréme 6.5, on obtient la matrice I, si les bases choisies pour le domaine et le codomaine
sont différentes. Par exemple, si B = (ey,...,e,) et B = (key, ..., ke,), alors

Mat5 (h) = I,.

Cet exemple montre que pour un endomorphisme, le fait d’avoir des choix indépendants
pour les deux bases permet d’obtenir une matrice trés simple (voir le théoréme 6.5), mais,
qu’en méme temps, toute signification géométrique de I’endomorphisme est perdue. Plusieurs
questions se posent naturellement :

e Sip:E — E est un endomorphisme avec dim(F) finie, existe-t-il une base &£ telle que
Maté () soit trés simple? Que voudrait dire simple dans ce contexte ?

e Comment est modifiée la matrice d’une application linéaire quand on change une ou les
deux bases auxquelles cette matrice est associée 7

La réponse a la deuxiéme question sera donnée par la suite. La réponse a la premiere question
occupera le dernier chapitre de notre cours. Le fait d’avoir moins de degrés de liberté dans
le choix des bases nous suggere que la matrice recherchée ne va plus avoir la simplicité qui
apparait dans le théoréeme 6.5, mais elle recélera plus d’informations géométriques.
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6.3. Changement de base pour les applications linéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient £ et £ deux bases de E. En exprimant
les vecteurs de la base £ en fonction de la base £ on obtient une matrice carrée nommée la
matrice de passage de € vers £'. Cest la matrice de décomposition de la famille £’ dans la base
£, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la nouvelle
base £ dans I’ancienne base £. Il s’ensuit que cette matrice

(piy) = (Celel) Celeh) -+ Cele)))

est la matrice de Papplication idy dans les bases £’ et £. L’ordre des bases ici est trés impor-
tant; on a

n
idE(e;») = e;- = Zpl-7jei.
i=1

Néfinition A.A.

Si £ et &£ sont deux bases de E, espace vectoriel de dimension n, alors la matrice de
passage de & vers £, ou encore matrice de changement de base de £ vers £’ est

Passt = Mat§ (idy) € M, (K).

Si X = C¢(v) et X' = Cg/(v) sont les matrices colonnes des coordonnées d'un vecteur
quelconque dans les bases £ et respectivement £’, alors, d’aprés la proposition 6.3,

X = Passf;/ X'
On peut maintenant donner la formule du changement de bases pour les applications
linéaires
Théoréeme 6.7. Soient E, ' deux espaces vectoriels de dimensions finies et soit ¢ : E — F

une application linéaire. Si € et &' sont deux bases de E, et F et F' deux bases de F, alors

Matgl (¢) = Pass%, Maté(p) Passg .

Les diagrammes correspondants (pour les applications et pour les matrices) sont les suivants.

M I
5 0 P BE Y pF
idEWK lidp Passg Passi,
E ® F E’g, Mati—/(ﬂo) F’ F,

Démonstration. La preuve est un corrolaire de la proposition 6.4 et de la définition de la
matrice de passage en utilisant le deuxiéme diagramme ci-dessus. ([l

Avant de poursuivre avec I’étude des matrices associées a une application linéaire, il faut
comprendre plus en détail les matrices de passage. Par exemple, si ¢ : F — E est un endo-
morphisme et £ et £ deux bases de E, alors, d’apres le théoréme 6.7, on a

!
M' = Passé M Passé
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ol M est la matrice de ¢ dans la base £ et M’ celle dans la base £’. Les matrices de passages
qui apparaissent vérifient la relation

Passg Passg, =1, (t)
car (pour la deuxiéme égalité on utilise la proposition 6.4)
Passgl Passgl = Matgl(idE) Matg,(idE) = Matg(jdE oidp) = Matg(jdE) =1,

Les matrices vérifiant la relation (f) sont dites inversibles.

6.4. Matrices inversibles

Définition. Une matrice A carrée de M,,(K) est dite inversible lorsqu’il existe une matrice
carrée A’ telle que AA’ = A’A = I,. Dans ce cas la matrice A’ s’appelle 'inverse de A et se
note A~1.

Exemple. Si A = (9}), alors A est inversible et A~! = (? 162) car AA' =1, = A'A.
Précédemment, on a vu que les matrices de passage sont inversibles. En outre, il existe un
lien important entre matrices inversibles et endomorphismes.

Théoréeme 6.8. Soit f : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel muni d’une base €
et soit M = Matg(f) la matrice de f dans la base €. Les affirmations suivantes sont vraies :
(i) si f est bijective alors Uapplication inverse f~! est linéaire
(ii) f est bijective si et seulement si M est inversible
(iii) si f est bijective alors Matg(f_l) =M1

Démonstration. Pour (i), comme f est bijective, notons f~! I’application inverse (ou ré-

ciproque). Soient u,v € E et soient «, 5 € K. On a

Flaf ™ u) +Bf () = a f(f~'u) + B f(f'v) = au+ fu

et en appliquant f~! on arrive a
af Hw) + BfH(v) = fH au + Bo).

Pour (ii), si f est bijective, alors on note par M’ la matrice de f~! dans la base £ ; puisque
l'ona fof'=flof=id 1, d’apres la proposition 6.4, en passant aux matrices, cela devient
MM' = M'M = I, c’est-a-dire M est inversible. Réciproquement, si M est inversible, alors
il existe la matrice M ! telle que

MM '=M1'M=1I.
Soit g 'application linéaire pour laquelle Matg (9) = M~'. D’aprés la proposition 6.4,
MatS(f o g) = MatE(f) Maté(g) = MM~ = 1.

Donc f o g = idp et similairement g o f = Idy,, c’est-a-dire f est inversible et g = f -1
Le point (iii) résulte immédiatement du (ii). O
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CALCUL DE L'INVERSE D’UNE MATRICE. Il existe plusieurs méthodes pour le calcul explicite
de l'inverse d’une matrice. En voici une premieére méthode algorithmique basé sur la méthode
du pivot de Gauss. Soit A une matrice carrée inversible. Sachant que AX =Y si et seulement
si X = A7'Y, on inverse le systeme AX =Y pour obtenir X en fonction de Y et, ainsi, on en

déduit AL

O
O
O

Exemple. On veut inverser la matrice A = ( ) On résout par la méthode de Gauss le

systeme AX =Y. On obtient successivement,

Ty + I3 =1 Zq T T3 =Yy xyq T T3 =1
Ty T T3 =Y Ty — Tz = —Yy + Y3 Ty — T3 = —Yp+ Y3
Ty + Ty = Y3 Tog+ X3 =1 203 =y + Yy — Y3

c’est-a-dire

1
xq =5 (Y1 + Y +y3)
1
) 25(3/1_1/2"‘93)
1
T3 =5 (Y1 + Y2 — ¥3)-
On en déduit
1 -1 1 1
A7l = Sl -1t
1 1 -1

Ayant introduit la notion de matrice inversible (pour les matrices carrées), revenons main-
tenant au théoreme 6.7 quand ’application linéaire considérée est un endomorphisme.

Corollaire 6.9. Soit f : E — E un endomorphisme de [’espace vectoriel de dimension finie
E. Soient B et B' deuz bases de E. Si M, et M} sont les matrices de f dans les bases € et €’
respectivement, et si P est la matrice de passage de € vers E', alors

! _ p—1
My =P 'MP.

Démonstration. D’apres le théoréme 6.7,
Maté, (f) = PassS, Maté(f) Passg .
En utilisant les hypotheses, M, = Maté(f), M ;= Matg( f), P = Passg et Passs, =
(Pass?)*1 =p1 O
On sait maintenant comment change la matrice d’un endomorphisme quand on passe d’'une

base & une autre. Cette relation entre les différentes matrices appelle la définition suivante.

Définition 6.10 (matrices semblables). Les matrices carrées A, B € M, (K) sont dites sem-
blables il existe une matrice inversible P € M, (K) telle que B = P~1AP.

Ainsi, pour un endomorphisme fixé f, les matrices associées dans différentes bases sont
toutes semblables ; réciproquement, si deux matrices sont semblables et une est la matrice de
f, alors I'autre ’est aussi.

Remarque 6.11.
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Parmi les fonctions définies sur M, (K) (a valeurs dans K), celles dont la valeur ne varie pas
quand on remplace une matrice par une matrice semblable remplissent un role spécial :
a travers elles il est possible de construire des invariants des endomorphismes. Si « :
My (K) — K est une telle fonction, alors en définissant

a(f) = a(My),

on obtient un résultat qui dpend seulement de f et non pas de la base dans laquelle la
matrice M 7 est écrite.

Un des invariants importants d’un endomorphisme est la trace.

Exemple 6.12.

(trace) Si f : E — E est un endomorphisme, la trace de f est définie par

n

tr(f) = tr(M;) = Zai,i

i=ll

ou M; = (a;;) est la matrice de f dans une base £. En particulier, la trace d’une matrice
carrée A est la somme des éléments de la diagonale de A. Pour démontrer que la trace est
constante sur les matrices semblables, on établit un résultat plus général: si A € M, . (K)
et B € M, (K), alors

nxp

tr(AB) = tr(BA).

En effet,
n p n p n p n
i=1 Nj=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1 Vi=1
Alors

tr(P~'M,P) = tr (P (M;P)) = tr (M;P)P~") = tr(M;PP™") = tr(M;).

6.5. Opérations dans L(E, F) et traduction en terme de matrices

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. Pour ¢,¢ € L(E, F) et pour A € K on définit
Ap et ¢ + 1) par

(Ap)(v) = Ap(v) et (p+9)(v) = @(v) + ¥ (v)

pour tout v € E. On vérifie aisément que Ap et ¢ + 1 sont des applications linéaires, donc
L(E, F) est un K-espace vectoriel.

Par la suite on veut voir que si E et F' sont de dimensions finies, n et p respectivement, la
structure de cet espace vectoriel est celle de M K) des que des bases sont fixées pour E et
F.

Pour commencer, on rappelle que ManUK)v I’ensemble des matrices de taille fixée & co-
efficients dans K, est un espace vectoriel sur K (avec les opérations définies coefficient par
coefficient. Si, pour tous 1 < i < pet 1 < j <n, on définit la matrice élémentaire E; ; comme

pxn(
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étant la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indices (7, 5) qui vaut 1, alors
(Ey 1, By 95, B, ,,) est une base de M, . (K). En particulier

’ p7n
an(K)) = np.

Pour finir, il suffit de voir que les opérations sur les matrices correspondent a des opérations
sur les applications linéaires. Soient £ et F des bases de E et F. Pour tout ¢ € L(E, F), on
a introduit la matrice Mat5(p) € M., (K). On a ainsi défini la fonction

dim(M

pXn

Mats : L(E, F) — M, (K).

pXn
Théoréme 6.13. La fonction Mats : L(E, F) — My, (K) est une application linéaire bijec-
tive.

Démonstration. Soient ¢ et 1 deux applications linéaires. On veut montrer que

Mat% (¢ + ) = Mat’ () + Mat% ().

La j-iéme colonne de Mat5 (¢ 4 1)) est la matrice colonne C'x(( + ¥)(e;)). Mais, d’apres la
définition de ¢ + 1,

Cr((e+1)(e;)) = Crlple;) +v(e))) = Crlple)) + Cr(i(ey)),

d’ott le résultat. On montre de la méme maniére que Mat5(\p) = A Mat5(¢).

Comme on sait qu'une application linéaire est entierement déterminée par I'image d’une
base, des qu’une base est fixée au départ et a l’arrivée, la matrice de ’application détermine
completement I'application. Donc l'isomorphisme entre L(E, F') et M., (K). O
Exemple. On considére 'endomorphisme ¢ : Ry[X]| — R,[X] défini par P — P’ + 2P. C’est
la somme de deux endomorphismes ; le premier est la dérivation et le deuxieme la homothétie
de rapport 2 qui ont pour matrices associées dans la base canonique (1, X, X?),

A= et B=

o O O

1
0
0

o N O
S O N
o NN O
N OO

respectivement. Par conséquent, la matrice de la somme est

A+B=

O O N

1
2
0

NN O

Ceci signifie que la matrice colonne des coefficients de I'image du polynome P = ay+a; X +a, X 2
par ¢ est

2 1 0\ faq 2ag + ay
0 2 2| |ay|=1]2a+2a,
0 0 2/ \ay 2a4

c’est-a-dire que ¢(P) = 2ay+a, +(2a, +2a4) X +2a,X?, formule que 'on peut vérifier aisément
en calculant directement ¢(P).
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Par ailleurs, dans la proposition 6.4, on a vu que la composition des applications linéaires
correspond a la multiplication des matrices de ces applications linéaires des que des bases
sont fixées pour chaque espace vectoriel concerné De plus, dans le théoréeme 6.8, on a vu que
pour un endomorphisme bijectif, I’endomorphisme inverse correspond a la matrice inverse de
I’endomorphisme. Tous ces résultats se formalisent en

Théoréme—Définition 6.14. L’espace vectoriel M, (K) avec la multiplication des matrices
est une K-algébre, c’est-da-dire

o lapplication K — M, (K) définie par X — X, commute avec la somme et la multiplica-

tion

o pour toutes A, B,C € M, (K), on a A(BC) = A(BC)

o pour toutes A, B,C € M, (K), on e« A(B+C)=AB+ AC.

De plus, si E est un K-espace vectoriel de dimension n, alors L(E) est une K-algébre et
Visomorphisme linéaire Maté : L(E) — M, (K) est un isomorphisme de K-algébres’ .

Démonstration. 11 reste a établir I’associativité du produit des matrices et la distributivité du
produit par rapport a la somme. Le coefficient (i,j) de A(BC') est donné par

n n n n n n n n
Z a; g ( Z bk,lcl,j> = Z Z az‘,kbk,lcl,j = Z Z az’,kbk,lcl,j = Z ( az‘,kbk,l> Cj
k=1 =1 k=11=1 k=1

I=1k=1 =1

donc A(BC') = (AB)C'. Le méme argument établit la distributivité. O

Exemple. On considére I'endomorphisme ¢ : Ry[X] — R,[X] défini par P — P”. On a
Y = Do D = D? La matrice M, de 1 est égale au carré de la matrice de My, de D.

0 1 0\/0 10 00 2
My=Mp=[0 0 2[00 2[=[0 0 0
000/\0 00 00 0

Ceci est bien correct puisque ¥(ay + a; X + a5y X?%) = 2a,.

En revenant & l'isomorphisme du théoréme 6.13 Mats : L(E, F) — My, (K), il faut re-
marquer que les deux notions de rang que nous avons définies, a savoir le rang d’une application
linéaire (voir la définition 5.8) et le rang d’une matrice(voir la proposition-définition 4.11), se
correspondent.

Corollaire 6.15 (les rangs). Soit ¢ : E — F une application linéaire avec E et F' de dimen-
sions finies. Si € et F sont des bases de E et F respectivement, alors

rank () = rank(Mat5(¢)).

Démonstration. Le rang de ¢ est le rang de 'image de ¢, c’est-a-dire le rang de la famille
formée par les vecteurs

pler), pley), ... p(e,),

"Pour la structure de K-algebre de £(E), Papplication K — L(E) est définie en envoyant A en ’homothétie
de rapport A.
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6. Matrices et applications linéaires

ot & = (ey,e€y,...,e,). Maintenant les colonnes de la matrice Mat%(¢) sont les matrices
colonnes des coefficients des vecteurs gp(ej), 1 < j <n. On arrive a

rank(p) = dim(im(p)) = dim(Vect(p(e,), p(es), .-, o(e,,))
= dim(Vect(Cr(¢(ey)), Cr(p(ey)), - -, Crlp(e,))))
= dim{l’espace des colonnes de Mat?(@)}

déf

= rank(Mat%()).

Exemple. Calculer le rang de I'application linéaire ¢ : R? — R* définit par

(,y,2) = (x+y+z,2 —y+ 2,2y, — 2).
0
-2

1
! (1) qui devient 5 apres
-1 Z1 -2

échelonnement. Donc le rang de ¢ est 3. (On peut trouver le rang en calculant la dimension
du noyau et en utilisant le théoréme du rang.)

11
1=
0 2
10

[e>enlen]

—=O ==

On a vu que sa matrice dans les bases canoniques est (

6.6. Transposition

On présente une opération qui permet, pour une matrice, de transformer les lignes en colonnes
et inversement.

Définition. Soit A = (a j)1<z<n € M,,,,(K). On appelle transposée de A, ou la matrice

1<j<p
transposée de A, la matrice AT = (. Z) 1<isp € M., (K) définie par

O‘j,z‘ =

pour tous 1 < j<petl<i<n.

La correspondance A + AT est une application -7 : My p(K) = M, ,,(K). Un premier

N N . . 23
exemple, trés simple, aide & comprendre cette notion. Si A = (212) alors AT = (12
, s 324 24

FEn ce qui concerne les propriétés de la transposée, on a le résultat suivant. Les points (ii) et
(iii) disent que I'application - 7 est linéaire, et le point (i) implique que -7 est un isomorphisme.

Proposition 6.16. Pour toutes matrices A, B et tout scalaire o, on a:

6) (AT)T = A
(ii) (A+ B) = AT + BT

(iii) ()T =a AT

(iv) (AB)T = BT AT (attention au rem}ersement)
(v) si A est inversible, alors (AT)~' = (A=1)T.

Démonstration. Les trois premieres propriétés sont immédiates. Pour (iv), soit C = AB, ou

AeM, et BeE M, . OnposeC = (c;;)ici<n €M, . Alors

1<k<gq

p

ik =D b

J=1
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et, d’apres la définition, CT = (v, ;) 164 avec 3y, By j = ¢; 1, (de méme pour A” et BT). On a
" 1%i<n ) , )

p p p
Vo = Cik = D 0ibi = DB = D By
= j=1 j=1

donc CT = BT AT,
Pour (v), en utilisant (iv), on obtient

A Y AT =(AA Y =) =1,

Donc l'inverse de AT est (A~1)7. O

7. Déterminants

7.1. Introduction

On commence par l'exemple de 'aire des parallélogrammes dans le plan. On considere I'espace
vectoriel R? muni de la base canonique (e, e,) A tout couple de vecteurs (v, w) on associe
le parallélogramme /[, ,,. En fixant la superficie du rectangle [/, , comme l'unité (orienté)
d’aire, il s’ensuit que pour tout couple (v, w) on peut calculer I'aire (orientée) du parallélo-
gramme /J, .. En notant par p(v,w) cette aire, on vient de construire I'application

1R xR? — R, p(u, v) = aire(L, ,,).

Plusieurs questions se présentent naturellement: Quelles sont les propriétés de p? Comment
calculer pu(v,w) quand les coordonnées des vecteurs sont connues dans la base considérée ?
Peut-on généraliser cette construction dans R”, voir dans un espace vectoriel de dimension
finie sur K?

AFFIRMATION. g est linéaire en chaque variable et antisymétrique, c’est-a-dire pour tous
vecteurs uw et v on a p(u,v) = —u(v,u).

La justification de cette affirmation se fait en plusieurs étapes en montrant successivement

les identités suivantes:
(i) pwlu+v,w) = plu,w) + p(v,w) et plu, v+ w) = p(u,v) + p(u, w)
i) p(—u,v) = —p(u,v)
(iii) p(nw,v) = nu(u,v) pour tout n € N

(iv) p(qu,v) = qu(u,v) pour tout ¢ € Q et donc, par continuité®, p(Au,v) = A pu(u,v) pour

tout A € R.

(v) p(u, ’U) = —p(v,u).
On indique brievement le chemin. pour commencer, on inspecte la figure 8 et on en déduit
I’additivité de p dans la premiere variable et par un raisonnement analogue, I’additivité dans
la deuxieéme variable. Par la suite, comme 0 = p(0,v) = p(u — u,v), on obtient (ii). En
utilisant de nouveau ’additivité, on montre que 1 commute avec la multiplication par scalaire
dans chacune des variables. Par exemple, pour tous n € N, on a

S~

p(nu,v) = p(u,v) + -+ :U’(uv v = nu(u,v).

8Le coté naturel de la continuité. . .
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il

\u>/ T

Figure 8: L’additivité du déterminant en chaque variable: l'aire du parallélogramme engendré
par les vecteurs u + v et w et égale a la somme des aires des parallélogrammes engendrés par
u et w et, respectivement, par v et w.

En remplagant u par %u, on a u(% u,v) = %u(u, v). Donc on obtient la commutativité avec
la multiplication par tout scalaire rationnel et donc, par continuité, par tout scalaire réel. En
fin, pour (v), on développe

w,u +v) + p(v,u + v)
u,u) + p(u, v) + p(v, u) + p(v, v)

u,v) + p(v,u).

AFFIRMATION. Siu = (a,b) et v = (¢,d), alors p(u,v) = ad — be.
Ceci découle des linéarités établies précédemment. On a
w(u,v) = p(ae, + be,, ce, + de,)
= apu(e,, ce, +de,) +bu(e,, ce, + de,)
= acu(e,, e;) +adpule,, e,) +bcule, e,)+bdule,e,)

= ad — be.

La notion d’aire algébrique introduite ci-dessus, se généralise en plusieurs dimensions (le
volume algébrique des parallélépipedes dans R3, par exemple) ou pour tout espace vectoriel de
dimension finie F sur K sous de nom de déterminant.

7.2. Généralités

Définition (application multi-linéaire alternée). Soit E un espace vectoriel sur K et soit
f:E"=FE x...x E — K une application.

o f est dite multi-linéaire lorsqu’elle est linéaire par rapport a chaque variable

o f est dite alternée lorsque pour tous 1 < i < j <n et pour tout (vq,...,v,) € E", on a

fog, v, v,000,0,) = = f(og, 005,000,000, 0,).
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Il est facile de voir que la deuxiéme condition est équivalente & demander que pour tous
1<i<j<mnettout (vy,...,v,) € E" avec v; = v;, on a f(vy,...,v,) = 0. Par exemple,
I'application aire algébrique p : R? x R? — R introduite précédemment est bilinéaire alternée.

Définition (permutation). Une fonction bijective o : {1,...,n} — {1,...,n} est appelée une
permutation. L’ensemble de toutes les permutations de {1,...,n} est noté S,,.

Définition (signature d’une permutation). Soit o € S, une permutation. On dit que la paire
{i,j}, avec 1 < i < j < n, est en inversion pour o si o(i) > o(j). La signature de o, notée
e(0), est lentier (—1)V(@) oit N(o) est le nombre de paires en inversion pour o.

Théoréme—Définition 7.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn et soit B = (eq,...,e,)
une base. Il existe une unique forme multi-linéaire alternée sur E™, appelée déterminant dans
la base B et notée dety : E™ — K telle que detg(eq, ..., e,) = 1.

De plus, tout autre forme multi-linéaire alternée sur E™ est un multiple de celle-ci.

Démonstration. On développe la preuve dans le cas n = 3. C’est un calcul qui aboutira a une
formule explicite. Le cas général se traite de la méme maniére; on indiquera la formule du
déterminant pour n général a la fin.

Soient, pour tout 1 < i <n, la matrice colonne des coefficients de v,,

Alors, pour n = 3, comme f est une forme multi-linéaire alternée, on obtient

f(vy,09,v3)
= flay €1 + ay€5 + a3 €3,a; 2€1 + ay9€9 + a3 9€3, a1 381 + ag 389 + ag 3€3)
= Q7109203 3 fleq,eq,e3) + a1,103 209 3 fley, e, ey) + g 101 203 3 fley, eq,e3)
+ a91a3 901 3 f(€9,€3,€1) + a3 1a, 501 5 f(€3,€9,€1) + ag1a; a5 3 f(€3, €7, €5)

= D U1 (1)32.0(2)%3,03) ] (€0(1) €5 (2): €o(3))

g€S3

= Z 5(‘7)@1,0(1)a2,a(2)a3,a(3) f(eq, e, €3)

g€ES3

= > &(0)a1,5(1)02,0(2)03.0(3):

oES3

Donc en fixant la valeur de I'application multi-linéaire alternée sur la base B, on fixe sa valeur
sur tout n-uplet de vecteurs de F.
Il est évident maintenant qu’en général, si on utilise les mémes notations, on obtient

f(v17 Tt 7vn) = Z 6(O-)al,a(l) © Oy o (n)- (71)
oESy
Le pas difficile est franchie dans la quatrieme égalité dans la suite d’égalités ci-dessus. O

La preuve du théoreme suggere, d’une part, un premier exemple, et de I'autre, des tech-
niques de calcul du déterminant. Nous allons étudier ces techniques dans la section suivante.
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7. Déterminants

En ce qui concerne I'exemple, on considére E = K? — ou plus généralement £ = K" — muni
de la base canonique B. Pour une famille (ordonnée) de deux vecteurs dans K2, on a

a1 a9 _
detp ( a "\ a ) = Q11099 — A1 209 7
2,1 2,2

Pour une famille (ordonnée) de trois vecteurs dans K2, on obtient

a1 a2 a3
detg ( g1 |5 @ |, 23 ) = Q1,109 903 3 + (1 909 303 1 + A1 309 103 9 (7.2)
asq as o as s

T Ay 909 103 3 — A7 109 303 9 — A7 309 703 7.

Etant donnée une matrice carrée A € Mat, , (K), les colonne de la matrice peuvent étre inter-
prétées comme une famille ordonnée de vecteurs de K™. On introduit la définition suivante:

Définition. Soit A € Mat,, ,(K). Le déterminant de A, noté det(A) ou |AJ, est le déterminant
des vecteurs colonnes de A dans la base canonique de K".

Par conséquent, la formule précédente pour le calcul du déterminant dans la base canonique
de K2 d’une famille de trois vecteurs et aussi la formule pour calculer le déterminant d’une
matrice 3 x 3.

Remarque 7.2. Dans la formule du déterminant établie dans (7.2), il y a trois termes appa-
raissant avec le signe + et trois apparaissant avec le signe —. Chaque terme, indépendamment
du signe, est le produit de trois éléments de la matrice; on peut penser chaque terme dans la
formule du déterminant comme un triangle dont les sommets se trouvent sur certaines posi-
tions de la matrice. La figure 9 représente ces six triangles (isoceles). Il est possible d’utiliser

» .
¢ ‘o

Figure 9: Les six termes du déterminant d’une matrice 3 x 3 représentés comme triangles isoceles
sur les positions de la matrices. Le quatriéme triangle correspond au terme — aq 102 3a3 2.

ces schémas comme moyen mnémotechnique pour retrouver la formule du déterminant.

Comme le déterminant est une application multi-linéaire alternée, en découlent les pre-
mieres propriétés importantes.

Corollaire 7.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit B une base de E et soit

{vy,...,v,} une famille ordonnée.
(i) Siun des vecteurs v, est nul, alors detg(vy,...,v,) =0.
(ii) Siv; =wv; pouri# j, alors detg(vy,...,v,) = 0.

(iii) Pour toul i et tous Ay, ..., A\, 1, A\j11,---, A, €K,

i—1 n
detg(vy,...,v,) = detg(vy,..., Z)‘jvj +v, + Z AjVjy ooy 0,).
j=1 j=i+1

(Le déterminant de la famille ne change pas si on ajoute a un des vecteurs une combi-
naison linéaire des autres vecteurs.)
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Démonstration. La premiere affirmation est une conséquence de la linéarité ou par calcul
directe en utilisant la formule (7.1). Pour (ii) on utilise le fait que dety est alternée.
Pour établir (iii) on considére le cas i =n. On a

n—1 n—1
detg(vy,...,v, + Z Ajv;) = detg(vy,...,v,) + Z detg(vy,...,v,_1,Av;)
=1 j=1
n—1
— detB('vl, ceey 'Un) + Z >\j detB('vl, e ,'Un_l, 'v])
j=1
= detg(vy,...,v,).

O

La proposition ci-apres est aussi une conséquence (mais plus subtile) du fait que le déter-
minant est multi-linéaire et alterné. En pensant a l’exemple de l'aire dans le plan, cette
proposition répond a la question suivante: comment peut-on comparer les aires d’un méme
parallélogramme qui sont mesurées en utilisant des bases différentes (c’est-a-dire des “unités
de mesure” différentes) ?

Proposition 7.4. Soient B = (eq,...,e,) et B' = (€],...,el) deuzr bases de E. Alors
(i) pour tous vecteurs v; € E, 1 <i<n, on adetg(v,,...,v,)=detg(B')detg (v,,...,v,)

Démonstration. Soit § = detg(B’) et soit g : E™ — K I'application définie par

E" 3 (vy,...,v,) — [g]ddetg (vy,...,v,)

n

L’application g est une forme n-linéaire alternée sur E telle que
g(e},....el)=gB)=¢6-1=4.

De méme, dety est une forme n-linéaire sur E telle que detz(B’) = §. D’apres le théoreme 7.1,
g = detg et donc pour tout (vy,...,v,) € E", on a (i), c’est-a-dire

detz(B') dety (vq,...,v,) = g(vy,...,v,) = detg(vy,...,v,).

Pour obtenir (ii), on utilise la famille B dans (i). On obtient 1 = detz(B) = detg(B') detg (B).
U

Si E est de dimension n, alors le déterminant (dans n’importe quelle base de E) permet
de décider si une famille de n vecteurs est libre ou liée. (Attention, il faut que le nombre de
vecteurs soit égal & la dimension de ’espace.)

Proposition 7.5. Soit B une base quelconque de 'espace vectoriel n-dimensionnel E. Si F
est une famille de n vecteurs de E, alors F est libre si et seulement si detg(F) # 0.

Démonstration. Dans le sens direct, si F est libre, alors F est une base de E (voir le théoréme
3.2, (c)). En utilisant la proposition 7.4, detgz(F) det z(B) =1 et donc detg(F) # 0.
Pour justifier Iaffirmation réciproque, on suppose F liée; quitte a renommer les vecteurs,

on peut supposer que v,, = Z?;ll A\;v;. Alors, en appliquant le point (iii) du corollaire 7.3,

n—1
detg(F) = detg(vy,...,v, — Z \v;) = detg(vy,...,v,_4,0) =0.
i=1
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7.3. Calcul pratique des déterminants

Pour calculer un déterminant de n vecteurs (vy,...,v,,) dans la base B de E on utilise le calcul
matriciel, c’est-a-dire la technique et la formule apparaissant dans la preuve du théoreme 7.1.
Explicitement, on écrit la matrice de décomposition de cette famille dans la base B et on
calcule le déterminant de cette matrice.

Avant de regarder en détails ces regles de calcul, il faut comprendre conceptuellement
les objets manipulés lors de cette opération et les mettre en liaison avec les considérations
précédentes concernant les applications linéaires.

o Fixer une base B du K-espace vectoriel n-dimensionnel F, revient a identifier tout vecteur
de E a vecteur colonne de K". Symboliquement, on considere I’application linéaire
bijective (I'isomorphisme) Cp: E — K".

o Identifier une famille ordonnée de n vecteurs de E a la matrice de décomposition de cette
famille dans la base B revient a considérer I’application “produit”

Ag: Ex - x E— M, ,(K)
définie par
AB(’UU ce 7Un) = (CB(Ul) e CB(’UTL)) € Mn,n(K)

Cette application est linéaire sur K.
e Les déterminants de la matrice et de la famille sont reliés par la formule

det(Az(vy,...,v,)) = detg(vy,...,v,).

Ceci est équivalent & la commutativité du diagramme ci-dessus.

E x ><E—>M

M/

o Est-ce que le déterminant est constant sur les matrices semblables 7 En d’autres termes,
peut-on définir le déterminant d’un endomorphisme ?
On rappelle qu’a tout endomorphisme ¢ € End(F), on a associé une matrice carrée
Matg(cp) qui dépend de la base B. En changeant la base, la matrice est remplacée par
une matrice semblable. Est-ce que les valeurs de la fonction composée

B
Mat det

End(E) —3 M, (K) %= K

sont-elles indépendantes de la base B? La réponse sera positive et on la justifiera dans
la section 7.4.

Développement suivant une ligne ou une colonne

On a vu apres la preuve du théoreme 7.1 comment calculer le déterminant d’une matrice 2 x 2
ou 3 x 3. Par exemple pour A = (a, ;) une matrice de taille 3 x 3,

det(A) = ay 15903 5 + Ay 205 3053 1 + Q1 309 1039 — 1 509 103 3 — Q1 103909 3 — Ay 309 903 ;-

La figure 9 suggérait une méthode mnémotechnique pour retenir cette formule; une autre
méthode serait la suivante: on recopie les deux premiéres lignes de la matrice en-dessous de la
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matrice ; on additionne le produit des trois diagonales principales puis on retranche le produit
des trois autres diagonales. Par exemple,

1 2 3
3 -1 2[=1-(-1)-143-3-34(-2)-2-2—(-2)-(-1)-3-1-3.2-3-2-1
—2 3 1

= —1+427-8-6-6-6
= 0.

Pour calculer des déterminants d’ordre plus élevé, on pourra effectuer des développements
suivant une ligne ou une colonne de la matrice pour se ramener a des déterminants d’ordre
plus petit.

Définition. Soit A une matrice carrée. Soit 4, ; la matrice obtenue en supprimant la ligne
i et la colonne j de A. On appelle mineur de place (i,5) de A le déterminant det(4, ;). On

appelle cofacteur de place (i,j) de A I'expression (—1)i*J det(4; ;).

Remarque. En pratique, on ne calcule pas le signe (—1)**/ apparaissant dans la formule du
cofacteur ; on applique l'alternance des signes sachant que I’élément place (1,1) est muni du
signe + et chaque déplacement sur I'horizontale ou la verticale introduit un changement de
signe. Graphiquement on obtient le tableau des signes suivant.

_|_

On remarque que les éléments sur la diagonale ont toujours le signe +.

Proposition 7.6.

Soit A = (a;;) € M, (K). Pour tout 1 < i < n, la formule de développement du
déterminant de A suivant la ligne 1,

=1

est vérifiée.

La formule de développement du déterminant suivant la colonne j est vraie aussi. Elle
s’obtient de la formule suivant la ligne par transposition. On y reviendra apres la démonstration
de la proposition 7.6.

Esquisse de preuve. On considere le développement suivant la linge n. Le cas général suit en
utilisant la multi-linéarité alternée du déterminant. D’apres la preuve du théoreme 7.1,

det(A) = > e(0)a1 5(1)02,0(2) " Cno(n)-

O'ESn

L’idée est de voir ’ensemble des permutations comme une réunion disjointe de n sous-ensemble
indexés par I'image de n. Le premier, 57117 est celui composé des permutations o pour lesquelles
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o(n) = 1. Le deuxiéme, $2, contient les permutations qui vérifient o(n) = 2, et ainsi de suite.
Chacun de ces sous-ensembles est en bijection avec I’ensemble des permutations de n—1 objets.
Le coeur de 'argument est formé par I’étude des signatures des permutations apparaissant &
travers ce développement. En admettant cette étude, on obtient

det(A) = Z 6(O-)a’l,a(l) T lp_1,0(n—1)%,1 R Z 8(0’)&170(1) T p1,0(n—1)%,n

o€es) TEeST
=0np1 Z (_1)n_15(7)a1,"/(1) ©p 1 y(n—1) +-
Wegnfl
+ non Z (_1)n_n5(’7)a1,7(1) “Op 1 y(n—1)
YESn-1
d’ott le résultat, car (—1)"F = (—1)"+*, O

Remarque. Lorsqu’on choisit de développer suivant une ligne (ou une colonne), on a tout
intérét a choisir une ligne (ou colonne) comportant beaucoup de zéros. Dans l’exemple suivant,
on développe suivant la deuxieme ligne et par la suite, suivant la dernieére linge (pour les
déterminants 3 x 3).

i (1) 1 (1) 1 11 1 11
=(=1)-1-13 1 1[4+0-|[*[+(=1)-1-|1 3 1[4+0-|x]
bs bl 0 4 0 100
1 0 40
1 1 1 1
= (-1) (—1)-4.|3 -1y 4[=20-3)-(1-3) =6

Proposition 7.7. Si A € M, (K), alors det(AT) = det(A).

Démonstration. Si AT = (b, ;) avec b, ; = a;;, alors

iJ) VEA

det(AT) = > ()b y1)bao(2) Pnom) = D E(0)0(1)1002)2 " Aon) -

oES, oESy

Comme chaque o est une bijection, en réordonnant les facteurs, on a

Ur(1),1%(2),2" " " Aon)n = U,0-1(1)32,6-1(2) """ An,o—1(n)"

De plus e(o~!) = ¢(o), donc

det(AT) = > e(07ay g-1(1)890-1(2) A o—1(n)

0'6571,

et en changeant I'indice de sommation, det(AT) = det(A). O

En mettant ensemble le déterminant de la transposée et la formule de développement
suivant la ligne 4, on obtient la formule de développement du déterminant suivant la colonne

1:
n

det(A) = Z(—l)kﬂ‘ak,i det(Akyi).
k=1
Les formules de développement suivant une ligne ou une colonne permettent de calculer
le déterminant d’une matrice triangulaire. Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure
(ou inférieure) si tous les éléments au-dessous (ou au-dessus) de la diagonale sont nuls.
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Corollaire 7.8 (matrice triangulaire). Si une matrice carrée est triangulaire, alors son déter-
minant est égal au produit des éléments diagonauz.

Démonstration. Supposons que la matrice A = (ai’j) soit triangulaire inférieure. On développe
suivant la premiere ligne, cela donne a; ; multiplié par le déterminant de A, ; qui est aussi une
matrice triangulaire inférieure. On itére le processus. Lorsqu’il s’arréte, on a bien obtenu le
produit des éléments diagonaux. O

En particulier, si A est diagonale, c’est-a-dire A = Diag(ay, ay, ..., a,,), alors son détermi-
nant est égal au produit des éléments diagonaux, c’est-a-dire det(A) = ay - ay---a,,.

Remarque 7.9.

Dans les algorithmes de calcul du déterminant d’une matrice carrée, on se ramene a des

situations triangulaires. Pour ce faire, on utilise la méthode du pivot de Gauss, c’est-
a-dire on utilise des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes des matrices
successives apparaissant lors du calcul.

Les opérations élémentaires dont il est question dans la remarque précédente, sont les
opérations énumérées dans le corollaire 7.3 — établies pour le déterminant d’une famille de
vecteurs dans une base quelconque.

Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Ci-dessous, on rassemble et expriment en termes matriciels les regles a respecter lors du calcul
du déterminant d’une matrice. Ces regles sont utilisées pour faire apparai tre de multiples
zéros dans la matrice en réalisant des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes.

e si une colonne est nulle, le déterminant est nul

e si une colonne est combinaison linéaire des autres, le déterminant est nul

e on ne change pas la valeur d’un déterminant si ’on ajoute a une colonne une combinaison
linéaire des autres

e si ’on multiplie une colonne par un scalaire A, le déterminant est multiplié par A

e sion échange deux colonnes, le déterminant change de signe

« les propriétés précédentes sont aussi valables pour les lignes.

Par exemple, pour le calcul suivant, on rajoute un multiple de la quatriéme colonne & toutes
des autres tels que a, ; = 0 pour ¢ < 3.

2 111 0o 0o 0 1 IR Lo o
1211 |-l 1 0 1_ [T 1_011_‘—1 1 _ s
1121 |-1 0 1 1 I R Rt B R

1112 |-3 -1 -1 2

Pour la troisieme égalité, on a ajouté la deuxiéme colonne a la premiere et puis on a échangé
les deux colonnes.

Exemple 7.10 (déterminant de Vandermonde). Si aq,a,,...,a, € K, alors
1 1 1
ay g Gy
V(ay,...,a,) = ai ay  oan | = H (a; —a;).
: : : 1<i<j<n
art a’;‘_l an~!
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7. Déterminants

Pour voir ceci, on effectue les opérations suivantes (on note L, la ligne 7):

Ly~ Ly —ayLy y Ly g~ Ly g —a Ly, 5 - Ly~ Ly—aly.
Le déterminant V' (ay,...,a,) devient
1 1 e 1 1 1 e 1
0 62LQ—(11 gn—al 0 ay — aq a, — a;
0 a3 — 4109 a, =10, | =0 aglag—ay) - a,(a, —ap)
0 ay '—aay? - a¥ ' —aa? 0 a¥ *(ay—ay) - a' %(a, —ay)
2 12 n 1%n 2 2 1 n n 1

En développant suivant la premiere colonne et en sortant le facteur commun de chacune des
autres colonnes, on a

V(ay,...,a,) =(ag —ay)---(a, —a))V(ay,...,a,).

Le résultat s’ensuit par récurrence.

7.4. Déterminant d’un endomorphisme
On revient & la question concernant le comportement de la composition (voir page 66)

B
End(E) 25 A (K) —%5 K

si la base B est remplacée par une autre base B’. Pour répondre a cette question, il faut relier
cette composition & une application multi-linéaire alternée. L’application linéaire Matg associe

& un endomorphisme ¢ la matrice de décomposition de la famille ordonnée (p(e,),...,¢(e,))
dans la base B = (e;,...,e,). L’application multi-linéaire alternée recherchée apparait na-
turellement si on regarde la matrice de décomposition associée a toute famille de vecteurs
(e(vy),...,0(v,)), c’est-a-dire en considérant le diagramme suivant.
PXXp Ap
E™ E™ nn
deth{ J{dV (7.3)
det

K cB(p) K

Pour une famille de vecteurs (vq,...,v,,), on a (interprétation sur le carré du diagramme; le

triangle sera utilisé dans la démonstration suivante)

detg(p(vy,),...,¢(v,)) = cglye) detg(vy,...,v,),

ol cg(¢p) est une constante qui dépend de I’endomorphisme considéré ainsi que de la base B.
Cette constante est produite par le théoréme-définition 7.1 car detgo(p X -+ X ¢) est une
application n-linéaire alternée. Le théoréme suivant montre en fait que la constante cgz(y) est
indépendante de la base B et par la suite qu’elle est égale au déterminant de Mat%(go).

Théoréme 7.11. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et soit ¢ € L(E). Il existe
une unique constante c¢(p) € K telle que pour toute base B = (eq,...,e,) de E et pour toute
famille ordonnée (vq,...,v,) € E™ on ait

dets(p(v)), ., ¢(v,)) = () dety(oy, .., v,).
De plus, c(p) = det(MatB(¢)).
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7. Déterminants

Démonstration. On a vu dans le diagramme 7.3 qu’il existe une constante cg(y) telle que

dets(0(v)), .. 9(v,)) = () detg(vy, ... v,.).

Pour justifier qu’elle est indépendante de la base B, soit B’ = (e],...,e}) une autre base de
E. Alors
detg (@(vy),...,¢(v,)) = detg/(B) detg(p(vy),...,o(v,)) proposition 7.4, (i)
dety (B) cg(p) detg(vy,...,v,)
cx(p) detg (B) detg(B') dety (v, ...,v,) proposition 7.4, (i)
cg(p) detg (vy,...,v,) proposition 7.4, (ii)
donc cp (@) = cplp), cest-a-dire la constante est indépendante de la base choisie. Pour

identifier cette constante (et donc obtenir son unicité aussi), on utilise le triangle commutatif
du diagramme 7.3 ; en prenant v; = e; pour tout ¢, on a

c(p) = detg(p(ey),. .., p(e,)) = det(Ag(ple), ..., p(e,))) = det(Matg(p)). .

On a démontré dans le théoreme précédent que la constante c¢(p) est le déterminant de
toute matrice associée a 'endomorphisme . Cet élément de K s’appelle le déterminant de ¢
et se note det(yp).

Exemple. Pour idy : E — E on a det(idy) = det([,,) = 1.

Remarque. Le déterminant d’'un endomorphisme est donc une notion intrinseque indépen-
dante de la base choisie contrairement au déterminant d’une famille de vecteurs, notion qui
dépend de la base choisie. En particulier si A est la matrice de ¢ dans la base B, A’ est la
matrice de ¢ dans la base B’ et P est la matrice de passage de B vers B', alors

A =PtAP et det(A') = det(P~' A P) = det(A).

Les deux propositions suivantes établissent les propriétés importantes du déterminant par
rapport a la composition des endomorphismes. Elles sont codées dans ’affirmation

det : L(F) — K est un morphisme de groupes.
Proposition 7.12. Si ¢,¢ € L(E), alors det(p o) = det ¢ det ).

Démonstration. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. D’apres les définition et le théoreme
7.11,

1)y
= detg(p(¥(er)), - p(¥(e,)))

:det( detB(T/J(el)y-" w( 'n,))
)-

det(p o ¥) = detg( o Y(e po(e,))
) )
= det(p) det(y

O

Proposition 7.13. Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et soit ¢ € L(E). L’endo-
morphisme ¢ est bijectif (c’est-d-dire est un automorphisme) si et seulement si det(p) # 0.
De plus, si ¢ est un automorphisme, alors det(¢ =) = 1/ det(yp)
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8. Matrices carrées inversibles et déterminants

Démonstration. L’application ¢ est un automorphisme de E si, et seulement si, la famille
(p(eq),.-.,p(e,)) est libre. D’apres la proposition 7.5, la famille est libre si, et seulement si,

detg(p(ey), ..., e(e,)) # 0. Mais
detp(p(er), -5 ple,)) = det(e),

donc ¢ est un automorphisme si et seulement si det(yp) # 0.
Si ¢ est un automorphisme, on a p o o~ = id - En appliquant le proposition 7.12,

det(p) det(p™!) = det(idg) = 1.
([

Exemple. L’application f : R® — R3, (z,y,2) = (—z+y+ 2,0 —y+ 2,2 +y — z) est un
automorphisme car la matrice de f dans la base canonique est

et son déterminant est égal a 4 # 0.

A travers I'isomorphisme de K-espaces vectoriels £(E) — M,,(K), isomorphisme qui com-
mute avec la composition des endomorphismes et le produit des matrices, les propriétés de
I’application déterminant pour les endomorphismes sont transportées pour les matrices.

Corollaire 7.14. Soient A, B € M,,(K) et soit A € K. Alors
(i) det(AA) = A" det(A) (attention a l’exposant)
(ii) det(AB) = det(A) det(B)
(iii) A est inversible si et seulement si det(A) # 0
(iv) si A est inversible, alors det(A™') = ﬁ(;x)'

Démonstration. Le premier point est établi par récurrence en utilisant la formule de décompo-
sition du déterminant. Pour les autres points, il suffit de considérer les endomorphismes ¢ et
1 de K™ qui ont pour matrices respectives A et B dans la base canonique de K™ et d’appliquer
les propositions précédentes. O

8. Matrices carrées inversibles et déterminants

8.1. Formules pour les coefficients de A~! quand A est inversible

Dans I’exemple de la page 56, on a introduit une méthode algorithmique pour calculer A=,
ou A est une matrice inversible; la méthode consiste a inverser le systeme Ax = y associé a
A. Dans cette section on présente les formules théorique pour les coefficients de A.

On rappelle que pour toute matrice carrée A € M, (K) et pour tous 1 <4,j < n, on note
par Ai, j la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A. Le cofacteur de place
(4,7), ou de a; ;, est I'expression (—1)itJ det(4, ;).

Définition. Soit A = (a; ;) € M, (K). La matrice co(4) = ((—1)"* det(4, ;)) € M, (K) est
appelée la comatrice de A.
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8. Matrices carrées inversibles et déterminants

Lemme 8.1. Soit A € Mat,(K) et soient j # k. Alors la somme des produits des coefficient
de la colonne j par les cofacteurs des coefficients de la colonne k est nulle, c’est-d-dire

n

=1

Démonstration. Soit A’ la matrice obtenue en remplacant dans A la k-éme colonne par la j-
ieme colonne (k # j). On a det(A’) = 0. Or les cofacteurs des coefficients de la k-iéme colonne
de A’ ne dépendent pas de ces coefficients et par conséquent, ce sont aussi les cofacteurs des

coefficients de la k-iéme colonne de A. On obtient la formule
n

0 =det(A") = Z(—l)i+kai7j det(Ai,k)
=1

en développant det(A’) suivant la k-iéme colonne. O

Par transposition, le méme énoncé est vrai pour les lignes de A, c’est-a-dire si i # k, alors

n

Z(—l)”kam det(AkJ) =0.
j=1

Proposition 8.2. Si A € M, (K), alors A-co(AT) = co(AT) - A = det(A) I,,, ou co(AT) est
la comatrice de la transposée de A. De plus, si A est inversible, alors
1

ATl = Jot(A) co(AT). (8.1)

Démonstration. On calcule les coefficients de la matrice produit M = (m, ;) = A - co(AT). Si
on pose co(A") = (b; ), alors b, ) = (=1)7* det((AT); ;) = (1)t det(4, ;) et donc

n
+k
Mg = > a;5b = (=1 a; ; det(4, ;).
j=1 j=1

D’apres la formule du lemme 8.1 (lue pour les lignes) et la formule de décomposition du
déterminant d’apreés une ligne, il s’ensuit que

_ fdet(A) sii=k
0 sii# k.

Donc A - co(AT) = det(A) I,,. On prouve de méme que co(AT) - A = det(A) I,.
Pour finir, on note que la formule pour A~! devient évidente quand A est inversible. [0

b) est inversible, alors A~! = dl_b ( d _b> d’apres la formule
d ad—bc \ —c @
(8.1), car ad —be # 0. Maintenant si A = (a, ;) est une matrice de taille 3 x 3 inversible, alors,

d’aprés cette méme formule,

a

Exemple. Si A =

Qg0 Qg3 @12 G133 A2 G133

aza Q33 az o 0433 Qg2 Qg3

Al — 1 @91 Qg3 a1 Q13 @11 @13
det(A) agq dazs asq 0ag3 ayq1 dg3

Az1 Qg9 @11 Q19 a1 G412

sy Q32 g1 QG329 Az Qg9
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8. Matrices carrées inversibles et déterminants

Du point de vue pratique, la formule (8.1) n’est pas tres efficace car il faut calculer, en
général, le déterminant de A puis n? déterminants d’ordre n — 1. On pourra l'utiliser de
maniere satisfaisante dans les cas n = 2 ou 3 comme indiqué dans ’exemple précédent.

Par la suite, on présente une troisieme méthode d’inversion, celle de Gauss-Jordan. Elle
est de fait la plus efficace et est utilisée dans les algorithmes d’algebre linéaire pour le calcul
de l'inverse. Cette méthode consiste a résoudre simultanément par la méthode de Gauss les
systémes linéaires

—
(aw]
o

AX =

0 0

_

Pour cela on concaténe les matrices A et I, puis on met en ceuvre la méthode du pivot sur
les lignes (entiéres) jusqu’a obtenir a gauche la matrice identité. Il ne faut pas se contenter
de faire apparaitre des zéros sous la diagonale mais aussi au-dessus de celle-ci. Ce que 'on
obtient a la fin du processus a droite de I, est AL

Par exemple, pour calculer I'inverse de la matrice

-1 1 1:100 1 -1 -1i-1 0 0 1 -1 -1:1-1 00
1 =1 1:0 1 0|~]|1 -1 1:0 10|~f0 0 211 10
1 1 -1'00 1 1 1 -1'0 01 0 2 0'!'1 01
1 -1 -1:1-1 0 0 1 =1 -1:-1 0 0
~f0 2 01 01|~]|0 1 0:1 01
00 2:!1 10 00 1 !5 30

10—11—%0% 10010%%

~10 1 0 15 0 5|~[01035 03

00 1'% 30 0013 10

011
On en déduit A~! = % 1 01

110
CALCUL DU RANG D’UNE MATRICE. Soit A = (a,;;) € M, ,(K) et soit k un entier tel que
1 < k < inf(p,n). On appelle déterminant d’ordre k extrait de A, le déterminant de toute

matrice carrée obtenue en supprimant dans A, p — k lignes et n — k colonnes, c’est-a-dire tout

déterminant de la forme

Qipgy 0 Gig gy,

Qi i
oul < <ipg<---<ip<petl<j <jy<---<jp <n. Par exemple, si
a1 Q12 G13 Q14
A= Qg1 Qg2 Q23 Qg4
a3y G322 G33 0A34
Qg1 Qg2 Q43 Qg4
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8. Matrices carrées inversibles et déterminants

Alors
a1 Q12 Q14

a a
1,1 1,4
et (y1 Q9o Ggy

g1 QA3g4

sy A3z Q34

sont des déterminants d’ordre 2 et, respectivement, 3 extraits de A.

Théoréme 8.3. Soit A = (a; ;) € M, (K) et soit p le plus grand entier k < inf(p,n) tel qu’il
existe un déterminant d’ordre k extrait de A non nul. Alors rg(A) = p.

Démonstration. Si A = 0, c’est évident. Soit A = (a, ;) € M, ,(K) une matrice non nulle et
soit 7 =1rg(A). Ona 1l <r <inf(p,n) et 1 < p <inf(p,n). On note par la suite ¢y, ...,c, les
colonnes de A.

On affirme que r > p. En effet, soit

@iy gy aihjp

aiﬂ:jl o aiPajP

une matrice carrée d’ordre p — obtenue en supprimant p — p lignes et n — p colonnes de A
— telle que A, = det(A p) # 0. Il s’ensuit que les colonnes de A, sont libres, donc que les

colonnes ¢; ..., ¢, de A sont libres, c’est-a-dire que r = rg(A) > p.

On affirme que p > r. Pour justifier cette inégalité, soit (c;,, ... 7er) une famille ordonnée
libre extraite de la famille ordonnée (c;,...,c,), o 1 < j; < jy < -+ < j. < n. On considere
la matrice C' = (cj1 er) € M, (K). Comme rg(C) = r, on peut extraire r lignes

linéairement indépendantes de la famille des lignes de C'. Si A, est la matrice carrée d’ordre r
extraite de C, et donc de A. formée avec ces lignes, alors det(A, ) # 0. Par conséquent p > 7.
O

En pratique, pour calculer le rang d’une matrice, I’ancienne méthode basée sur 1’algorithme
du pivot de Gauss est meilleure, c’est-a-dire plus performante (d’ailleurs comme pour le calcul
de l'inverse d’une matrice).

8.2. Systémes de Cramer

Soit n un entier > 1. On considére un systeme linéaire a coefficients dans K ayant n inconnues
Ty, Toy,...,T, et n équations

a11T1 + Q9% + ...+ a2, = b,
() :

Ay 1T+ A oTy + ..+ ay T, = by

n,nwn

Il peut se mettre sous la forme matricielle AX = B ou A = (a; ;)1<; <, € M, (K) est une
matrice carrée, et X = (2;);<;<, € M,,1(K) et B = (b;)1<,<, € M,, ;(K) sont des matrices
colonne. Le déterminant det(_Aj s’appelle le déterminant du systeme.

Le systeme (S) est dit de Cramer si A est inversible autrement dit si det(A) # 0. Dans
ce cas, on peut multiplier par A~! & gauche et on obtient la solution unique X* = A~!'B.
Les formule explicites pour les coefficients de A~! nous permettent de donner des formules
utilisant les déterminants pour la solution X*.
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8. Matrices carrées inversibles et déterminants

Proposition 8.4 (Cramer). Si A est inversible, alors le systéme (de Cramer) AX = B admet
une solution unique donnée par les formules de Cramer,

A Gpp -0 Qg by o a4,
zt = k o A, =] : : : : :
k det(A) ’ k . . : : : ’
a’n,l ce a’n,k—l bn an,k—i—l te an,n
pour tout k = 1,...,n. (Le déterminant A, correspond d la matrice obtenue en remplacant

dans A la k-iéme colonne par la colonne B.)

Démonstration. Soient C,...,C, les colonnes de A et soit B la base canonique de K". On a
det(A) = detz(Cy,...,C,).

n
Puisque X™* est la solution du systéme, on a AX™ = B, c’est-a-dire

Alors, pour tout 1 < k < n,
Ak’ - detB(Cl, o o 7Ck—17B7Ck+17 e ,Cn)
= Zl‘fdetB(Cl,...,Ck,_l,CZ-,Ck,+1,...,Cn)
i=1

= x; det(A).
U

Remarque. Dans le cas d’un systeme linéaire homogene de Cramer, c’est-a-dire quand A est
inversible et B =0, on a

AX =0 sietseulementsi X =0.

(En effet, on sait qu’il y a une unique solution, de plus la solution nulle est évidente donc c’est
la bonne.)

Exemple. On considere le systeme

—z+y+z=1
r—y+z=1
r+y—z=1.
-1 1 1
OnaA=|1 -1 1 |etonadéjavuquedet(A)=4. Donc la solution a les composantes
1 1 -1
O DRSO | U ST | I
1‘1:7 —_ :7 x2:7 :’ xdzf —_ = .
41 1 -1 4 1 1 -1 4 1 1 1

En pratique, dés que n > 4, il faut remarquer que les formules de Cramer ne sont pas efficaces
car il faut calculer un déterminant d’ordre n ainsi que n déterminants d’ordre n — 1.
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A. Déterminant de Sylvester

Soit F' = a,, X" + --- 4+ a; X + a, un polynéme a coefficients dans C de degré m. Pour tout
d > 0, on associe a F' I'application linéaire

g =y :C[X];_; — C[X]y4p_y, P+ FP.

Dans les bases (X971 ..., X, 1) et, respectivement, (X4t"~1 ... X 1), la matrice de y, est
égale a
a, 0 0 - 0 0
a,_; a, 0 - 0 0
Qp_o Qp_1 G 0 0
M, =M} = : : P Mginn(C).
0 0 0 - ag a4
0 0 0 - 0 a

Il est évident que rg(M,;) = d.
Soient F, G € C[X] deux polynomes de degrés m et n respectivement On définit ’application
linéaire ¢ : C[X],_; x C[X],,_; = C[X],,,,,_; associée a ces deux polynémes, définie par

(P,Q) — [¢]PF + QG.

Il est utile de remarquer que

P((P,Q)) = py_1(P) + 1171 (Q).

Le domaine et le codomaine sont des sous-espaces vectoriel de dimension m + n. La ma-
trice carrée de ¢ dans les bases ((X"71,0),...,(X,0),(1,0),(0,X™1),...,(0,X),(0,1)) et
(Xmtn=1"  X,1) est

S(F.G)= (M, MF,)eM (©

m~+n,m—+n

et est appelée la matrice de Sylvester de F' et G.

Théoréme A.1l. Soient F,G € C[X] de degrés m et n respectivement. Les polynomes F
et G ont une racine commune si et seulement si Uapplication de Sylvester ¢ n’est pas un
isomorphisme, c’est-a-dire si et seulement si

det(S(F,G)) = 0.

Démonstration. Si F' et G ont une racine commune a € C, alors F' = (X — a)F, et G =
(X — )G, 1l s’ensuit que

80(G07 —Fo) = GoF — FyG = (X — a)(GoFo - FoGo) =0.

Si F' et G sont premier entre eux, alors en utilisant la relation de Bézout, il existe U et V
de degrés < n — 1 et, respectivement, < m — 1 tels que UF 4+ VG = 1. En utilisant la
division euclidienne, on montre que (XU, XV') — X et ainsi de suite, c’est-a-dire que ¢ est un
isomorphisme. O
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A. Déterminant de Sylvester

Définition A.2. L’expression r(F,G) = det(S(F, G)) s’appelle le résultant des polynémes F
et G.

Exemple. Si F = aX?+bX +cet G = F', alors

a 2a 0
r(F,F')=|b b 2a|=ab®+ 4a’c — 2ab*® = a(4ac — b*) = —aA
c 0 b

ou A est le discriminant de la forme quadratique F. On retrouve le résultat bien connu
suivant : 1'équation aX? +bX + ¢ = 0, a # 0, admet une racine double si et seulement si
A =02 —4dac =0.

Exemple. Si F = aX3 +bX%2 +cX +det G =F', alors

3a

a
boa 2b 3a Z 26b 22 3a C Z 22 3a
r(F,F'Y=1lc b ¢ 2b 3a|=a + 3a .
c c 2b d ¢ ¢ 2b
d c c 2b
d c d c
d c

Le premier déterminant 4 x 4, en développant d’apres la premieére ligne, est égale a

c 2b 3a b 2b 3a b ¢ 3a
D, =a c 2b|—2blc ¢ 2b|+3alc 2b
c d c d c

= ac® — 2b(bc? + 4b*d — 3acd — 2bc?) + 3a(2bed — )
= 2(6abed — ac® — 4b3d + bc?).

Pour le deuxiéme on obtient

b 2b 3a c 2b 3a c b 3a
Dy=blc ¢ 2bl—ald c 2b|+3ald c 2b
d c c d ¢

= b(bc? + 4b%d — 3acd — 2bc?) — a(c® — 2bed) + 3a(c® + 3ad? — 2bed — bed)
= —b?c? + 4b3d — 3abed — ac® + 2abed + 3ac® + 9a*d? — 9abed
= 9a%d?® — 10abed + 2ac® + 4b3d — b2c2.

Donc
r(F,G) = a(27a%d* — 18abed + 4ac® + 4b>d — b*c?).
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