Compléments de cours

@)

Il y a deux affirmations que je voudrais justifier ici; elles sont au cceur de la compréhension
du role que joue les séries entiéres convergentes. Le corollaire 2.4 en est un exemple important.

1. Introduction

On commence par une partie introductive qui tourne autour de la série entiere ), -, 2" et qui
a un caractére combinatoire. On établit ensuite la formule (1.2) qui sera utilisée plus tard.
On consideére la série entiere
u(z) =1+z+224+---.
Son rayon de convergence est égal & 1. Sa somme —— coincide avec la fonction U : z ~— i

1—z
dont le domaine de définition est C \ {1}. La série u représente le développement en série (de

Taylor) de U en 0. On a
u(z) = U(Z)|D(071)‘

e En dérivant successivement

1
l+z+224 =) "= ;
"0 11—z
on obtient, pour tout z € D(0,1), les identités
n+1 1!
142243224 =1 2" =
=) -
2 2!
2:1+43-2244-327+-..=21) Al [ .
= 2 (1—2)3

et donc, par récurrence, pour tout p € N,
n+p\ p!
p! Z ( > 2= oyt
So\ P (L—2)p

c’est-a-dire
1 n+p 1
Zu® () = n_ = _ ,p+l
u?(z) = E < )Z A= =uP" (2). (1.1)

p! o\ P

o On aura besoin de connaitre las puissances de u(z) — 1. Mais u(z) — 1 = zu(z). Alors,
en utilisant (1.1),

P P yP(s) — P ntp—1) . _ m—1\
(u(z) = 1)P =2PuP(z) = 2 %( b1 )z gp<P_1>Z . (1.2)

Dans la derniére égalité on a fait le changement d’indice de sommation m = n + p.



2. Les deux propositions

Proposition 2.1. Soient s(z) = ajz+a,z2 +--- et o(w) = By + Byw+ Bow? + - - - deuz séries
entiéres de rayons de convergence r > 0 et, respectivement p > 0. Alors (cos)(z) est une série
entiere de rayon de convergence R > 0. Explicitement,

R > max{r’ <r|s(D(0,r")) C D(0,p)}.

Figure 1: La composition ¢ = (0 0 s)(z) = o(s(z))

Démonstration. Nous avons vu (par récurrence par exemple en utilisant le résultat du cours)
que les produits s2(z), s3(2), ..., s"(2), ... sont des séries entiéres convergentes de rayon de
convergence > r. Comme le terme libre de s est nul, on a

s(2) = a;z + ay2® +az2® + - -
s(2) = ai2” + (agay + a301)2° + (ayaz + agay + azag) 2" + -
= a22? + 2a,ay2° + (20,05 + ayay)zt 4 -
5°(2) = a}2® + (20,0105 + aya})2" + [ay (20105 + ayay) + 205010y + azai]z’ + -

= a32® 4 3a%ay2" + (3aPay + 2a,05 4+ a2) 2’ + - -

Par la suite on utilisera la notation

sP(z) = Z apn2"

n>p

On pourrait faire l'effort pour décrire explicitement tous les coefficients a,,,, de toutes les
b
puissances de s. Je ne vais pas le faire, car on n’en aura pas besoin. Par contre on aura besoin

d’une description qualitative de ces coefficients :

AFFIRMATION. pour n > p, le coefficient a,, ,, de 2" dans la série entiere sP(z) est une somme

de (Zj) monémes de degré p en les n — 1 premiers coefficients de s(z). De plus, la somme
des indices dans chaque mondéme vaut n.

Le nombre de mondmes apparaissant dans 'expression de du coefficient a,, ,, est le coefficient
correspondant de la série (z + 22 +---)P. On finit en appliquant I'identité (1.2).

Aprés avoir compris la structure des coefficients des puissances s%(z), s3(z), ..., on peut
regarder la composition. On a

k
(@09)(2) = 3 85" = Ao+ 30 B (3 ans) = Ao+ 0 (X Byapa)
1

n>0 n>1 k>n k>1 p=



Pour justifier la convergence et calculer le rayon de convergence de cette série, on regarde la
suite de terme général

\f?@ﬂnqﬁ, (8)
=

pour un réel positif 7 < r. On sait que

1(p')
pln

(')

T./’I’L

o pour p' < p, il existe u(p’) > 0 tel que |5, <

=

o pour ' < r, il existe M(r") > 0 tel que |a,| <

* a,; est une somme de (;:%) monomes de degré p en les k — 1 premiers coefficients de

Alors
k k k / /
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Dong, si on prend 7 tel que
~ r '
< r
RS VIR

la suite de terme général (f) est bornée. Il s’ensuit que la série composée a un rayon de
convergence > 0.

Soit R le rayon de convergence de la série composée et soit ' < R < r. Alors s(r’) € C est
bien défini. La série o converge en s(r’) par le choix de 77/, donc |s(r'))| < p. La valeur de R
en découle. g

Proposition 2.2. Soit s(z) = 2on>00p2" une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Si ¢ € D(0,R), alors la série entiére

s(n) ©

w
n!

n>0

a le rayon de convergence > R — || > 0 et pour tout z € D((, R — |C]),

)
=Y o

n>0



Démonstration. On a

— Z a,z" = Z a,((z=¢)+¢)"

n>0 n>0
SPMATEEED S o W R
n>0 n>0 k=0
=) ( > a, <Z> C”_k) w” (en posant p =n — k)
k>0 “n>k
k
= Z (Zap+k<p+ )Cp>
k>0 \p>0

Il faut d’abord justifier que les coefficients, définis par des séries numériques (complexes),
existent. L’existence est obtenue en remarquant que

i —Zap+k<p+k><p ! dzF (Z“ ? )

p>0

Pour finir, il faut justifier que la série entiere
S b
n>0

a le rayon de convergence strictement positif. On controle la croissance des dérivées d’une série
entiere sur des disques fermés contenus dans son domaine de convergence dans le lemme 2.3
ci-dessous. En ’appliquant, on a

n! "
S Il = 3 LSOOl ul' £ X e, et = T2 5 (Y

n>0 n>0 n>0 n>0

La derniére série est convergente dés que |z — | = |w| < r —[(]. O

Lemme 2.3. Si g(z) = > ¢, 2" est une série entiére de rayon de convergence R, alors pour
chaque r < R, il existe une constante M, > 0 telle que pour tout z € D(0,r),

!
(n) < ni
|g (Z)| —TMT‘ (,r__ |Z’)n+1‘

Démonstration. Comme la série est convergente sur D(0, R), la suite (|c,,|r"™),, est bornée (tend
vers 0), c’est-a-dire il existe M, telle que, pour tout k,

J— /,4” .

Alors, pour z € D(0, R),
Mais, en posant p = |z|, on a

o

dzF dpk" -
Si p < r, on en déduit

d" d" n & r k!
K(2)] < — "< M, — PN o & =rM
Z)|_zn:’6"| dpt? = dph k>o(7“> TdFr—p (= p)F



Corollaire 2.4. Soit I C R un intervalle et soit f : [ — R une fonction réelle.* Si f
admet un développement en série entiere en a € I de rayon de convergence r, alors
1) f est indéfiniment dérivable sur ] —r + a,a +r| et

) .
f(z) = Zw(fﬂ—a)
n>0
pour tout x €] —r+a,a+r[ (on dit que f est développable en série de Taylor en a)
2) f est développement en série de Taylor en tout b €] —r + a,a + r[, le rayon de

convergence étant > r — |b — al.

“Plus généralement, on peut considérer f : 2 — C une fonction complexe, avec {2 un ouvert de C.

Démonstration. La preuve découle de la proposition 2.2 — 1’énoncé du corollaire est une
reformulation de cette proposition qui met en lumiére le caracteére local de 'analiticité et
la signification des coefficients des séries entieres qui apparaissent. O

3. Exercices et applications

Des techniques similaires a celles développées ci-dessus permettent d’établir les résultats suiv-
ants concernant les séries entiéres convergentes :

1. Si ), ~pa,z" est une série de rayon de convergence r > 0 telle que a # 0, alors il existe
une série ) -, b,2" de rayon de convergence > 0 telle que

n n —
(Zanz )(anz ) 1.
n>0 n>0
Les coefficients b,, sont les solutions de systémes linéaires carrés n x n.

2. Sis(z) =3, a,2" est une série de rayon de convergence r > 0 telle que a; # 0, alors
il existe une série t(w) = 3°, 51 b,w" de rayon de convergence > 0 telle que

s(t(w)) =w et t(s(z)) =z

dans les rayons de convergence respectifs.
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