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Algebre linéaire

UN EXERCICE QUI UTILISE LA METHODE DU PIVOT DE GAUSS

D

L’exercice suivant est semblable aux exercices 11 et 13 de la premiére feuille, et 12 de la deuxiéme
feuille. Il fait apparaitre les deux manieres principales de décrire un sous-espace vectoriel : comme
Vect ou comme solution d’un systéme linéaire homogene.

On considere les vecteurs v; = (1,1,0,1), vy = (1,2,1,3), v3 = (—-1,0,1,1) et v, = (0,1, -1, —2)
de R?, et on pose
S = Vect(vy,...,vy).

1) Extraire de la famille {v;,...,v,} une base pour le sous-espace vectoriel S; compléter cette
base & une base de R,

2) Décrire S C R* comme solution d’un systéme linéaire homogene.

Solution.
Pour étudier les relations de dépendance linéaires entre les vecteurs de la famille {v,...,v,} on
consiere la combinaison linéaire nule

tl'U]_ + tQUQ + t3'U3 + t4U4 = O

En utlisant la forme des vecteurs v,

on obtient le systéme linéaire homogene

ou encore, en écriture matricielle,

11 -1 0 "

1
12 0 1 0
01 1 -1 -
13 1 -2/ \ty

Les vecteurs v;, 1 < j < 4, sont les colonnes de la matrice associée au systéme (x).

On applique la méthode du pivot de Gauss (en travaillant avec les équations, c’est-a-dire avec les
lignes de la matrice associée).

11 -1 0 y 11 -1 0 y

1 1
12 0 1 01 1 1 _
01 1 -1 01 1 —1|]°
13 1 -2/ \U 02 2 —32) \i4
10 -2 -1\ , 10 -2 0\ 4

1 1
01 1 1 PSR KU S SV el IO
00 0 (=2~ oo o 1|{:]"
00 0 —4) \lu 00 0 0/ \l

On est arrivé a une matrice échelonnée; l'algorithme est fini. La forme de la matrice échelonnée
nous permet d’en déduire les faits suivants.
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» Le sous-espace des solutions du systéme (x) est obtenu en prenant ¢4 comme parametre. C'est
I’inconnue qui ne correspond pas a un pivot! On a

t — 2t =0 t, = 2t4
ty + 13 =0 et donc ty = —13

Il s’ensuit que l'espace des solutions (x) est

{(2t5, —t3,5,0) | t3 € R} = Vect((2, —1,1,0)).

On a obtenu un sous-espace vectoriel dans R* car on avait commnecé avec quatre vecteurs.
En général si on commence avec n vecteurs, on obtient un sous-espace vectoriel (celui des
relations de dépendance linéaire) dans R™. Donc, ce R* n’a pas de liaison avec le R* des
vecteurs initiaux!

+ Pour les vecteurs v;, 1 < j < 4, Pargument précédent offre plusieurs informations:

(1) La combinaison linéaire 2v; — v, 4 v4 est nulle. En particulier, les vecteurs v,, v, et vy

sont liés.

(2) Les vecteurs vy, v, et v, forment une base du sous-espace S = Vect(vy,...,v,) C R*. Ce
sont les colonnes (ou vecteurs) qui correspondent aux inconnues pivot dans ’algorithme
précédent.

(3) Les vecteurs vy, vy, v, et (0,0,0,1) forment une base de R*. On a rajouté le vecteur de
la base canonique qui complete le pivot manquant en considérant les lignes.

Pour répondre a la deuxiéme question, il faut revenir a l'algorithme de Gauss et 'enrichir
légérement. Un vecteur général de 'espace R* dans lequel vivent les vecteurs v;, 1 < j <4, est de
la forme

V= X1€1 + Toey + Tg€g + Tyey.
On appelle les réels T, les coordonnées de v dans la base canonique (eq,...,e,). En insérant la
colonne des coordonnées de v dans ’algorithme du pivot de Gauss, on obtient

11 -1 0 x4 1 1 -1 0 Ty 1 1 -1 O T
12 0 1 x4 — 01 1 1 @zp—2| 101 1 1 -—x+uz,
01 1 -1 x4 o1 1 -1 T 101 1 -1 T
13 1 -2 =z 02 2 -2 z4—x 0 2 2 -2 —x +ux
10 -2 -1 z, — (=1 +2y) 10 -2 -1 2z, —xy
o0 0 -2 3:3—(—:Ul+x2) 10 0 O 1 —%1—!-%2—%
1 0 -2 0 *
01 1 O *
00 0 1 —% + % — %3

Le vecteur v appartient a S si, et seulement si, la matrice finale est échemonnée avec trois pivots.
Donc S est décrit par I’équation linéaire

T, Ty T
S 0:x1—2x2+x4+4<—21+ 22—23):—301—2;103—1—3:4.



