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Algebre linéaire 1

CONTROLE CONINUE NO 2
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Toute réponse non justifiée ne vaudra aucun point.
Téléphones, ordinateurs, calculatrices sont interdits.

Exercice 1. Soit f, : R3 — R? I’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique B de R3
est
2 -1 1
MCL — MatB,B(fa) — _1 _1 _]. ,
a 2 2
ol a est un parametre réel.
1) Etudier le noyau de f, en fonction de a.
2) Présenter, en fonction de a, I'image de f, comme Vect, puis comme solution d'un systéme
linéaire.
Solution.

Les sous-espaces (et leurs équations) associés a une application linéaire sont obtenus en utilisant
I’algorithme de Gauss. Je vais 'appliquer en travaillant avec les lignes.

1) On a, ol (Y, Yo, y3) sont les coordonnées associées a la base canonique du R? d’arrivée,

2 -1 1 y 2 -1 1 m 3/2 0 1 y1 — 3(y1 + 4)
-1 -1 -1 y| ~ 1 =2 0 yty [~ 1 -2 0 Y1+t Y2
a 2 2y a—4 4 0 y3—2y a—2 0 0 -2y +y3—|—2(y1 + ys)

La derniére matrice, dans laquelle on a fait apparaitre les deux pivots, devient

3/2 01 Sy — 59,
1 =20 y+y,
a—2 0 0 2y,+y;

On en déduit que le rang de la matrice M, vaut 3 si a # 2 et 2 si a = 2. Donc, le noyau de f, est
nul si @ # 2. Si a = 2, alors ker(f,) est donné par la solution du systéeme

3/2 0 1) (71) _ 0
1 -2 0 ol
T3
En résolvant avec x; comme parametre, on obtient

ker(f,) = {(xlv %:Ul’ _g$1)

x, € R} = Vect((2,1, —-3)).

2) L’étude de 'image se fait en fonction de la valeur 2 rencontrée ci-dessus. Si a # 2, alors le
rang de f, est 3, c’est-a-dire I'image est R3. Le systéme qui la caractérise est le systéme nul, 0 = 0
(tout vecteur satisfait ce systéme).

Si a = 2 alors, en utilisant les pivots du point précédent,

Hn(fQ) = VeCt((_L _172)7 (17 _1a 2)) : 2y2 + Y3 = 0.
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Exercice 2. Soit ¢ : R? — R? ’endomorphisme définie par

oleg) =e; —2ey, @ley) =2e; —4des, @(eg) = —ey + e,

ot B = (ey, eq,€3) est la base canonique de R?.
1) Donner la matrice associée a ¢ dans la base canonique, c’est-a-dire MatB’B(gp).
2) On note v; = (2, -1, —-4), v, = (2,0, —4) et v4 = (0,1, —1).
a) Montrer que C = (vy,vy,v3) est une base de R3.
b) Calculer (p(vj), 1 < j < 3 et exprimer ces vecteurs dans la base C.
¢) Donner Mat; ¢(¢), la matrice de ¢ dans la base C.
3) En utilisant le point précédent éventuellement, déterminer le noyau de .
4) L’application ¢ est-elle une projection ?
5) Quelle formule relie les matrices Maty () et Mate () ? Ecrire explicitement les matrices
apparaissant dans cette formule.

Solution.
1) On a
1 2 0
0 -4 1

2) On applique le pivot de Gauss sur la matrice des coordonnées des vecteurs v; dans la base
canonnique. On obtient

2 2 0 2 2 0 2 2 0
P=1-1 0 11 ~1-1 0 1 ~ =1 0 0
-4 —4 -1 0 0 -1 0 0 -1

Donc rank(P) = 3, le nombre de pivots. On en déduit que C est une base.
Comme

1 2 0
Matg 5(p) Cglvy) = [ -2 0 — 0| = Cplep(vy)),
0 -4 0
1 2 2
Matg 5(¢) Cp(vy) = [ -2 0 — 0 | =Cplp(vy))
0 -4 —4
et
1 2 0 0
Matg g(p) Cglvg) = | =2 0 —1 1 + = Cp(p(vs)),
0 —4 1 -1

on en déduit que

Donc



3) Comme le rang de Mat; () est 2, on a ker(p) = Vect(v;).
4) Comme Matcyc(g0)2 # Mat (i), ¢ n'est pas une projection.

5) La formule de changement de base est

Matcyc(go) = Pass¢ MatB,B(cp) Passp o = p1 Mat&B(gp)P.

L’inverse de P est calculée par I'algorithme de Gauss:
2 2 0100 2 2 0100 110%00
-1 0 1010|~]|-5-400T1T1f~]J010 35 11
-4 -4 -10 0 1 4 4 1 0 0 1 001 -2 01
100 -2 -1 -1
~ 1010 3 1 1
001 -2 0 1
2 -1 -1
Ona P != g 1 1 |, donc la formule explicite est
-2 1
000 2 -1 -1 1 2 0 2 2 0
01 1]=(3%2 1 1||-2 0 -1f|f-1 0 1
0 01 -2 0 1 0 -4 1 -4 —4 -1

Exercice 3. On considére 'application linéaire h : Ry[X]| — R,[X] définie par
h(P)= (X —1)P' — X%P".

1) Déterminer la matrice A = Maty y(h) de h, ot X = (1, X, X?2) est la base canonique de
Ry [X].

2) Donner des bases pour le noyau et 'image de h.

3) Trouver des bases B et C telles que B = Mat; 5(h), la matrice associée a h dans les bases B
et C, soit nulle a 'exception des premiers rg(h) coefficients de la diagonale égaux a 1.

4) Ecrire explicitement la formule qui relie A et B.

Solution.
1) Ona
h(1)=0
h(X)=-14+X
h(X?) = —2X,
donc
0 -1 0
0 0 0

2) ker(h) = Vect(1) et im(h) = Vect(1, X).
3) On considére C = (—1 + X, —2X, X?) (les deux premiers vecteurs correspondent aux deux
derniére colonnes de A et sont une base de I'image) et B = (X, X2,1). Alors

1
0

O = O
o O O



4) On a
B = Mat, g(h) = Pass; y Maty y(h) Passy g = Pass; y A Passy 5.

Exercice 4 (Questions de cours). On consideére 1'espace vectoriel R? et on note B = (e, ey, €3)
la base canonique et x;, z, et x5 les coordonnées associées. Les questions suivantes sont indépen-
dantes.

1) Soit p : R3 — R? la projection sur Vect(e,, e3) de direction Vect(e;). Donner la matrice de p
dans la base canonique.

2) Soit ¢ : R® — R? la projection sur Vect(e,, e3) de direction Vect(e; + 2e,). Donner la matrice
de g dans la base canonique.

3) Existe-il une application linéaire ¢ : R3 — R3 qui vérifie

ple; +ey) =€, +ey, @leg—ey+es) =ey+eg et e +3ey —eg) =2 + €9 — €57
Si oui, donner un exemple en explicitant ¢(z;, x4, z5). Si non, justifier pourquoi.

4) Existe-t-il une application linéaire f : R® — R? telle que ker(f) = Vect(e; — eq,e3) et
el € im(f), ou (€}, eh) est la base canonique de R?? Si oui, donner un exemple en explicitant
f(zq, x4, x4). Sinon, justifier pourquoi.

5) Existe-t-il un endomorphisme g : R3 — R3 tel que dim(im(g)) = 2 et dim(ker(g)Nim(g)) = 1?7
Si oui, donner un exemple en explicitant g(z;, x4, 3). Si non, justifier pourquoi.

Solution.
0
1
2) Comme q(eq) = q(eg + 265 — 2e5) = qle; + 2e5) — 2q(ey) = —2e,,
0

1

3) Oui, car la méme relation de dépendance linéaire est satisfaites par les trois vecteurs et leurs
images. Explicitement,

(€1 —eg +e3) + (e +3ey — e3) = 2(eg + e5)
et
(eg +e3) + (26 + ey —e3) = 2(eg + €5).

Comme exemple on peut prendre 'application dont la matrice associée dans la base B est

1 0 -1
10 0
00 1

o000
110

5) D’apres les hypothese et la formule du rang, on a dim(ker(g)) =1 et ker(g) C im(g). Comme
exemple, on peut prendre I’endomorphisme dont la matrice associée dans la base canonique est

010
0 01
0 00

Baréme indicatif: 3 —7—4 — 6



