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Toute réponse non justifiée ne vaudra aucun point.
Téléphones, ordinateurs, calculatrices sont interdits.

On rappelle que si f : U — V est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de
dimensions finies, et si B est une base de U et C est une base de V, alors Mat; 5 ou Mat5 dénote
la matrice associée a f dans les bases B et C.

Exercice 1 (Questions de cours). Pour chacune des questions ci-dessous donner une justification,
c’est-a-dire un argument accompagné d’un exemple ou un contre-exemple, si possible.

1) L’application f : Ry[X]| — R,y[X] définie par g(P) = (X — 2)P” — X P’ est-elle un endomor-
phisme ?

2) L’application g : Ry[X] — R,[X] définie par g(P) = P” — (P')? est-elle un endomorphisme ?

3) Existe-t-il un endomorphisme f : R? — R3 tel que

ker(f) = Vect(e; +e5) et im(f) = Vect(ey, eq)?

4) Existe-t-il un endomorphisme f : R? — R3 tel que dim(im(f)) = 2 et im(f) C ker(f)?

5) Existe-t-il un endomorphisme f : R3 — R? tel que dim(im(f)) = 1 et im(f) C ker(f)?

6) Soient A € M,, ,(R), z € M, ;(R) et b € M,, ;(R). On note M la matrice de taille m x (n+1)
ayant comme n premieres colonnes celles de A et comme derniére colonne b. Si rang(A) = r et
rang(M) =r + 1, o r < min{m, n}, combien de solutions admet le systéme linéaire Az =b?

Solution.

1) Oui, car si P = qy+ a; X + a,X?, alors
f(P) = (X —2)2ay — X(a; +2a,X) = —4day + (—a; + 2a5)X — 2a2X2

c’est-a-dire

ag 0 0 -4\ [q
Cy(P)=1a;|— |0 -1 2 a, | =0 AC,(P)
Qg 0 0 =2/ \ay

ot X = (1, X, X?) est la base canonique de R,[X]. Donc f est linéaire avec A la matrice associée
dans la base canonique.

2) g n’est pas linéaire car
9(2X) = -4 # -2 =2g(X).

3) Oui, car
3 =1+ 2= dim(ker(f) + dim(im(f)).

Par exemple, la matrice
0
-1
0

O = O
= o O

définit une telle application linéaire dans la base canonique.
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4) Non, car si im(f) C ker(f), alors
dim(ker(f)) > dim(im(f)) = 2.
Donc, d’aprés le théoreme du rang,
3 = dim(ker()) + dim(im(f)) > 4

qui est impossible.

5) Oui, car le théoreme du rang n’est pas violé par 'hypothése. Comme ci-dessus, on arrive a
3 = dim(ker(f)) + dim(im(f)) > 2.
Par exemple, on peut prendre I'application linéaire définie par
ep,69 — 0 et e3> €.

6) Aucune, car un systéme linéaire est résoluble si et seulement si rang(A) = rang(M).

Exercice 2. Soit f : R* — R3 I’application linéaire définie par

dans les coordonnées associées aux bases canoniques C, et respectivement Cs.

1) Donner la matrice associée a f dans les bases canoniques, c’est-a-dire T' = Mat,, . ()

2) Déterminer le noyau et 'image de f en produisant une base pour chacun des sous-espaces.

3) Déterminer aussi un systeme d’équations linéaires dont ’espace des solutions est I'image de f.

4) Choisir de nouvelles bases B, et B; de R* et R3 respectivement, telles que f applique les
premiers vecteurs de B, sur les premiers vecteurs de By et applique les autres sur le vecteur nul.

5) Donner la matrice associée a f dans les bases B, et Bj, c’est-a-dire S = Matg, 5, (f). Donner
les matrices de passage de C, a B, et de C; a B respectivement.

6) Les matrices T et S sont-elles équivalentes? Les matrices T et S sont-elles semblables ?
Justifier votre réponse.

Solution.
2 -1 0 1
1) T= Matcgjcél(f) =11 1 -1 -1
0 3 -2 -3

2) On applique 'algorithme de Gauss en pensant aussi aux équations de 'image de f.

2 -1 0 1 y -3 2 3 y -2
11 -1 =1 y| ~ 1 -1 -1y,

0 0 0 y—2y,+uys
—1/2 0 1/2  yy+yy/2
—-3/2 1 3/2 Ys3/2

O O O = O

Il s’ensuit que
lm(f) = Vect((2, ]-7 0)7 (07 ]-7 2)) ‘Y — 2y2 + Ys = 0

et que
ker(f) = Vect((1,2,3,0),(—1,0,—-3,2)).

3) On a vu que im(f) est définie par y; — 2y, + y3 = 0.



4) Comme f(e;) =(2,1,0) et f(e;) = (0,—1,—2), on choisit

84 == (61, *63, (]., 2, 3, 0)7 (*1, 0, *3, 2))

et
B; =((2,1,0),(0,1,2),(1,0,0)).
5) On a
1 0 0O
S = Mat83784(f) == 0 ]. 0 O
0 00 O
et
oL o
P:Passc4754: 01 3 -3l Q:Passc&lgaz 1 10
000 2 020

6) Les matrices T et S sont équivalentes ; on a S = Q~'TP. Elles ne peuvent pas étre semblables
car elles ne sont pas carrées.

Exercice 3. Soient v; = (cosf,sinf) et vy, = (—sinf,cosf) deux vecteurs de R?, ou § € R est
fixé.

1) Montrer que B = (v;,vy) est une base de R2.

2) Rappeler la définition de sp, p,, la symétrie par rapport a F) et de direction Fj, ou R? =
F, @ F.

3) On pose F; = Vect(vj). Donner la matrice de 'endomorphisme sp, p, dans la base B.

4) Calculer la matrice de sp, p, dans la base canonique.

5) Ecrire dans la base canonique les matrices de toutes les symétries qui invarient I’ensemble des

trois vecteurs
(00 (-39).(-1-2))

(On rappelle qu'une fonction f : X — X invarie un sous-ensemble S C X si pour tout élément
xe€ S,ona f(zr)€S.)

Solution.

1) Les vecteurs v; et vy engendrent R? car
(cos@)vy — (sinf)vy = (1,0)

et
(sinf)v; + (cosf)v, = (0,1).

Donc B est une base de R2.

2) Par définition SELP ¢ R? — R? applique le vecteur w = W +Wp, SUr Wp —Wg,, OU W, € Fj.

1 0
3) On a MatB(SF17F2) — (O _1>

4) Si on note par C la base canonique, alors

Pass., . — cosf —sind o Pass. . — cos@ sinf
CB ™ \sinf cosf BC ™\ —ginf cosh /"



On obtient

Matc (SFl,FQ) — PaSSC’B MatB(SFl,FQ) PaSSB,C

_ [cosf —sinf 1 0 cos@ sinf
“ \sinf cosé 0 —1/ \—sinf cosé
_ [cos®  sinf cosf sinf

" \sin@ —cosh) \ —sinf cosh

- <C082 0 —sin26 2sin @ cos 6 )

2sinf cos®  —cos?f +sin?0

_ [cos(20)  sin(26)
~ \sin(20) —cos(26) )"

5) 8§ = Sp, F,» avec les notations ci-dessus, invarie I'ensemble

X = {(10)(;\§><;?>}

si et seulement si 0 =0, 6 = 5 et 0 = %ﬂ Donc les matrices recherchées sont

o -1 \Lva ) ¢ |y 1)
2 2 2 2
Pour voir ceci, soit Sy la matrice de sy dans la base canonique, avec 6 € [0, 7[. Alors
1\  [cos(20) 1 V3 1 V3
So (o) - (sin(20)> < {(1’0)’ <_ 272 )(_ 2 2 ) '

On obtient trois possibilités pour (Z?ﬁgg;) avec les solutions 0, 7/3 et 27/3 dans [0, 7|

Remarque. On peut démontrer que si s est une symétrie qui invarie I’ensemble X, alors elle est
du type sy. Soit s = sy, une symétrie telle que

s((1,0)) = (1,0) et 4(-2?)):(-5-?)

Alors

donc s((0,1)) = —(0,1).
Le calcul a été fait dans la base canonique. Si on supposait

AN (50 s (5-%)

alors on aurait da travailler dans la base formée avec les vecteurs (voir la figure 1)

4= (39) (-5

272 27 2



Figure 1: La symétrie qui fixe u; et échange les deux vecteurs noirs vérifie s(u;) = u,
et s(uy) = —u,.

Exercice 4. Soit T : R — R" une application linéaire telle que im(7") = ker(T').
1) Montrer que n est pair.
2) Donner un exemple d’une telle application pour n = 4.
3) Montrer que 7?2 = 0.

Solution.

1) D’apres le théoréeme du rang
n = dim(ker(7)) 4+ dim(im(7")) = 2 dim(ker(7)),

donc n est pair.
2) Un exemple est ’application dont la matrice dans la base canonique est

0010
0 0 01
0000
00 00

3) Soit v € R™. On a

car w = T'(v) € im(T) = ker(T).

Baréme indicatif: 6 — 7 —5 — 2



