LISTES DE DEVELOPPEMENTS POSSIBLES EN ANALYSE

o=

= S

= e

e el e e
e I e

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

POUR L’AGREGATION

ETIENNE MANN

SOMMAIRE

Inversion de Fourier
Théoreme de Banach-Steinhaus
Sous-groupes de (R, +)
Les Cantor
LP est complet pour p entre 1 et +o0
Théoreéme de Liapounov
Théoréme de Miintz et déterminant de Gram
Théoréme des fonctions implicites et d’inversion locale
Point de Fermat
Théoremes de Stampacchia et de Lax-Milgram
Lemme de Milnor, lemme de non rétraction, théoreéme de
Brouwer et théoreme de la sphére chevelue
Condition de jauge pour une boule unité
Projection sur un convexe fermé dans un Hilbert
Point fixe attractif, répulsif ou superattractif et un exemple
Quelques résultats sur la fonction I'
Deux équations, deux inconnues
Théoreme de Stone-Weierstrass
Théoreme d’Ascoli (version compacte) et H(2) n’est pas
normable
Théoreme de Sharkovski
Méthode de Laplace
Théoreme de Borel
Exemple d'une fonction continue nulle part dérivable
Densité des fonctions nulle part dérivables
Théoreme de Bernstein
Théoreme de Hanh-Banach version analytique
Méthode numérique de résolution d’équation différentielle
Théoreme de Riesz
Les différentes définitions des sous-variétés
Etude de v/ = 4% — z
Théoreme d’Abel et théoreme de Tauber faible

Date: Septembre 2000.

00~ 1O OO i i W I

11
13
14
15
18
18

19
22
24
25
25
26
26
27
27
30
31
33
34
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31. Exercices d’oral et quelques idées 36

1. INVERSION DE FOURIER

Cf : Rudin Analyse réelle et complexe 3¢ édition, p.221 et sq.
On note Cp(R) I'ensemble des fonctions qui tendent vers 0 en 'infini.

Théoréme 1 (Inversion de Fourier). Si f et f sont dans L' et si

1 S
Vr eR, g(z ——/ t)etdt
o) = = [ 0
alors g € Cy(R) et g = f presque partout.

Remarques sur la preuve :

(1) Dans la preuve de 9.10, on utilise plutét Holder que Jensen.

(2) Pour la fin de 9.10 (les trois dernieres lignes), démontrer directement
9.10 en adaptant la démonstration de 9.5. Je vais étre un peu plus
précis : (je reprends les notations de Rudin)

Lemme 1. Soit g une fonction continue en 0, bornée sur R alors

lim Rg(y)hx(y)dy = 9(0).

Preuve : Un calcul direct montre que pour tout n > 0 on a :

lim hy(z)dz = 0.
A=0J|z>n (@)

Soit € > 0, comme g est continue en 0 il existe n > 0 tel que pour
|z|] <monalg(x)—g(0)] <e. On adonc les majorations suivantes :

[ ot~ g(O)hA(y)dy‘

ha()g(y)dy — g<o>\

R

< 2suplg)] [ ma@)dy +
yeR |z|>n

Ainsi quand A tend vers 0 on a le résultat.

Puis pour démontrer la fin de 9.10 (les fameuses trois dernieres
lignes) on va poser g(y) = ||f, — f||p qui est bornée par 2| f|5.

On va montrer que g est continue en 0 puis le lemme nous donnera
la conclusion de 9.10.

On sait que C.(R) est dense dans L, soit k € C.(R) telle que
|k — fll <&, onaky(x)=k(z—y)et ||k, — fyll, <e
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deplus ||k, — k|| = / |k(z —y) — k(z)[Pdz. Or lin% |y — k|5 =0
R y=
car k est continue. D’ou

Ify = Fllp < Iy —Eyllp + ky — Kllp + Ik = fllp
< e+4+e+¢

Ce qui montre la continuité de g en 0.
(3) Lire aussi le poly de Faraut p.120 (attention ce poly n’est pas autorisé
aux oraux)?.

Remarque : Faire aussi le lien avec les approximations de I'unité pour
le produit de convolution : pourquoi 'unité n’existe pas (cf Schwarz T4) 7. ..
Bref une petite révision du produit de convolution. A ce propos, pour f et g
dans L!(R) on a f*g dans L*(R), mais ceci n’est pas si simple car on utilise
le théoréme de Fubini et ce n’est pas si clair que f(z —y)g(y) est mesurable
par rapport & R? (Cf Rudin p.208 et p.12).

2. THEOREME DE BANACH-STEINHAUS
Cf : Gourdon analyse p.398-399.

Théoréme 2 (Théoreme de Banach-Steinhaus). Soient £ un espace de Ba-
nach et F' un espace vectoriel normé. On note L.(E, F), l’espace vectoriel
des applications linéaires continues de E dans F' muni de la norme usuelle.
Soit H une partie de L.(E, F') alors on a :

o ou bien (|| f||)fen est borné,
e ou bien sup || f(z)|Fp = +oo.

Remarques :
(1) Dans Gourdon, il pose Qi = {x € E|sup || f(z)|| > k} et il affirme
feHd

que 2, est ouvert or cela mérite, & mon humble avis, une justification
(cf Madere Développements d’analyse).
(2) Revoir les espaces de Baire dans Gourdon.
Applications :

(1) Soit (fn)nen une suite d’applications continues de F dans F' qui
converge simplement vers une fonction f de E vers F. Alors f est
une application linéaire continue.

(2) 1l existe des fonctions continues et 2m-périodiques différentes de leur
série de Fourier.

Remarques :

(1) Pour l'application 2, Gourdon explicite une telle fonction (p.262 exo
4). Jai entendu qu’il y avait un probléme dans cette démonstration
alors il faut faire attention.

Ipourrait paraitre un jour chez Espaces34/Belin.
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sin(z)

dx est semi-convergente et
x

connaitre un moyen de caluler sa somme.

+o00o
(2) I faut aussi savoir pourquoi /
0

3. SOUS-GROUPES DE (R, +)
Cf : Gourdon, analyse p.199

Théoréme 3. Soient G un sous-groupe de (R,+) et G # {0}. Alors G
vérifie une des deux assertions suivantes :

(i) 3m > 0 tel que G =m - Z,
(ii) G est dense dans R.

Remarque : C’est peut-étre un peu trop facile et trop classique mais
parfois a 'oral on est bien content d’avoir un développement comme ¢a sous
la main!

Une petite variante : Soit P une partie de R stable par addition qui
contient au moins un nombre strictement positif et un nombre strictement
négatif. Alors on a :

(¢7) I3m >0 tel que P =m - Z,
(77) P est dense dans R.

Remarque : Je n’ai pas de référence pour cette variante mais la dé-
monstration est la méme que pour le théoréme 3.
Applications :

(1) Soient a et b deux nombres réels non nuls. On a 1’équivalence suiv-
ante :

a-Z+b-Z est dense dans R si et seulement si % ¢ Q.

(2) Soient a et b deux réels strictement positifs. On a 1’équivalence
suivante :

a-N—1>b-N est dense dans R si et seulement si % ¢ Q.

(3) En déduire que I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up )nen
définie par u,, = sin(n) est l'intervalle [—1, 1].

4. LES CANTOR
Cf : Chambert-Loir, Analyse tome 1 et Gourdon, Analyse p.63.

Théoreéme 4. L’ensemble triadique de Cantor, noté Ks, est :

(i) de mesure nulle,

(ii) compact,

(iii) d’intérieur vide,

(iv) égal a {x € [0,1] tels que x = Zaif%*i avec a; € {0,2}},
i>1

(v) sans point isolé,
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(vi) totalement discontinu.

Remarques :

(1) Chambert-Loir n’est jamais clair? et il y a toujours des erreurs, donc
faire tres attention.

(2) Attention = est dans K3 donc (iv) serait faux, mais si on prend I’ autre
écriture décimale i.e. 1 =0.999... c’est bon tout est cohérent.

(3) II existe aussi des Cantors de mesure non nulle (on les appelle les
Cantors gras) ayant les mémes propriétés (cf Faraut). On peut con-
struire des Cantor gras de mesure arbitraire dans [0, 1].

(4) Connaitre aussi l'escalier de Cantor. .. (cf Hauchecorne)

5. LP EST COMPLET POUR p ENTRE 1 ET 400
Cf : Rudin Analyse réelle et complexe 3¢ édition p.83.

Théoreme 5. LP est complet pour p entre 1 et +oo.

Remarques :

(1) Ce résultat découle en partie du lemme de Fatou sauf pour p = 4o0c.
(2) Par contre, la démonstration nous donne un résultat important qui
est utile notamment dans I'inversion de Fourier.

Ce résultat est le suivant :

Corollaire 1. Soit p un nombre réel tel que 1 < p < 400 et soit (fn)neN
une suite de Cauchy dans LP possédant une limite f. Il existe une sous suite
de (fn)nen qui converge ponctuellement presque partout vers f.

6. THEOREME DE LIAPOUNOV

Cf : Rouviére Petit guide du calcul différentiel p.130

Théoréme 6 (Théoréme de Liapounov). Soit le systéme différentiel y' =
f(W), y(0) = x ou f est une fonction de classe C* de R™ dans R™ vérifiant
f(0) = 0. Si la matrice Df(0) a toutes ses valeurs propres de parties réelles
strictement négatives, l'origine est un point d’équilibre attractif.

Remarques :

(1) En fait 'origine est asymptotiquement stable (ceci n’est pas précisé
dans Rouviere).

(2) Tres bon développement.

(3) Comprendre d’ou sortent les majorations du début (¢a vient de
'algebre linéaire).

(4) Avoir une petite idée sur les fonctions de Liapounov.

2ou plutot : n’est pas toujours tres clair. ..
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7. THEOREME DE MUNTZ ET DETERMINANT DE GRAM

Cf : Gourdon Algebre p.2509.
Soient F un espace préhilbertien réel et z1,...,x, n vecteurs de E. On
note G(x1,...,,) le déterminant de la matrice [(x;,7;)]; j)ene

Théoréme 7 (Déterminant de Gram). Soient E un espace préhilbertien
réel, V un sous-espace vectoriel de E muni d’une base (e1,...,e,). Soit x
dans E, alors la distance d de V' a x vérifie :

G(elv' . 76n7$)

2
TP

Remarques :
(1) Quand a-t-on V@ V+=FE ?
(2) Pourquoi la distance de x € E & un sous-espace V' de E vaut ||z —
p(z)]| ou p est la projection orthogonale sur V7
(3) Faire la comparaison entre la dimension finie et la dimension infinie
sur des problemes de projections orthogonales, de plus petite dis-
tance a une partie, de fermeture des sous-espaces,. ..

Application : Dans Gourdon algebre p.262 il y a un exemple de calcul
d’une intégrale avec le déterminant de Cauchy et le déterminant de Gram.

Proposition 1 (Gourdon algebre p.144). Pour i € {1,...,n} soient a; et

b; appartenant a R tels que a; + b; soient non nuls pouri € {1,...,n} alors
on a :
IT (@—a) I &0
< > 1<i<j<n 1<i<j<n
det =
@i+ b5/ i j)ef1,n)? Il (ai+0))
1<i,5<n

Théoréme 8 (Théorémes de Miintz (Gourdon Analyse p.286)). (1) On
appelle By, Uespace (x™, ... ,z%") et E = (% );en. Alors E est dense
dans (C°([0,1],R), ||.|[2) si et seulement si la série

1
E — diverge.
Qn
neN

(2) Soit (an)nen une suite strictement croissante de termes positifs et
avec ag = 0 et telle que la limite des o, soit strictement supérieure
a 1. Alors E est dense dans (CY([0,1],R), ||.||s) i et seulement si

la série
r
E — diverge.
an
n>1

Remarques :
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(1) Noter que la norme infinie est la norme “naturelle” de ’ensemble des

(2)

fonctions continues sur [0, 1] car cet espace est complet pour cette
norme.

Remarquer l'endroit ou on utilise ap = 0 : c’est pour ajuster la
constante pour la primitive ~ de g (comme ap = 0 on a les constantes
dans ).

8. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES ET D’INVERSION LOCALE

Cf : Laudenbach p.62 et p.66.

Remarques :

(1)
(2)
(3)

C’est des théoremes FONDAMENTAUX.

Bien les maitriser c’est essentiel, voir des applications dans Rouviere.
Comprendre leurs interprétations géométriques et faire le lien avec
la méthode de Newton.

9. PoINT DE FERMAT

Cf : Rouviere p.358.

Proposition 2 (Point de Fermat). Soit ABC un triangle dont tous les angles

C e , 4T . . o
sont inférieurs a 3 on cherche le minimum de la fontion définie par :

f(M)=MA+ MB + MC.

Le point cherché est le point P tel que

@:@:@:%ﬁ.

Remarques :

(1)

(2)

Comme la fonction qui & M associe M A n’est pas différentiable en
A, on différentie f sur R? —{A, B, C'} puis on regarde ce qui se passe
pour M proche de A, B et C.

Si on construit trois triangles équilatéraux en utilisant les cotés de
ABC alors P est I'intersection des cercles circonscrits aux triangles
équilatéraux ; mais c’est aussi l'intersection des droites AA’, BB’ et
CC’ (avec des notations évidentes).

. (oo 2
Que se passe-t-il si 'angle en A est supérieur & — ?

Dans la démonstration, on sait que la fonction f admet un mini-
mum dans le plan (par la compacité) : soit P ce minimum. Le calcul

différentiel nous dit que les angles APB, BPC et CPA mesurent

2 . . .
—, ainsi P est 'intersection d’arcs capables. Or si 'angle en A est

i
supérieur & —, il n’y a pas d’intersection et donc pour tout point
M du plan df (M) # 0 ainsi f atteint son minimum en A, B ou C.
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C/

A
; B’

A/
FIGURE 1. Point de Fermat

Attention, j’ai tendance a dire : “df (M) # 0 donc pas de minimum”,
pas vous ? ... Tant mieux!

10. THEOREMES DE STAMPACCHIA ET DE LAX-MILGRAM

Cf . Brézis p.83
Ici H désigne un espace de Hilbert.

Théoréme 9 (Théoreme de Stamppacchia). Soit a(-,-) une forme bilinéaire
continue et coercive définie sur H? et soit K un convexe fermé non vide.
Soit ® € H' alors il existe un unique vecteur u dans K tel que pour tout v
dans K on a : a(u,v —u) > ®(v — u).

De plus, si a(-,-) est symétrique, alors u est caractérisé par :

we K
%a(u,u) — ®(u) = min (%a(v,v) - <I>(v))

veK

Remarque : C’est une application du théoreme de point fixe de Picard
(comme l'inversion locale et Cauchy-Lipshitz).
Corollaire 2 (Lax-Milgram Brézis p.84). Soit a(-,-) une forme bilinéaire

continue et coercive définie sur H? alors pour tout ® € H' tel que pour tout
veH

a(u,v) = ®(v)
De plus st a(-,-) est symétrique alors u est caractérisé par
ue H
1 . 1
Ea(u,u) — ®(u) = min (Ea(v,v) — <I>(v)> .
Remarque : Il faut absolument savoir & quoi servent ces théoreémes,

lire au moins Brézis p.119 pour les idées.
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11. LEMME DE MILNOR, LEMME DE NON RETRACTION, THEOREME DE
BROUWER ET THEOREME DE LA SPHERE CHEVELUE

Cf : Leborgne p.36 pour l'essentiel, Chambert-Loir Analyse 3 p.178 et
Gonnord p.64.

Lemme 2 (Lemme de Milnor). Soit A un compact de R™, U un voisinage
de A et v un champ de vecteurs C*® sur U i.e. v : U — R"™.
Pour tout t € R on définit

v : U — R"
r — z+tu(x)
Alors pour tout voisinage V. ouvert de A, ot V inclus dans U, relativement
compact il existe tg > 0 tel que vy restreint a V' soit un C*° difféomorphisme
de V' sur v (V') et vol(vi(A)) un polynéme en t.

Un petit bout de preuve : Dans la démonstration, on montre le
théoreme des accroissements finis sur un compact pour avoir la condition
de Lipschitz suivante :

il existe C' > 0 tel que pour tout z,y € V on a : ||v(z) —v(y)| < Cllz — 9|

En effet, recouvrons V par un nombre fini de boules Bi,..., B, incluses

dans U. On peut choisir les boules telles que les B; soient incluses dans U
a — _

en prenant des boules de rayons 3 oua=d(V,U¢ >0 (car V est compact

et U° est fermé).
Comme les B; sont compactes et v est C' alors pour tout x € B; il existe
k; € R tel que
ldv(z)|| < ki = sup |[dv(z)]].
TEB;
Puis on utilise I'inégalité “classique” des accroissements finis (car v est O
et B; est convexe), v est donc lipschitzienne sur B;.

Soit K = ?mx }(kl) Pour tous z,y € B;on a ||v(z)—v(y)| < K-||lz—y|.
i€{l,....p
Puis sur

p
VXV— U(BZ XBZ)
=1

qui est compact (fermé dans un compact), ||z — y|| est minorée par § > 0 (la
distance est continue sur un compact donc elle atteint son minimum). On
peut alors définir la fonction suivante :

VXV—O(BZ-xBi) 5 R
- lo(z) — vw)l|

|z —yl|
Cette fonction est continue sur un compact donc elle est minorée par K'. Si
on pose C' = max(K, K') alors on a la condition cherchée.

(z,y) —
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Théoréme 10 (lemme de non rétraction). Soit S"~! la sphére euclidienne
de R™, il n’existe pas d’application C*

f :Bf — 571
laissant chaque point de S™~1 fize.

Remarques sur la preuve :

(1) Dire qu'une fonction est C'* sur un fermé, c’est dire, par définition,
qu’elle est C'°° sur un ouvert qui contient ce fermé.

(2) Pour montrer que v¢(int(B")) = int(B") voir Gonnord p.64 (on utilise
la définition de la connexité).

Corollaire 3 (Théoréme de Brouwer version C*). Soit f : B" — B™ une
application C*°. Alors f admet un point fire dans B".

Remarques :

(1) Dans Leborgne, il donne ensuite une version ou f est simplement
supposée continue, ce qui utilise forcément le théoreme de Weier-
strass (de méme pour le lemme de non rétraction ).

(2) C’est standard, de passer par le lemme de non rétraction pour dé-
montrer Brouwer car en fait ces énoncés sont équivalents.

(3) Le théoreme reste vrai si on suppose au lieu d’une boule fermée un
compact convexe d’intérieur non vide : ce dernier est homéomorphe
a la boule unité.

(4) Au siecle dernier, on s’est demandé si Porbite de la terre était sta-
ble. On a fait des observations et on s’est apercu que son orbite
varie et qu’elle n’est pas réellement périodique. Les scientifiques se
pencherent sur la question et Poincaré eut I'idée de modéliser le prob-
leme en fixant un plan orthogonal au plan de 'orbite terrestre et de
noter I’endroit ou la terre traverse ce plan. Ainsi on est ramené a
un probleme plan et on a une fonction du plan dans lui-méme qui
est continue (c’est les équations physiques qui nous le donnent). On
remarque que les lieux ou la terre traverse ce plan est dans un disque
; on applique Brouwer est donc il existe une orbite stable proche de
celle ou se trouve Porbite terrestre. Ceci ne répond pas compléte-
ment a la question mais quand méme ca rassure : c’est typiquement
une réponse d’agrégatif ...

Application : Champ rentrant dans la sphére (Chambert-Loir analyse
3 p.77). Soit v un champ de vecteurs continu dans R", c’est-a-dire une
application continue v : R™ — R"™. Supposons v rentrant dans la sphere
unité, c’est-a-dire que pour tout z € S"~1  on a (z,V(z)) <0

Alors v s’annule en un point de B".

Remarque : Je trouve que la démonstration de I'application n’est pas
terrible et plutot bourrine mais bon. ..
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Théoréme 11 (Théoreme C'* de la sphére chevelue (Leborgne p.40)). Soit
f une fonction C* de R™ —{0} dans R™ telle que pour tout x dans R™—{0},
(f(x),z) = 0. Alors si n est impair, ’équation f(x) = 0 a au moins une
solution.

Remarques :

(1) Dans la preuve on a I'implication suivante : comme v;(A) = AvV1 + 2,
alors vol(vi(A)) = vol(A)(v1 + t?)". En effet on passe d’un volume
a autre par une homothétie.

(2) On a aussi la version ou f est supposée continue.

Corollaire 4 (La “vraie” shere chevelue). Il n’eziste pas de fonction continue
de S?F — R+ telle que pour tout x € S?* (f(x),x) =0 et f(x) # 0.

Remarques :

(1) Ce théoreme dit simplement que tout champ de vecteurs continu
tangent a la sphere de dimension paire doit s’annuler, c’es-a-dire
qu’on ne peut pas coiffer une sphere dans R?*! sans avoir un épi.

(2) Sila dimensoin de la sphére est impaire, il y un contre exemple dans
Gonnord p.62. Sinon,c’est clair en dimension 1 (cf la figure 2) et
pour le cas général (avec la méme idée) on considere S?"~1 c C»
et le champ de vecteurs qui & = dans S?"~! associe iz. On a bien
ix orthogonal a x : en effet multiplier par ¢ revient a faire une
rotation d’angle § ou, pour ceux qui préferent, dans C" on a un
produit hermitien ((z,t) = z1t1 + ... + 2pt,) et donc un produit
scalaire qui est la partie réelle du produit hermitien. On a bien
Ré((iz,T)) = Ré(i|z||*) = 0.

FiGURE 2. Champ de vecteurs sur le cercle

12. CONDITION DE JAUGE POUR UNE BOULE UNITE

Cf : Rouviere p.8 et p.15
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Lemme 3 (Rouviere p.8). Soit E un espace vectoriel normé pas forcé-
ment de dimension finie. Dans la définition d’une norme on peut remplacer
linégalité triangulaire par :

{z € E,||z|| <1} est un convere.

Théoréme 12 (Rouviere p.15). Soit E un espace vectoriel normé de di-
mensoin finie sur R. Une partie K est convexe, compacte, symétrique par
rapport a O et voisinage de 0 si et seulement si K est la boule unité fermée
pour une norme.

Remarques :

(1) Les deux démonstrations sont simples.

(2) La deuxiéme fait intervenir la jauge d’un convexe ce qui une notion
importante. En effet la jauge d’un convexe est une semi-norme et
ceci permet de passer de la version analytique du théoreme de Hahn-
Banach a la version géométrique (cf Brézis).

(3) Sion prend un disque centré en 0 dans R? alors sa jauge est la norme
euclidienne, si on prend un carré c’est la norme infinie ou la norme
1 (selon la position du carré).

Application : Soit H un “vrai” hexagone symétrique par rapport a 0 et
d’intérieur non vide alors il existe un plan P dans R? et un cube C' centré
en 0 tels que C'N P soit le bord de 'hexagone H.

Preuve : Elle n’est faite nulle part (autant que je sache). D’abord comme
H est symétrique, H est convexe et ses cOtés opposés sont paralleles, on note
D; et D} les cotés paralleles. 11 existe une forme linéaire oy de R? dans R
telle que

Dy = {x € R? tel que ay(x) = 1}.
En fait il suffit de prendre un vecteur unitaire u; orthogonal & D1 et on a
a1(y) = (u1,y). On fait de méme pour chaque D; est on a construit trois
formes linéaires a1, as et ag qui vérifient D; = {x € R? tel que a;(z) = 1}.

Le théoreme 12 appliqué a H nous dit que la jauge de H est une norme
(on la note jg) et H est la boule unité fermée pour cette norme.

Peut-on avoir une expression plus simple de cette norme 7

Oui, on a en fait

Ju(y) = max(la1(y)], ez (y)], [es(y)])

car 'ensemble des points y du plan tels que |a;(y)| < 1 est la zone entre D; et
D]. Ainsi’ensemble des points y qui vérifient max (| (y)], |a2(y)|, |as(y)|) <
1 est exactement H.

Soit f Papplication de R? dans R? qui & y associe (a1(y), a2(y), az(y)).
L’application f étant une immersion, 'image de f est un plan P dans R3.
On munit R3 de la norme infinie, la boule unité est un cube noté C' ; on a
donc

CNP={yecR?tel que ||[f(¥)|s <1} = 0H

par définition de H.
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Remarque : Rien a dire c¢’est superbe !

13. PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME DANS UN HILBERT
Cf : Brézis p.79. Ici aussi, H est un espace de Hilbert.

Théoréme 13 (Théoréme de projection dans un Hilbert). Soit K un con-
vexe fermé non vide de H. Pour tout f € H, il existe un unique u € K tel

que |f —u| = min|f —].

De plus u est caractérisé par la propriété :

u € K,
Vvoe K ona (f—uv—u)<O0.
Si on note Pk f =u on a aussi
Vfi,fa € H on a |Pk f1 — Pk fa| < |f1 — fal-

Remarque : Bien comprendre Iinterprétation géométrique de la dé-
monstration de I'unicité du projeté.

Corollaire 5. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de H. Soit f € H
alors u = Py f est caractérisé par :

u € M,
Yve M on a (f —u,v) <O0.

De plus Py est linéaire.

Application : Polynoéme de meilleure approximation quadratique (De-

b
mailly p.54). Soit E la partie des éléments de C(]a, b]) tels que || |2 = 4 / f?(z)dx

soit finie. Soit w € C(]a, b]) tel que
b
Vn € N,/ z"w(x)dz soit finie.

Alors il existe un unique polynéme 7, de degré inférieur a n tel que
”f - TnHQ = dQ(fa Pn)

Le polynéme 7, est appelé le meilleur polynéme d’approximation quadra-
tique de f a l'ordre n.

Remarque : Peut-étre un peu classique mais ’application est bonne.
Dans un plan il faut toujours mettre une application a un théoréme un peu
abstrait.

On peut aussi se poser des questions sur la fonction distance d’un point
a une partie (si elle est continue, différentiable...). Le théoréme suivant
donne des réponses.

Théoréme 14 (Théoréeme de Motzkin (cf sujet ENS Lyon-Cachan 1999)).
Soit C' un fermé de R™, les propriétés suivantes sont équivlentes :
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(i) C est conveze.
(ii) Pourtout x € R™, il existe un unique ¢ € C tel que d(z,c) = do(z) = nelg d(z,y).
y
(iii) La fonctin dc est de classe C* sur R™\C.

14. POINT FIXE ATTRACTIF, REPULSIF OU SUPERATTRACTIF ET UN
EXEMPLE

Cf : Rouviéere p.137, Leichtnam Tome 3 p.26, Gourdon p.219.

Proposition 3 (Rouvieére p.137). Soient I un intervalle de R et f une
fonction de classe C? de I dans R et a € I un point fize de f. On considére

la suite (up)nen définie par
{ ug € 1
Upt1 = f(un)

(i) Si|f'(a)] <1 alors a est attractif et
Tnt1 — @ ~ntoo f'(a)(zn — a).
(ii) Si f'(a) =0 et f” non nulle sur I alors a est superatractif et

1"(@) @n — a)?

Tp+1 — A ~Yp—too 9
(iii) Si [f'(a)] > 1 alors a est répulsif et x,, ne tend pas vers a.

Exercices :(Leichtnam T 3 p.26)
Soit f : Ry — R4 continue telle que f(z) = z(1 — az“¢p(z)) o a >
0,a >0 et lim+ o(x) = 1.
z—0

(1) Montrer que pour ug petit la suite (uy,),en définie par u,+1 = f(u,)
tend vers 0 en décroissant.

(2) Chercher § € R tel que ug T1— ug soit équivalente a une constante.
K
En déduire que uy, ~p—qo0 —-
na
Application : Gourdon analyse p.279. On considére la suite (u,)nen
définie par
elo. 2]
U =
0= 1"

Upt1 = sin(uy).

/3 3V3log(n) log(n)
Montrer que u, = \/;— 0n/n +o0 (nﬂn))

Remarques :
(1) Ce développement est assez simple car il n’y pas de difficulté théorique
mais il n’est fait nulle part en un seul bloc.
(2) L’exercice est une méthode génerale pour trouver un équivalent d’une
suite récurrente. Mais il faut faire attention aux hypotheses (notam-
ment f définie sur R, ).
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Exemple :Pour f(z) = ze™® =z — 22 + o(2?), si ug > 0, la suite u,, est

équivalente & — et si up < 0, comme f(x) < x alors u,, tend vers —oo .
n

15. QUELQUES RESULTATS SUR LA FONCTION I’

Cf: Zuily-Quéfélec, Bost, Rudin, Chambert-Loir, Gourdon analyse, Schwartz
T 4.

Pour x € R% on pose :

(1) I(z) = /0 T ety

15.1. La fonction I' sur Rj_.

Proposition 4. On a les trois propriétés suivantes :
(i) L’integrale (1) converge.
(ii) La fonction T' est C*° sur ]0, +o0].
(i) Pour tout x >0, I'(z+1) = 2I'(z) et pourn € N on a I'(n+1) =n!

Remarque : Pour (i) et (i) c’est Zuily-Quéfélec p.305 et pour (ii7),
c’est Bost p.70.

Proposition 5 (Une caractérisation de I'). Soit f une fonction définie sur
R%  qui vérifie :
(i) f(z+1) = f(=).
(i) 7(1) = 1.
(iii) f est logarithmiquement convexe sur RY inclus dans Dy.
Alors f =1 sur R,

Remarques :

(1) Les références sont Rudin analyse réelle et complexe p.94 (37¢™€ édi-
tion) et Chambert-Loir p.53 T 2.

(2) (2) et (i) ne sufisent pas a caractériser I' : prendre f(z) = z sur |0, 1]
et f(1) =1 et la prolonger sur R avec (i7). Ainsi, on s’apercoit que
la condition de log convexité est tres forte.

(3) De plus cette démonstration nous dit que

Tyl
I'(z) = lim v .
n—+oo (x +n)...(x+ 1)z
n"n!
Attention, il faut aussi montrer que lim existe
n—+too (x+n)...(z+ 1)z
pour z €]0, 1].

T

n®n!

Pour cela posons g, = nll}}rloo @+n).. @+ Dz

pour z €]0,1].

(z + n)gn(z)

Une des inégalités de la démonstration nous dit que : g,_1(z) <
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or g,(x) > 0. Donc pour tout x €]0,1], (g,(x))nen est décroissante
et minorée donc convergente.

(4) Quand on a cette formule, on est proche de la formule des complé-
ments dans le cas réel :

1 a T.o
e | Gl

Ceci est fait dans Gourdon analyse p.294 et ¢a utilise le développe-
ment on produit infini du sinus qui est démontré dans Gourdon anal-
yse p.260.

15.2. La fonction I' dans le plan complexe.

+oo

Proposition 6 (Bost p.73). L’intégrale I'(z) = / e~ ldt est absolu-
0

ment convergente pour tout z € C tel que Ré(z) > 0 et définit une fonction

holomorphe sur le demi plan

{z € C| Ré(z) > 0}.

Remarque : Le théoreme du prolongement analytique montre que pour
tout z € C tel que Ré(z) > 0on aI'(z+ 1) = 2I'(2).
Conséquences (Bost p.74):

(1) Ainsi pour Ré(z) >0 on a :

P(z) = I'(z+n)

2(z+1)...(z+n—-1)

pour tout n € N*.

Cette identité montre que I' admet un prolongement méromorphe
sur C — {—N}.
(=1)"

n!

(2) Tous les entiers négatifs sont des poles simples et Rés(I', —n) =

Proposition 7 (Zuily-Quéfélec p.306). Pour Ré(z) >0 on a

z

n®n!

P(z) = ngrfoo (z+n)...(z24+ 1)z

Commentaires sur la preuve :

(1) On veut utiliser le théoréme suivant :
soit une suite (f,)nen de fonctions holomorphes qui converge uni-
formément sur tout compact vers f alors f est holomorphe.
(2) Pour k assez grand on peut prendre la détermination principale du
log.
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(3) Pour montrer que

n

z 1
Z (log(1 + E) — zlog(1 + E))
k=E(R)+1

converge uniformément sur {z € C tel que |z| < R} vers une fonction
holomorphe, on peut regarder dans Chambert Loir T 2 p.115.

Remarque : Ici on ne se sert pas des résultats qu’on a démontrés dans
la partie 15.1 sinon on aurait pu aller plus vite.

15.3. Lien entre I' et B(p,q). Pour Ré(p) et Ré(q) > 0, on définit

ERee)
Bpa) = [ ol- o
0
Proposition 8 (Schwartz T 4 p.400). Pour Ré(p) et Ré(q) > 0 on a

I'(p)L'(q)

Blp.g) = L(p+q)

Conséquences :

too 11
(1) L’intégrale de Wallis : W(r) = / cos"(0)d0 = B <T + —>.
0

2 2
(2) F(%)—\/Eet

()60

Proposition 9 (Formule des compléments “le retour” (Schwartz p.402)).
Pour ze C—7 on a :
™

Fz)ra-z) =

sin(mz)’

Remarque : La démonstration se fait en utilisant la formule des résidus,
les calculs sont difficiles méme si on peut s’aider de la page 391.

15.4. Une application de la fonction T.

Proposition 10 (Chambert Loir T 1 p.205). Le volume de la boule unité n
dimensionnelle est

Remarque : Dans Schwartz T 4 p.401, il y a un récapitulatif des aires
et des volumes des boules unités.
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16. DEUX EQUATIONS, DEUX INCONNUES
Cf : Rouviere p.199
Exemple : Soit (u,v) € R,
(1) Rappeler la discussion du systéme linéaire
ar + by = u
cx + dy = v

ou a,b,c et d sont dans R.
(2) Soit U un ouvert de R? et

¢ U — R?
(@,y) r— oz, y) = (f(z,9),9(z,y))
une fonction de classe C!. Discuter le systéme

{1 =

selon le rang de Da.
(3) Exemple : on pose :

flz,y) = ——= 2

(2,1) 22 +y
x, = —
9glz,y Y

Remarque : “Moi, personnellement je” trouve ce développement bien
car pas trop dur et il donne une vue plus générale des systémes linéaires.
De plus il utilise le théoréeme d’inversion locale qui est, rappelons le, FON-
DAMENTAL (1)

17. THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS

Cf : Dieudonné Fondements de I'analyse moderne p.139. On note Cr(F)
I’ensemble des fonctions continues de R dans E.

Théoréme 15. Soit E un espace métrique compact. Si une sous algébre A
de Cr(E) contient les fonctions constantes et sépare les points de E alors A
est dense dans l’espace de Banach (Cr(E),||-]|co)-

Remarques :

(1) Que lalgebre A sépare les points signifie que pour tout z,y € E il
existe f € A telle que f(z) # f(y).

(2) On munit Cr(F) de la norme infinie car cette norme rend I’espace
complet. C’est aussi pour cela que 'ensemble des fonctions holomor-
phes est muni de la convergence uniforme sur tous compacts.

Attention la complétude n’est pas une notion topologique mais
métrique.
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(3) Le théoreme est faux pour Cc(F). Il faut rajouter aux hypothéses:
“si feAalors fe A

Applications :

(1) Soit E une partie compacte de R™, A = {polynémes a coefficient
réels a n variables}. Comme A est inclus dans Cr(E), A est dense
dans Cr(F).

(2) Soit S! le cercle. C’est un espace topologique compact. Soit A
I’algebre engendrée par les constantes et les fonctions (e’),.cz. Elle
est incluse dans C(S*, C) et e’ sépare les points. Ainsi toute fonction
2m-périodique continue est limite uniforme d’un polynome trigonométrique.

Remarque : L’application 2 donne la réponse & un probléme impor-
tant. En effet, Fourier voulait résoudre I’équation de la chaleur, pour cela
il sépara les variables (i.e. il cherchait la solution sous la forme f(x)g(t)
ce qui se justifie en physique car la variable spatiale = et indépendante de
la variable temporelle ¢) et il trouva une solution. Puis il postulait qu’il
les avait toutes. Les mathématiciens se pencherent sur la question et c’est
I’analyse hilbertienne et I'application 2 qui démontra ce résultat. Pour cela
regarder Zuily-Quéfélec et Brézis.

18. THEOREME D’ASCOLI (VERSION COMPACTE) ET H(§) N’EST PAS
NORMABLE

Cf : Vautier-Prat, Zuily-Quéfélec, Dieudonné (Fondements de Panalyse
moderne), Serge Lang (Analyse réelle).

On note C'(X, F') ensemble des fonctions continues de X dans F'.
18.1. Le théoréme d’Ascoli.

Théoréme 16 (Théoreme d’Ascoli (Lang p.220)). Soit X une partie com-
pacte d’un espace métrique, soit F' un espace de Banach et soit ® une partie
de (C(X,F),|.llc)- La partie & est relativement compacte si et seulement
St

(1) elle est est équicontinue sur X et
(2) pour tout x € X, la partie

O(z) = {f(z)| f € ®}
est relativement compacte.
L’exemple fondamental : (Vautier-Prat p.38) Soient E et F' des es-

paces normés, {2 un ouvert de FE et A une famille d’applications dérivables
de €) dans F telle que :

IM telle que Vz € Q,Vf € A, |f'(2)| < M.

Alors A est équicontinue.
Preuve : On va montrer que A est équicontinue en tout = de 2. Pour
x € il existe une boule B(x,n) incluse dans Q. Or B(z,7n) est convexe.
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Ainsi, d’apres le théoréme des accroissements finis, pour tout y € B(z,n) et
pour tout f € A on a

[f(z) = f(y)| < Mllz —y|| < Mn.
Pour tout € > 0 on choisit m = min (%, n ) et donc A est équicontinue
sur 2.

Remarque : On peut simplement supposer que pour tout = € € il
existe un voisinage convexe V(x) de x tel que :

IM > 0 telle que Vy € V(z),Vf € Aon a |f'(y)| < M.
18.2. Application du théoréme d’Ascoli (Vautier-Prat p.36).

Théoréme 17. Soit Q un ouvert non vide de C. Les compacts de H(2) sont
les fermés bornés (H(Q2) est muni de la topologie de la convergence uniforme
sur toul compact).

Définition 1. Soit A C H(RQ), A est bornée si pour tout compact K il
existe une constante Mg telle que pour tout z € K, pour tout f € A on a

[f(2)] < M.

Preuve : La démonstration n’est faite nulle part.
(1) Soit A compact de H(2) alors A est fermé. Montrons que A est
borné (on ne sait pas si H(2) est métrisable).
Soit K un compact de €2, on note px(f) = sup |f(z)|. Soit € > 0.
zeK

Ac | Brl(f,e) ot Bi(f.e) = {g € H(Q) tels que px(f — g) < }.
feA

On en tire un sous-recouvrement fini, c¢’est-a-dire qu’il existe f1,..., fn

telles que A C U Bk (f,¢)).
Soit f € A allzll's f € Br(fiy-€), i.e.
Vze K [f(z)] < |f(2) = fio(2)] + |fio (2)]
< e+ fig(2).

Donc pour tout z € K, on a [f(2)] < e+ max (sup|fi(2)])
ie{l.n} zeK

Ainsi A est borné (normal un compact est toujours fermé et borné).
(2) Réciproquement, supposons A fermé et borné et on va montrer que :

(i) A est équicontinu
(i) A(z) = {f(z), f € A} est relativement compact.

Puis par Ascoli modifié (il y a plusieurs versions d’Ascoli, ici on
utilise celle o1 X n’est pas supposé compact, cf la remarque ci-
dessous).

Pour (iz) : A est borné donc pour tout compact K IM(K) > 0
telle que Vz € K, Vf € Aon a |f(z)| < Mk.
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Soit x € Q on note A(z) = {f(x), f € A} or IM(K) > 0 telle que
Vz € K alors Vf € Aon a |f(z)] < M(K). Donc A(z) est borné
dans C.

En d’autres termes, A(z) est relativement compact pour tout = €
Q.

Pour (i) : Soit a € Q et r > 0 tel que D¢(a,r) C 2, alors comme
A est borné

dM, telle que Vf € A, Vz € Dy(a,r)
on ait [f(z)| < M.
/ My
Par Cauchy on a |f'(a)| < - et pour

z € Dy (a, g) , ona Dy (z, g) C Dy(a,r).
Ainsi par Cauchy sur D¢(a,7/2) on a

2M 4
7)< 24—y

et pour tout a € € il existe un voisinage V'(a) de a inclus dans
D¢(a,r/2) tel que pour tout z € V(a) et pour tout f € A on ait

[f'(2) < M.
D’apres 'exemple fondamental A est équicontinue sur €.

Remarques :

(1)

(2)
(3)

Il y a ce théoreme dans Cartan Théorie élémentaire des fonctions
analytiques d’une ou plusieurs variables complexes p.165 mais il ne
le démontre pas de cette maniéere.

La version d’Ascoli est dans Vautier-Prat, elle est un peu plus générale
que celle de Lang.

Voila pourquoi je me suis intéressé a ce résultat : on montre facile-
ment que H(2) muni de la convergence uniforme sur tout compact
n’est pas normable (par contre il est métrique) car sinon la boule
unité fermée serait compacte ce qui contredirait le théoreme de Riesz
(cf le paragraphe 27 ) car H(2) est de dimension infinie.

Théoréme 18 ( Zuily- Quéfelec p.151 ). Soient  un ouvert non vide de
C et AC H(Q), la partie A est localement bornée si et seulement si A est
relativement compact dans (H(2),0).

Remarque : 0 est la métrique suivante :

(5(f,g) _ ZQ—n pn(f _g>

n>1 1+pn(f_g)

ou K, = B¢(0,n) NQ et p,(f) = sup (| f(2)])-

zeEKn
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19. THEOREME DE SHARKOVSKI

Cf : Katok Hassselblatt p.490, Intro to the modern theory of dynamical
systeme. Ce livre est a la galerie, quand on monte les escaliers il est sur le
rayon de gauche et il a une couverture rouge.

Théoreme 19. Soit f une fonction continue de R dans R, si f a un point
3-périodique alors f a un point périodique & tout ordre.

Remarque : — Est-ce qu’il existe une fonction qui a un point 3-
périodique 7 — Oui par l'interpolation de Lagrange.

Notation : Soient I et J deux intervalles fermés de R, I — J signifie
que J C f(I) alors que I = J signifie que f(I) = J.
Lemme 4. Soient I et K deuz intervalles de R et K est compact. Si

J — K alors il existe un intervalle L fermé inclus dans J tel que L = K.

Preuve :

On pose K = [a,b]. Par le théoremes des valeurs intermédiaires soient
x € J tel que f(z) =aet yeJtel que f(y) =b.

On peut supposer sans perdre de généralité que = < y.

A

FIGURE 3

Comme f(J)est compaet Sbliestnfexdut, g|[tel que f(t) =
a}, retxd car J —— Kseétuam’ eneemoll vide,emedjber'm ’
et s =mfiu @,[y] tel que f(u)stebgoferim ensomn ). On
ar < setd] centi En effet , nKussdainsr f{]) car 1’image
dunmntereaddt umt éreagdhr une bamcémue. Par ldabsur
supposong gajenle enmwip s alon aturai

(1)o8 It e, s] tel que f(t)oprsellthdalme deseuat
int eraddires asswenetliee duin s’ @& ,[t] tel que f(s’) = b et
s < s’ ce qui ctohat meiidnifel il e s .

(2) Sodt @,s] tel que f(tgrsebmed s@mnement con-
tretdla maxitehdéeir.

Fhnaldmentrf (s[]) = K.
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Lemme 5. Soit J un intervalle compact. Si J C f(J), alors f a un point

fize.

Preuve : Si J = [a,b] comme J — J il existe c et d € [a,b] tels que :

fle) = a < cet

J@ = b > d

On pose alors g(z) = f(z) —x et on a g(d) > 0 et g(c) < 0. Ainsi, on
applique le théoréme des valeurs intermédiaires & g et on conclut que f a un
point fixe.

Lemme 6. Si Iy — [ — -+ — I, alors il existe un intervalle A, C Iy
tel que fM(Ap) =1, et pour k =0,...,n on a : fF(A,) C I.

Preuve : On va le démontrer par récurrence sur n.

Pour n =1, c’est le lemme 4.

Supposons la propriété vraie au rang n, on applique 'hypothese de réc-
curence & I — --- — I, 41. Il existe A, C I tel que pour k =0,...,n
on a fF(Ay) C Ipyq et pour Iy — A, on applique le cas n = 1. Ainsi il
existe A, 41 C Iy tel que pour tout k= 0,...,n+ 1, f¥(Ani1) C I

Ainsi le résultat est démontré par récurrence.

Lemme 7. Soit Iop — Iy — -+ — In_1 — I, alors il existe x € Iy tel
que pour i =1,...,n—1 on a f'(x) € I; et f*(x) = x.

Preuve : D’apres le lemme 6, il existe A,, C Iy tel que pour k =0,...,n—
Lona fF(A,) C I et fM(A,) = Io.

Comme A,, C Ipon a f"(A,) = Iy et A,, C Iy. Or f™ est continue de A,
dans I alors le lemme 5 nous donne l'existence de x € A, tel que f™(z) =z
et le lemme 6 assure que x € A, et f¥(z) € I pour k=1,...,n — 1.

Preuve du théoréme : Soit ¢ un point 3-périodique, son orbite est
I'ensemble {a, f(a), f?(a)}. On peut supposer sans perdre de généralité que
a < f(a) < f?(a). On pose alors I = [a, f(a)] et J = [f(a), f*(a)]. Le
théoreme des valeurs itermédiaires implique que I — J et J — T U J.

OnaJ—1etJ— J. On considere le diagramme suivant, :

I = JO
Pour construire un point n-périodique on considere le diagramme :
lI—J—J—--+-—J—Tavecn — 1 fois J.

Le lemme 7 nous dit qu’il existe = € I tel que f*(x) =z et f¥(x) € J pour
k=1,...,n—1. Il faut vérifier que f*(x) # = pour k = 1,...,n—1. Comme
zel=la f(a)] et fF(x) € J=[f(a), f*(a)] (car INJT={f(a)}).

Si z = f(a) alors x est un point 3-périodique.

Siz # f(a) alors f*(z) # 2 pour k =1,...,n—1. Carsi f¥ = f(a) alors
fFot2 — ¢ qui est dans J N I et ceci est absurde d’apres le lemme 7.

Remarques :
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(1) Dans le livre il y a le “vrai théoréme” de Sharkovski quelques pages
plus loin.

(2) Ce développement est “magique” car le résultat est surprenant et la
démonstration n’utilise que des choses simples.

20. METHODE DE LAPLACE
Cf : Gourdon analyse p.160, Leitchnam T 1 analyse p.112.

Théoréme 20. Soient g et h deux fonctions : ]0,00[— R continues telles
que :
+0o0
(i) l9(x)|e" @ dz converge.

(ii) Elgo > 0 tel que V9§ €]0,00[, Yz > 6 on a h(z) < h(9).
(iii) au voisinage de 0%, on a :
() 9(z) ~or A
(b) h(z) =a — cxP + o(z”) pour ¢ >0 et > 0.
On a alors
a+1

3 Je (ct) =5

“+00 A
/ 9(@)e™ ) de ~poy ST
0 6]

Remarques :

(1) La preuve est assez technique mais pas trés dure, je pense que pour
bien la présenter il faut bien comprendre les hypothéses notamment
(17) et étre persuadé(e) que ce qui compte dans l'intégrale c’est le

morceau de 0 & § (ceci vient essentiellement de (i7)).
b

(2) Gourdon dit qu'on a les mémes conclusions pour / g(z)et"®) dx

avec g et h qui vérifient les mémes hypotheses sur [0, b]oet il le justifie
en posant g(x) = 0 et h(x) = a—1 pour x > b, puis se ramene au cas
précédent. Or ceci ne marche pas car les prolongements de g et h ne
sont plus continus en b. Pour résoudre ce probleme il suffit de poser
Ve > b+ 1,9(x) = 0 et h(z) = a — 1 puis de faire un recollement
continu pour z € [b,b+ 1] (cf le théoréme de Borel (théoréeme 21) et
ses corollaires).

(3) Faire le lien avec la transformée de Laplace (cf Pommelet p.197).
En effet le théoreme nous donne un équivalent de la tansformée de
Laplace, si la fonction vérifie les hypotheses du théoreme 20.

Corollaire 6. Soient g et h deuz fonctions C? sur]a,b[ pour a et b dans R
tel que

/|g )" @ dx converge.

(ii) h' ne change de signe qu’en un seul pomt ¢ €la, b| ot de plus h atteint
son mazimum et ot g(c) #0 et h”(c) <
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Alors

b 1 -2
th(x) ~ - th(c)
/a g($)€ d.fL' +oo F <2> g(C)e th//(c)‘

Remarque :

(1) Gourdon dit simplement de séparer les intégrales et d’appliquer le
théoréme précédent. Mais il faut faire attention car alors on ad-
ditionne les équivalents ; cela mérite une justification (si f ~ g et
h ~ g alors f + g ~ 2g).

(2) Ce résultat est aussi présenté dans Rouviere p.322.

+o0
Exemple :Si on applique le corollaire a T'(x) = / t*~te~tdt alors on
0

a la formule de Stirling :
T(z 4+ 1) ~poo 275 V2me 2.

21. THEOREME DE BOREL

Cf : Rouviere p.333

Théoréme 21 (Théoreme de Borel). Soit (ag)ren une suite quelconque de
réels, alors il existe une fonction v € C®(R) telle que pour tout k € N
u®)(0) = ay.

Corollaire 7. Soit f une fonction C™ sur |a,b| alors on peut prolonger f
en une fonction C* sur R.

Remarques :

(1) La démonstration n’est pas trées dure mais le résultat est trés utile
pour tous les recollements C'™ : par exemple la remarque 2 du para-
graphe 20.

(2) Il parait que le résultat est aussi vrai pour une suite de nombres
complexes.

22. EXEMPLE D'UNE FONCTION CONTINUE NULLE PART DERIVABLE

Cf : Gourdon Analyse p.83
Exemple :Soit A la fonction définie sur R qui est 1-périodique et dont

11
la restriction a {5, 5] vaut A(x) = |z| On définit alors f par :

f +: R — R
1
r 22—pA(2px)
p=>0

et f est continue mais dérivable en aucun point de R.

Remarques :
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(1) Si on sait que les polynoémes sont denses dans C°([0,1], ||.]|s0) (i.e. le
théoréme de Weierstrass 17) alors on sait que les fonctions continues
nulle part dérivables sont denses dans CY(]0,1],]|.]|) (ce résultat
peut étre obtenu théoriquement en utilisant le théoreme de Banach-
Steinhaus 2 c¢f Gourdon analyse p.399). En effet, soit g la fonction
nulle part dérivable déja construite, soit f € C°([0,1],].]lo) alors
f — g est continue et donc par Weierstrass, pour tout € > 0 il exite
un polynéme P tel que ||f — g — P|l < €, ainsi g + P approche f
et g + P est continu et nulle part dérivable.

(2) Construire des fonctions a I'aide du développement décimal de la
variable permet d’expliciter des fonctions bizarres !

23. DENSITE DES FONCTIONS NULLE PART DERIVABLES

Cf : Gourdon Analyse p.395

Théoréme 22. Soit I = [0,1], alors l’ensemble E des fonctions continues
nulle part dérivables est dense dans (C°([0,1], ||.|lsc)-

Remarques :

(1) Bien connaitre les espaces de Baire et voir des applications dans
Gourdon Analyse p.391.
(2) Lire le paragraphe 22.

24. THEOREME DE BERNSTEIN

Cf : Gourdon analyse p.249

Théoréme 23. Soient a > 0 et f : ] —a,a[— R une fonction C>, on
suppose que pour tout k € N et pour tout = €] — a,af, f**)(0) > 0. Alors f
est développable en série entiére sur | — a,al.

Remarque : Regarder dans Gourdon analyse p.238 pour savoir quand
une fonction est développable en série entiere. Penser au reste intégrale de
Taylor, revoir les différentes hypotheses pour avoir les différents restes de
Taylor.

Question : Soit I un intervalle ouvert de R et f une fonction dévelop-
pable en série entiere en tout point de I, peut-on développer f en série entiere
jusqu’au bord de I ?

NON, si on a un pole, on est coincé. Dans R, on ne voit pas les
poles complexes. Ceci est a comparer le résultat suivant sur les fonctions
analytiques : si f est analytique sur U ouvert alors pour xg € U on sait
que f est au moins développable sur B(zq, d(xo, U¢)) (cf la démonstration
du résultat 10.16 de Rudin p.251).
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25. THEOREME DE HANH-BANACH VERSION ANALYTIQUE
Cf : Rudin p.133, Rouviere p.23 (en dimensoin finie)

Théoreme 24. Soit X un R-espace vectoriel normé et M un sous espace
de X, si f est une forme lin€aire continue sur M alors f peut étre prolongée
en une forme linéaire continue sur X en préservant la norme.

Remarques :

(1) M n’est pas supposé fermé.

(2) Si X est euclidien alors il suffit de prolonger f par 0 sur M=.

(3) I y une version avec des semi-normes, et cette version permet de
démontrer la version géométrique (cf Brézis).

Corollaire 8. Soient X un R-espace vectoriel normé, M un sous espace de
X etxyg € X, xg appartient a M si et seulement s’il n’existe pas d’application

linéaire f sur X telle que Yz € M, f(x) =0 tandis que f(xg) # 0.

Corollaire 9 (Rudin p.136 ). Soit X un espace vectoriel normé si xg € X,
xg # 0, 1l existe une forme linéaire continue f sur X de norme 1 telle que

(o) = [|lzoll

Remarque : Puis on peut montrer que ’ensemble des formes linéaires
continues sur X sépare les points.

26. METHODE NUMERIQUE DE RESOLUTION D’EQUATION DIFFERENTIELLE

Cf : Demailly p.205 et suivantes, Hubbard West.
Soit f : [to,to +T] x R — R assez réguliére, on considére le probleme

suivant:
y/ = f(SE, y)
(E) { y(to) = %o

On définit une méthode numérique a un pas :

{ Yo y(to)
Yn+1 — yn+h¢(tnaynah)

T
ou®: [to,top+T] xR xR — R est assez réguliere et t, = to+nhet h = N
Exemple :

(1) Méthode d’Euler :
On prend ®(t,y,h) = f(t,y), c’est-a-dire

Ynt+l = Yn+ hf(tna yn)
tn+1 = tn + h

(2) Méthode du point milieu :
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h h
On prend ®(t,y,h) = f(t + 5y + Ef(t’ Y)), c’est-a-dire

h
Ynit = Yot S (tnyn)
h
Yn+l = Yn Tt hf(tn + Ea yn—!—%)
1 = h+t,
Définition 2. (1) L’erreur de consistance e, relative a une solution ex-

acte z est Uerreur e, = z(ty4+1) —Yns1 pour 0 < n < N en supposant
que yn = z(tn) soit la solution exacte en ty,.
(2) La méthode est consistante si pour toute solution eracte z :

N
lim > lea] =
NE»noo |6n| 0
n=0

Remarque : La définition de 'erreur de consistance est bizarre car elle
suppose que la condition z(t,) = y, est vérifiée, mais plus tard c’est cette
définition qui sera utile.

Définition 3. La méthode est stable s’il existe S > 0 tel que pour toutes
suites (Yn)neN €t (Un)nen telles que pour 0 <n < N

{yn—i-l = yn+hq)(tnaynahn)

gn—i—l - gn + hq)(tna gna hn) +én
on ait
_— < (i .
oax [Gn — yn| < S(lo — yol + > lenl)
0<n<N
Remarque : Bien comprendre la définition de la stabilité, i.e. une

petite perturbation ne change pas trop la solution.

Définition 4. On dit que la méthode est convergente si pour toute solution
exacte z, la suite (Yp)nen définit par yp+1 = Yn + h®(tn, yn, h), alors

L

Yo — 20

Remarque : C’est LA chose qui compte en pratique.

Proposition 11. Si la méthode est stable et consistante, elle est conver-
gente.

Théoréme 25. La méthode a un pas définie par ® est consistante si et
seulement si V(t,y) € [to,to+ 1] xR on a ®(t,y,0) = f(t,y).
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Théoréme 26. Pour que la méthode soit stable il suffit que ® soit lips-
chitzienne en y, en d’autres termes qu’il existe une constante A > 0 telle
que Vt € [to, to + T, Y(y1,92) €ER?, VR €R on a :

|q)(t7y17 h) o q)(t’yQ-/ h)| S A|y1 - y2|

et dans ce cas S = AT

Remarque : La méthode d’Euler est stable si f est k-lipschitzienne.

Définition 5. On dit qu’une méthode a 1 pas est d’ordre p si pour toute
solution exacte z de y' = f(t,y) avec f € CP il existe C > 0 tel que pour
0<n<N onale,| <ChTL
Théoreme 27. La méthode est d’ordre p si et seulement si ® est choisie
telle que pour 0 <1 <p—1, on ait

ord 1

——(t,y,0) = — fl,

o (LY 0) = 7/ (ty)

ou fIH = Dy fll 4+ D, fU.

Remarque : En pratique c’est ce critére qu’on utilise pour savoir qu'une
méthode est d’ordre p. On peut vérifie facilement que la méthode des points
milieux est une méthode d’ordre 2.

Théoréme 28 (On veut majorer l'erreur globale). Si on a une méthode
d’ordre p alors

Y len| < CTH?
0<n<N
ou 1" est la longeur de 'intervalle de temps.

Remarque : Ainsi si la méthode est stable on a

_ < _ Py,
Og?gXNMn 2(tn)| < S(lyo — 2(to)| + CTHP)

On va regarder I'influence des arrondis :
Supposons que le calcul de ®(t,,, ¥, h) donne une erreur p et celui de 7,41
donne une erreur o.

Théoréme 29. Supposons la méthode stable alors

_ < »
Og}%wan 2(ty)| < S(leo| + Tp+ No + CTh?)

ot g9 = |go — 2(to)|-
Remarque : Posons
E(h) = S(leo|+Tp+ No + CTh?)
= S(leo|+Tp+ %0 + CTh?).

On peut alors tracer E(h) (c¢f Demailly), on en déduit un h,,;, pour
Perreur. Attention ce h,,;, ne minimise pas l'erreur, il minimise juste le
majorant de Perreur, ce qui n’est pas exactement la méme chose !
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hmin

FIGURE 4

27. THEOREME DE RIESZ

Cf : Pommelet p.70, Brézis p.92.

Théoréme 30. Si la boule unité est compacte dans (E, ||.||) alors E est de
dimension finie.

Exercices :

(1)
(2)

(3)
(4)

Montrer que les compacts sont d’intérieur vide en dimension infinie.
Montrer que le complémentaire d’un compact est connexe en dimen-
sion infinie.

Existe-t-il une application continue surjective de R? dans un Banach
E?

Soit A un opérateur compact en dimension infinie, montrer que A
n’est pas inversible.

Solutions :

(1)

(2)

Sinon il y a une boule ouverte dans le compact et donc une boule
fermée. Or un fermé dans un compact est compact ce qui contredit
le théoréme de Riesz.

Soit K un compact inclus dans F. On sait qu’'un compact est borné
donc il existe R > 0 et a € E tels que K C B(a, R). 1l est clair que
le complémentaire de B(a, R) est connexe ; pour montrer le résultat
il suffit alors de vérifier que pour tout point zo € B(a, R) il existe
une demi-droite partant de zy qui ne coupe pas K.

Supposons par l'absurde qu’il existe xg € B(a, R) tel que toutes
les demi-droites partant de xy coupent K. Ainsi on construit une
fonction ¢ de K dans S(a, R) qui & = de K associe l'intersection de
la, demi-droite d, = [xoz) et S(a, R).

Or cette fonction est continue (un petit dessin nous en convainc)
donc S(a, R) est compact (S(a, R) est clairement un espace séparé)
ce qui contredit le théoréme de Riesz.

Non, supposons par ’absurde qu’il existe une fonction f continue et
surjective de RP dans E. On recouvre RP par une réunion dénom-
brable de pavés compacts, et iage de cette union est F. Ainsi
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dy

" S(a, R)

FIGURE 5

E est une réunion dénombrable de compacts, or les compacts sont
d’intérieur vide donc par le théoreme de Baire (cf Gourdon anal-
yse p.391) E est d’intérieur vide ce qui est absurde. Remarquer
que grace a la propriété de Baire on peut montrer qu’'un espace de
Banach de dimension infinie est de dimension non dénombrable (cf
Gourdon analyse p.393).

(4) On a A-A™! qui est un opérateur compact ainsi B(0, 1) est compact,
ce qui est absurde (cf Brézis p.90). Dans Rudin analyse fonctionnelle,
il y parle des opérateurs compacts a la page 103.

28. LES DIFFERENTES DEFINITIONS DES SOUS-VARIETES
Cf : Lafontaine p.29, Avez p.93.

Définition 6. Une partie M C R™ est une sous-vari€té de dimension p si
Ve € M, AU, C R" voisinage ouvert de x et Vo C R™ woisinage ouvert de
0 et une fonction f : U, — Vy difféomorphisme telle que f(Uy N M) =
f(Uz) N (RP x {0}).

Théoreme 31. On a équivalence entre :

(i) M est une sous-variété de dimension p.

(ii) Pour tout a dans M, il existe un ouvert U, de R™ contenant a et
une submersion g : U, — R"7P telle que U N M = g=1(0).

(iii) Pour tout a dans M, il existe un ouvert U, de R™ contenant a et Vj
un ouvert de R? contenant O et h : Vy — R™ une immersion dans
R"™ et un homéomorphisme de Vi sur U, N M.

(iv) Pour tout a dans M, il existe un ouwvert U, de R™ contenant a, V
ouvert de RP contenant (ai,...,ap) et G : V — R" 7P tels que U,NM
soit le graphe de G (i.e. Uy N M = (u,G(u)) avec u dans V).

Preuve :
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On va montrer que (i) = (¢i1) = (iv) = (i1) = (4)

(1)

Pour (i) = (iii)( cf Lafontaine)

Soit f le difféomorphisme défini au voisinage de U, avec a dans
M, alors f~! est un diffSomorphisme de f(U,) sur U,. Sa restriction
a (RP x {0})N f(U,) est une immersion de cet ouvert de R? dans R™
et un homéomorphisme sur U, N M.

Pour (iii) = (iv)(cf Avez p.97)

Soit @ dans M, on a h(0) = a ol h est une applicaion de Vj C
RP dans U, C R" telle que dh(0) soit injective donc dh(0) est de
rang p. On peut supposer que (dhi(0),...,dh,(0)) sont linéairement
independants. Soit II; : RP x R"™P — RP? la projection canonique :
I (z1,...,2n) = (21,...,2p). Et

D(II; o h)(0) = 1I; o Dh(0) car II; est linéaire.
= (dhi1(0),...,dhy(0)))

Ainsi D(I1; o h)(0) est un isomorphisme, on applique donc le
théoreme d’inversion local a II; o h, il existe un voisinage inclus dans
Vo de 0, on note encore ce voisinage Vg et Uy un voisinage de 113 o h(0)
tels que Iy o fyy, soit un difféomorphisme de Vp sur Uy. h envoie
continuement V;y dans U, C R"™.

Quitte a restreindre V on peut supposer U, = Uy x Us ou Uy €
RP x {0} et Uy = {0} x R"P,

Soit Iy : RPXR™ P - R" Psiz € Vyonah(z) = (IIyoh(z),Ilz0
h(z)) et comme I3 o A(x) est un difféfomorphisme de Vj sur U;. On
pose y = IIy o h(z) et h(z) = (y, a0 h(x)) i.e. U, N M est le graphe
de Il o ho (Ilyoh) ! : Uy — Us.

Pour (iv) = (ii)(cf Lafontaine)

Soit G : V CRP — R" P ou U, N M est le graphe de G. On

pose :

U,CcR" —s RPP
Tp+1 Gi(z1,...,m1p)
T [
In Gn—p(l'l-, . vxp)
On a alors :

g H0)={z €U, | wps1 = Gi(21,..., ), .., 2n = Gu_p(z1, ..., 2,)} = U,NM.

(4)

Et pour i >p+1ona (;99 (a) = 1. Ainsi dg(a) : R™ — R" P est
Z;

de rang n — p, c’est dire que c’est une submersion.
Pour (ii) = (i)(cf Avez)

Soit @ dans M, on a g : U, C R — R™P. Comme dg(a) est
surjective on peut compléter dgi(a),...,dg,—p(a) en une base

(dgi(a),...,dgn—p(a), fa—ptis---fn)
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de R™.

Ainsi on pose ©(g1,-- -, Gn+1s fnpt1s---»fn) €t @ : Uy C R" —
R™, dy¢ est surjective donc inversible, ainsi on peut appliquer le
théoreme d’inversion locale sur V, C U,.

Donc ¢ :V, — ¢(V,) est un difféomorphisme et ¢(V, N M) =
P(Va) N RP {0},

Remarques :
(1) En fait (i7) = (iv) est le théoréme des fonctions implicites.
En effet, soit ¢ dans M et soit g une submersion, g : U, C R"” —
R"7P on peut supposer U, = Uy x Uy avec Uy € RP et U; € R" P,
On peut supposer que (dgi(a),...,dgy(a)) sont linéairement in-

o 0 :
dependantes. Ainsi on prend R” = RP x R"™? et _gp est un iso-

morphisme et on applique le théoréme des fonctions implicites. On
a donc

pour (z,y) € Uy x Uz, on a g(z,y) =0 & y = ()

ou v :U; — Uy est donné par le théoreme des fonctions implicites,
U, N M est donc le graphe de ¢ de U; sur Us.

(2) Si on connait bien les sous-variétés (en fait les espaces tangents aux
sous-variétés) on peut démontrer assez facilement le théoréme des
extréma liés (cf Avez vars la page 100). Pour avoir quelques applica-
tions regarder dans Rouviere. Je pense qu’il ne faut surtout ne pas
le démontrer comme dans Gourdon.

(3) Il est INDISPENSABLE de faire des figures. Elles ne sont pas faites
ici parce qu’on les trouve dans Lafontaine, par exemple.

29. ETUDE DE ¢/ = 9% — x

Cf : Artigue et Gautheron p.30.
(1) Recherche des isoclines
On cherche les courbes qui vérifient 1/ = k. Ce sont des paraboles
I, d’équations y?> = = + k. Remarquons que I est une zone piege :
i.e. sila solution rencontre Iy alors elle reste a I'intérieur de cette
parabole.
(2) Etude de y” (point d’inflexion et concavité).
(3) Solutions du type «
Celles qui passent par 3y = 0. La courbe 3" = 0 est une courbe en
deux morceaux Cp et Cy (Cy est la parabole). Soit My(xo,y0) € Ci
et Chy, la solution passant par M.
On a les résultats suivants :
(a) Cpg, coupe C7 en au plus un point,
(b) Ch, ne coupe pas Iy pour x < xy,
(c) Chur, ne rencontre pas Iy donc ne rencontre pas Co
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Ci(y" =0)
Ip(y' = 0)
yll > 0
y/l < 0
0 Ca(y" =0)
y// > 0

FIGURE 6

(d) Une solution de type o a deux branches infinies a direction
asymptotique verticale.
(4) Solutions de type
Soit My(z1,y1) € Iy et C’ la solution passant par Mj.
(a) Une solution du type [ ne coupe pas C1.
(b) Pour z < 21 C' a une direction asymptotique de direction ver-
ticale.
(c) Pour z > x1 C' reste dans Iy et rencontre Co (Co est une zone
piege).
(d) C' est aymptote a Iy et a Cs.
(5) La solution particuliére
C’est celle qui est coincée entre Iy et Cf.
(a) Si elle existe elle est unique.
(b) Les solutions  coupent 1'axe (Oy) suivant U'intervalle | — oo, b].
(¢) Les solutions a coupent 'axe (Oy) suivant I'intervalle ]e, +o0/.
(d) D’ott 'unicité.

Remarques :

(1) Cet exemple montre la force du raisonnement qualitatif, cependant
il est tres classique.

(2) Derriere ces zones pieges se cachent la théorie des entonnoirs et des
anti-entonnoirs (cf Hubbard-West).

30. THEOREME D’ABEL ET THEOREME DE TAUBER FAIBLE

Cf : Gourdon Analyse p.249 -251, Arnaudies T 3 p.97 et 100.
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Théoréme 32 (Théoreme d’Abel). Soit Z anz" une série entiére de rayon
n>0

de convergence supérieur a 1 telle que Zan converge. Soient f la somme
n>0
de cette série entiére sur le disque unité, 0y €]0, 5[ et
Ag={z€eR tel que|z| <1, 3p>0, 30 €] —0y,00 et z=1— p.e?}.
Alors
lim = .
li = an

FISAN) n>0

Remarque : Si E a, converge absolument alors pour |z| < 1 la série

n>0
Z apz" converge normalement donc Z anz" est continue sur |z| < 1.
n>0 n>0
Exemple :
+oo +o0
—1)" —1)"
Z =" _ lim Z (=1 2"
2n+1 z—1- 2n+1
n=0 n=0

= lim arctan(z)

r—1—"
o
4
Attention la réciproque est fausse :
1
lim —1)"2" = lim
mﬂl*ii:( ) z—1- 1+ 2
n>0
1
2

D’ou le théoreme suivant.

Théoréme 33 (Théoreme de Tauber faible). Soit f(z) = Z anz" une série

entiére de rayon de convergence 1.
On suppose qu’il existe S € C telle que

lim f(x) =S pour z € R.
$—>17
St ap, = 0(%) alors Z an converge et Z ap = S.
n>0 n>0

Remarques :

(1) 1 y un théoreme de Tauber fort ol on suppose simplement a, =

O(%), mais ce n’est pas la méme démonstration, elle utilise le théoreme
de Weierstrass.
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(2) Bien regarder dans la démonstration ou on utilise I'hypothese a,, =
1 : ) ) SRE _ 1
o(=) et voir qu’on ne peut pas l'affaiblir en a,, = O(;,).

31. EXERCICES D’ORAL ET QUELQUES IDEES

31.1. Suites homographiques. Cf: Ovaert analyse T 1 p.44
Quand on a une suite homographique (u,)nen définie par :

up
{ Unt1 = f(uy,) avec f(z) = Zjis ou ad — bc # 0.
(i) si f(z) = z a deux solutions « et [ alors on pose :
up—a
U= g

et (vp)nen est une suite géométrique.
(ii) si f(z) = z a une solution double a alors on pose :

1

Up — O

Up =

et (v, )nen est une suite arithmétique.
Pourquoi est-ce-qu’on pose cela 7 et pourquoi ces résultats ?
Dans le cas (i) on a une homographie avec deux points fixes « et 3. si on

Z—«
conjugue f par g ou g(z) = alors go f o g !(z) = gz. Ainsi la suite
Z —

(wy)nen définie par w, 11 = go f o g ! (w,) est une suite géometrique.
Dans le cas (i¢) on a un point fixe double « ainsi si on conjugue f par h

1
ou h(z) = P

par wpy1 = ho foh™(w,) est une suite arthmétique.

- alors ho foh™!(z) = z + . Ainsi la suite (w, )nen définie

Remarque : “According to me”, ceci est vraiment hypra bien car
c’est typiquement une remarque qu’on peut faire pendant la présentation
du plan. Cela montre que 'on a du recul et qu'on a fait le lien entre les
suites homographiques et le début de la théorie de la géométrie projective
qu’évidemment on maitrise parfaitement, isn’t it? .

31.2. Exercice sur les fonctions holomorphes. Soit f une fonction en-
tiere non constante et propre. Montrer que f est un polynome.

Solution : On pose g(z) = f(2) et comme f est propre, on a :

lim |f(z)] =40
|z]—400

Ainsi 3r > 0 tel que f(C— B(0,r)) C C— B(0,3).

Et donc g(B(0,2)) ¢ C — B(0,3). i.e. g(B(0,2)) n'est pas dense donc 0
est un podle non essentiel de g. i.e. g est méromorphe en 0. Donc f est un
polynome.



