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1. SIMPLICITE DE PSL(n,k)

Cf : Perrin p.102

Théoréme 1. PSL(n, k) est simple sauf dans les deuz cas suivants :
en=2k=F,
N = 2, k= ]F3

Remarques :

(1)
(2)

3)

(4)
()

Connaitre les cas particuliers, par exemple PSL(2,Fy) ~ S5 (Perrin
p.106) donc PSL(2,F3) n’est pas simple.

Dans la démonstration on sépare les cas n > 3 et n = 2, bien com-
prendre d’otl cela vient, et regarder les pages précédentes dans Perrin
ou il démontre des résultats relatifs aux groupes linéaires (généra-
teurs, groupes dérivés, centres,...).

Dans cette démonstration comme dans presque toutes les démonstra-
tions de simplicité on connait les générateurs et leur comportement
par conjugaison (par exemple, les générateurs sont conjugués entre
eux) puis on suppose par I'absurde qu’il existe un sous-groupe dis-
tingué H non réduit au neutre. Ensuite on considere h # Id dans
H et on regarde les commutateurs hgh~'g~! qui est encore dans H
pour tous les g dans le groupe considéré puis on cherche g tel que
hgh~1g~1 soit un générateur, puis on conclut. Il est évident que lors
d’une présentation orale il faut insister sur le caractere général de
cette méthode.

Bien comprendre l'interprétation géométrique des transvections et
des dilatations.

Bref une bonne lecture du Perrin s’impose!

2. SIMPLICITE DE O™ (3, R)

Cf : Perrin p.148, Audin p.123 et p.283

Théoréme 2. Le groupe OT(3,R) est simple.

Remarques :

(1)
2)

3)
(4)

Regarder la remarque 3 du paragraphe 1
Dans Audin p.121 exercice 10 (corrigé p.283) il y a des précisions
concernant la démonstration du résultat suivant (je reprends les no-
tations de Perrin) : on a y; et y2 dans S tels que |y1 — y2| = m et
on veut montrer qu'il existe u’ € N tel que v/ (y1) = yo.
Dans la démonstration on a utilisé que R est archimédien, voir un
contre-exemple dans Perrin p.158 exercice 2.
Connaitre quelques propriétés topologiques de O(E) (cf dans Au-
din p.50 et Arnaudiés T 4 p.70) ou E est un R-espace vectoriel de
dimension n par exemple :

e O(n) est compact et O™ (n) est compact.
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e O™ (n) est connexe par arcs.
e O(n) a deux composantes connexes.
3. SIMPLICITE DE PO%(n,R) POUR n > 5
Cf : Perrin p.150
Théoréme 3. POT(n,R) est simple pour n =3 et n > 5.

Remarques :

(1) Regarder la remarque 3 du paragraphe 1.
(2) Si la dimension est impaire, l'existence d’un point fixe pour p est
clair. En effet il suffit de réduire p sous la forme suivante :

Id 0 0
0 —-Id

R(61)
: " 0
0 - ... 0 R(6,)

ou R(#) est une matrice de rotation d’angle 6.
(3) Si N est un sous-groupe distingué de O(n,R) et qu’il contient stricte-
ment le centre alors N contient OT (n, R) dés que n > 3.

4. CLASSES D’EQUIVALENCE DANS My ,(A) ET DEUX APPLICATIONS

Cf : Artin p.459 pour 'existence, Goblot p.161 pour 'unicité, Jacobson
p-182 pour l'application, L.Schwartz p.45 pour les groupes abéliens, Franci-
nou p.3

Théoréme 4 (Artin p.459 et Goblot p.161). Soient A un anneau euclidien
et M € M, ,(A) ot le rang de M est r, alors il existe dy,...,d, dans A
uniques a un inversible pres tels que d; divise d;+1 et M soit équivalente a
le matrice sutvante :

d 0 - 0
0 .
: .o dr 0
0o --- 0 2

Le “?7 signifie qu’on ne sait pas a priori comment se finit la matrice.

Remarques :

(1) Ce théoreme est tres important car il a des applications dans dif-
férents domaines et donc il crée un “pont suspendu” entre ces do-
maines.

(2) Ce théoréme est encore vrai si 'on suppose A principal (cf Goblot
p.161).
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(3) La démonstration donne un algorithme constructif cependant il est
un peu bizarre : il faut bien expliquer pourquoi il se termine en un
nombre fini d’étapes.

Application : (Jacobson p.182) Soient A un anneau euclidien et G un
A-module de type fini alors G est isomorphe & A/(dy) @ --- @ A/(d,) & A?
avec d; qui divise d;;+1 et d; unique a un inversible pres.

Remarques :

(1) Le résultat est aussi vrai pour A principal.

(2) Attention I'unicité des d; ne résulte pas du théoréme précédent, com-
prendre pourquoi!

(3) Dans la démonstration de l'application on utilise des résultats sur
les modules libres de type fini. Par exemple : un sous-module d’un
module libre est libre et un sous-module d’un module de type fini est
de type fini (Attention il ne faut calquer les propriétés des espaces
vectoriels sur les modules).

(4) Selon la forme de la matrice du théoréme 4, savoir si le A-module
considéré a une partie libre.

(5) Savoir écrire un groupe abélien fini sous cette forme, par exemple
Z/A x )27, Z/4 x ZJ18... et savoir passer de 'écriture Z/p7* X
- X Z/p;F (avec les p; premiers) & celle proposée ici.

Application : (Schwartz p.45 et Francinou p.3) Soit G un groupe abélien
fini, alors il existe my,...,m, dans Z uniques tels que m;41 divise m; et G
isomorphe Z/my X -+ X Z/m,.

Remarques :

(1) Dans Schwartz, il ne justifie pas pourquoi si d divise 'ordre de G
alors il existe un unique sous-groupe de G d’ordre d. C’est fait dans
Francinou p.3.

(2) Vers la fin de la démonstration, Schwartz ne dit pas clairement qu’il
y a une équivalence entre p divise m,, et p divise m,,.

5. REDUCTION DE FROBENIUS ET REDUCTION DE JORDAN PAR LES
K[X]-MODULE

Cf : Artin p.476, Jacobson p.189
Soit K un corps, on prend K = R ou C. On note L(E) I'ensemble des
endomorphismes de F.

Théoréme 5 (Réduction de Frobenius, voir Artin p.476 et Jacobson p.189).
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E) alors (E, f) est
isomorphe comme K[X]-module ¢ K[X]/(P1) @ --- & K[X]/(Pr) ot les P;
sont des polynomes unitaires dans K[X] tels que P; divise Pyy1. Les P; sont
UINIQqUES.
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De plus la matrice de f est semblable a

M 0

0 M,
ou M; est la matrice compagnon de P;.

Remarques :

(1) Quand jécris (E, f) cela signifie que considére E comme muni de la
structure de K[X]-module définie par f. Ainsi dés qu'on démontre
un résultat de structure sur les modules (cf le théoréme 4) on peut le
transposer en algebre linéaire par 'intermédiaire des K[X]-modules
(cf Artin p.476)'. La clé de la démonstration est le théoréme 4.

(2) Cette réduction peut étre obtenue directement (cf Gourdon algébre
p-281) mais cela cache la jolie forét des K[X]-modules.

(3) Ce qu’il faut bien comprendre c’est que (F, f) et (F,g) sont isomor-
phes comme K[X]-modules si et seulement si f et g sont conjugués
(par un élément de GL(E)).

(4) Les P; sont appelés les invariants de similitudes car deux endomor-
phismes sont semblables si et seulement si ils ont les mémes invariants
de similitudes (encore heureux!).

(5) Le polynome caractéristique c’est (—1)"P; - - - P, et le polyndéme min-
imal c’est P,, pourquoi ?

Application : Réduction de Jordan, cf Artin. Soient K = C et A €
M, (C) alors A est équivalente & la matrice :

Ji 0 .
P 0 DY

Remarque : Comment faire pour passer d’une décomposition de Jordan
a la réduction de Frobenius ? Regarder dans Jacobson p.185 (il le fait sur les
groupes abéliens finis mais c’est la méme méthode). Prenons un exemple :
soit la matrice

<

Il
cocococor
cocoownvo
cooconmroO
coocwooo
cowoooo
cwooooo
w—rooooo

Lot en théorie des groupes, les groupes abéliens étant les Z-modules.
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Les polynomes qui interviennent dans la décomposition de Jordan sont X —1,
(X —2)2 (X =3),(X =3) et (X —3)% ainsi P3 = (X —1)(X —2)?(X —3),
Py, = (X —3) et P = (X — 3). Voir la remarque 5 du §4.

6. THEOREMES DE SYLOW
Cf: Artin p.205, Calais p.208, Perrin

Théoréme 6 (Existence, Artin). Soit G un groupe de cardinal n oin = p*m
avec p premier ne divisant pas m alors G contient un sous-groupe de cardinal
p¢. Un tel sous-groupe est appelé un p-sous-groupe de Sylow.

Théoreme 7. o Tout p-sous groupe de G est contenu dans un p-Sylow
de G.

e Les p-Sylow sont tous conjugués.

Théoréme 8. Le nombre de p-Sylow de G noté n, est congru ¢ 1 modulo
p et ny, divise #G.

Remarques :

(1) Développement tres classique, donc si on peut 1'éviter c’est bien,
sinon il est impératif de trés bien le présenter.

(2) Dans Perrin, il déduit I'existence des p-Sylow du calcul du cardinal
de GL(n,Fp) : clest tres astucieux.

(3) TI est quand méme bon de revoir les démonstrations des théoréemes
de Sylow car elles font intervenir les actions de groupes (cf Francinou
pour faire des exercices sur les actions de groupes).

7. DECOMPOSITION POLAIRE DE GL(n,R)

Cf : Mneimné Testard Introduction a la théorie des groupes de Lie clas-
siques p.18, Gourdon algebre p.246
On note St 'ensemble des matrices symétriques définies positives.

Théoréme 9. Soit M € GL(n,R) alors il existe un unique couple (O,S)
dans O(n) x ST tel que M = OS.

Remarques :
(1) Dans cette démonstration, on est attendu sur 'unicité donc il faut
Iexpliquer clairement.
(2) Si M n’est pas inversible, alors on a encore 'existence de O € O(n)
et S symétrique positive (mais pas définie), mais pas avec cette dé-
monstration et I'unicité est perdue a jamais.

Lemme 1. O(n) est compact.

Théoréme 10. L’application suivante est un homéomorphisme.
O(n) x 8™+ — GL(n,R)
(0,8) — OS
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Remarque : De ce théoreme on en déduit I'existence de la décomposition
polaire pour M dans M(n,R). En effet comme GL(n,R) est dense dans
M (n,R) alors on prend une suite (Mp)pen qui converge vers M. Pour tout
p dans N on a l'existence d’un couple (O, S,) dans O(n) x ST* tel que
0pSp = M. Puis la compacité de O(n) permet d’extraire une sous-suite
(Op,)ken qui converge vers O € O(n). On pose alors S = O~ 1M et on a
(Sp,)keN qui converge vers S qui est dans S7.

8. THEOREME DES ZEROS DE HILBERT
Cf: Artin p.371

Théoréme 11. Les idéaus mazimauz de C[X1, ..., X,] sont en correspon-
dance bijective avec les points de C*. A un point a = (ay,...,a,) € C"
correspond le noyau de s, ot s, est application suivante :

sq ¢ C[Xy,...,X;] — C
f — f(a)

Le noyau noté M, de s, est l’idéal engendré par x1 — a1,...,Tn — apn.

Remarque : Ce théoréme est important car il relie les variétés al-
gébriques (c’est-a-dire les zéros communs d’un nombre fini de polynémes de
C[X1,...,Xy]) a lalgebre. La démonstration utilise beaucoup de résultats
basiques, cependant j’ai eu du mal & le mettre dans les lecons. Mais comme
on est aussi jugé sur notre culture mathématique c’est tout de méme un
plus.

9. SOUS GROUPES FINIS DE O(2,R) ET DE O(3,R)

Cf : Arnaudies 5 polyedres réguliers p.56, Artin p.162

Théoréme 12. Soit G un sous groupe fini de O(2,R) alors soit G est cy-
clique soit G est un groupe diédral.

Théoréme 13. Soit G un sous groupe fini de O (3,R) alors on a soit
(1) G Z/nZ

Remarque : Trés belle démonstration et treés joli résultat, noter que
dans la démonstration on montre que As est simple.

Corollaire 1. Soit G un sous groupe fini de O(3,R) et G € O*(3,R) alors
on note Gt = GNOV(3,R) et G ~ G* x {£Id} et si —Id € G alors le
produit est direct.

Remarque : Les différentes approches (section, action de groupe et
définition standard cf Perrin et Francinou) du produit semi-direct doivent
étre bien comprises.
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10. LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE PAR LE LEMME CHINOIS

Cf : Serre p.15, Gozard p.93, Gourdon algebre p.46, RMS mars 1990
p-339. Dans Gozard il y a la définition du symbole de Legendre et quelques
propriétés.

Théoréme 14. Pour p et q deux nombres premiers distincts différents de

2, on a
()9

Preuve : Elle n’est faite nulle part a ma connaissance. D’apres le lemme
chinois on a :

Z/pZ x 7.]qZ =~ 7.]pgZ, donc Z/pZ* x 1.]qZ1* ~ 7] pqZ.*.

Notons G a Z/pqZ* et U = {£1}. L’idée est de faire le produit de tous les
éléments de G/U (pourquoi pas !).

On regarde d’abord le produit dans Z/pZ* x Z/qZ* /{£(1,1)}. Les élé-
ments de G/U ont un représentant de la forme (k,l) ou 1 < k <p—1et
1<i< % (comprendre pourquoi). On a bien (p — 1)(g — 1)/2 éléments.

Le produit donne
o1 [(q—1\ 17"
—1” ) .
(<p = () )

q—1lg+1
(¢-D'=1.. 55— .. (¢ 1)

Or

et dans Z/qZ on a

g+1 q+1  g¢-1 L [(a=1Y,]"
5= q= 5 donc (¢ — 1)! = .

Ainsi
o T e
et donc le produit vaut :
(@ 0= @ n7)
On regarde ensuite le produit dans (Z/pqZ)* /{£1}, qui vaut
()
p= : .
(p-Qp...q;—lp) . (q-Qq...p%lq)

Le numérateur est le produit des éléments de (Z/pgZ) /{x1} et au dénom-
inateur on a les éléments non inversibles de Z/pgZ inférieurs & (pg — 1)/2;
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Ainsi en simplifiant par p, 2p,...,p(¢ —1)/2 on a :

p—1 p—1 p—1 q—3 %q,1
(Hz)(l_[lp—l—z)(l_llTp—l—z) l_llTp—i-i
1= 1= 1=

i=1

p—1
-2q...——
q-4q 9 q

Noter que la fraction a bien un sens car les termes du dénominateur ap-
paraissent au numérateur. Puis on regarde cette égalité modulo p : on a
alors

]
|
-

Y
Il
<
|
=
—Q
v
s M‘
/N
S
w‘ |
—
bS]
+
~
~——

mod p car p+¢ =i mod p

<
|
=
. ()

1
oo
/?/—\ I

% —_
.
N~

_ 2

= = PRV mod p
e 2
N

= @% modp
qT

= (p-— 1)!4;21 . <g> mod p  car qL;l = (g>
p p

De méme on réduit P modulo ¢ et on a : P = (q— 1)!% . <B> mod gq.
q

Ainsi dans G/U on a I’égalité suivante :

(o) a0 () = (om0 a-nr2- () ()

car (]2> ==+1 et (z,y) = (—z, —y) dans G/U. Ainsi quand on reléve cette
q

égalité dans Z/qZ on a :

() (- 1) = (- 1) (1—’) (g) mod g

q

c’est-a-dire (—1)%% = <B> <g> mod ¢q. Et comme ¢ # 2 on a
q p

Remarques :

(1) Faire attention quand on passe d’une égalité dans G/U & une égalité
dans Z.
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(2) La démonstration marche mais je ne sais pas trop pourquoi, c’est
génant, cependant je n’ai toujours pas compris pourquoi la loi de
réciprocité quadratique est “intuitivement” vraie. Les autres démon-
strations de cette loi sont toutes aussi? obscures mais elles font in-
tervenir des outils plus puissants que la multiplication !

(3) Le probléme des carrés dans les anneaux non intégres est plus com-
plexe (cf le symbole de Jacobi). Par exemple dans Z /87 I’équation
22 = 1 admet 4 solutions donc la méme démonstration ne colle plus !

Théoréme 15 (Serre p.15). Pour p premier strictement supérieur ¢ 2, on

(3)-er

Application : [Un test de primalité, Gourdon algebre p.46]
(1) Soient h et m deux entiers tels que m > 2 et 1 < h < 2™ — 1, on

pose n = 2"h+ 1. Soit p > 2 premier tel que <E> = —1, on a alors
p

P . . . . n—l
I’équivalence suivante : n est premier si et seulement si p 2 = —1
mod n.

. . . . k . .
(2) On a aussi 'équivalence suivante : Fy = 22" + 1 est premier si et

Fy—1
seulement si 32 = —1 modulo Fj..

Application : [RMS 89-90 mars 1990 p.339] Soient p un nombre premier
strictement supérieur & 2 et a # 0 dans Z/pZ, on a alors 1'équivalence
suivante : a est un carré modulo p si et seulement si o, est une permutation
paire. Ou o, est définit par :
o, : L|pZ* — Z/pZ*
b — ab

11. LE GROUPE CIRCULAIRE
Cf : Audin p.155, Samuel p.103.

Définition 1. Le groupe circulaire est le groupe de transformations de IP1(C)
engendré par les transformations de Pi(C) suivantes :

az—f—z avec ad — bc # 0,

® Z —

cr+

ez —7Z.
Proposition 1. Le groupe circulaire est engendré par les inversions et les
réflexions.

Théoréme 16 (Audin p.155). Les éléments du groupe circulaire sont les
applications bijectives de Pi(C) dans Pi(C) qui préservent l’ensemble des
cercles et droites.

2ou tout aussi
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Compléments sur la preuve :

(1) Tout d’abord je vais expliquer la “contemplation” de la page 156 :
Sia, b et ¢ sont alignés : on contemple la figure de gauche, qu’on
transforme en celle de droite.

(a)

(b)

ATTENTION on utilise que le birapport réel et le méme que le
birapport complexe : en effet on consideére (ab) comme P;(R) et
on a [a,b,c,dlg = [a,b,c,d|c car PGL(2,R) C PGL(2,C). Puis
l'idée est de regarder le dessin dans P2(R). On envoie donc
UNE DROITE a linfini en Poccurrence la droite (mc). Cest
la figure de droite. Et il est clair que d est le milieu de [ad] ainsi
[a’y ba 00, d] = [a‘a b7 da oo]_l = (_1)_1 =-1

Si a,b et ¢ sont cocycliques : on contemple & nouveau la figure
de gauche, qu’on va transformer en celle de droite.

On considere cette fois que le dessin est dans P; (C) et on envoie
donc UN POINT a l'infini en 'occurrence le point c¢. Les
droites (ma) et(mb) deviennent des cercles tangents a la droite
ab, image du cercle C' circonscrit a abc.

Le point d est sur I'axe radical des deux cercles transformés de

— —
ma et mb, on a donc ||dal|* = ||db||?, en d’autre termes d est le
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milieu de [ab] donc [a, b, c,d] = —1. On conclut en utilisant les
hypotheses suivante :
e ¢ envoie un cercle sur un cercle et une droite sur une
droite.
e ¢ est bijective.
Donc les deux figures sont préservées par ¢, ainsi ¢ préserve les
divisions harmoniques.
(2) Pour le lemme p.156 il faut rajouter les hypotheses ¢(0) = 0 et
e(1) =1
(3) Puis pour conclure (regarder dans Samuel p.78), on sait que :
o p(o0) = 0.
e ¢ conserve les cercles.
e ¢ conserve les droites.
Ainsi quitte & composer par une similitude directe on peut supposer
que ©(0) = 0 et (1) = 1. D’out ¢ préserve l'axe réel. Par con-
séquent ¢ est un automorphisme de C qui préserve I'axe réel. Un
petit raisonnement? montre que ¢ est croissant (cf Samuel) ainsi ¢
est I'identité ou le conjugaison.

12. BIRAPPORT DE QUATRE POINTS SUR UNE CONIQUE ET THEOREME DE
PAScAL

Cf: Audin p.194, Berger T 2 p.270.

12.1. Théoréme de Pascal. Soit C' une conique et m € C, le point m
définit une application
Tm 1 C — m*

qui, au point n de C, associe la droite (mn).

Proposition 2. Soit C une conique non dégénérée d’image non vide alors
T est une bijection et 7, o '+ m* — n* est une homographie.

3. classique, on détermine les automorphismes de corps de C qui préservent R.
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Preuve : La preuve que je donne a été proposée en oral blanc 'année
passée (le choix de coordonnées dans Audin est un peu trop compliqué) et en
cherchant bien il se pourrait qu’elle ressemble & celle de Berger T 2 p.270 (ga
reste & voir !). On se place dans P»(RR) et on envoie la droite (rmn) & Pinfini.
La figure devient plus simple : la conique devient une hyperbole d’équation
zy = a dans le repeére formé par ses asymptotes. m* est I'ensemble des
droites paralleles a une asymptote et n* est 'ensemble des droites paralleles
a l'autre asymptote. Ainsi 'application 7, o7,,! envoie x € m* sur a/x € n*
qui est une homographie (m* c’est R U {oco}).

Corollaire 2. Soit C' une conique non dégénérée d’image non vide et soient
mi,ma,ms et my dans C, alors [mmy, mmea, mms, mm4] ne dépend pas de
m dans C.

Théoréme 17. Soit C' une conique d’image non vide et non dégénérée,
soient a,b,c,d,e, f € C alors (ab) N (dc), (bec) N (ef) et (ed) N (fa) sont
alignés.

Remarques :

(1) L’énoncé dual de Pascal ¢’est le théoréme de Brianchon.

(2) Sila conique C' est dégénérée (deux droites distinctes) alors le théoréeme
de Pascal c’est le théoreme de Pappus (cf Audin exo 48 p.216)™.

(3) A partir de cinq points distincts sur une conique C, construire un
point arbitraire de C et la tangente en ce point (c¢f Audin exo 50
p.216). Si les cing points sont “assez généraux”, ils déterminent une
unique conique et le théoreme de Pascal permet de construire les
points de cette conique (et la tangente en ces points).

(4) Quand on veut présenter un développement de géométrie il faut faire
des figures, et donc il faut s’entrainer a les dessiner et a prendre les
bonnes notations.

4Ne pas placer les six points n’importe comment sur les trois droites !
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12.2. Dual d’une conique. Cf : Samuel p.136. Dans la remarque précé-
dente je parle d’'un énoncé dual au théoreme de Pascal, or le dual d’une
conique non dégénérée est encore une conique non dégénérée (c’est exacte-
ment 1'énoncé du théoréme suivant). Soit @ une forme quadratique non
dégénérée sur E qui définit une conique C et @ l'isomorphisme associé de E
dans E*.

Théoréme 18. On pose Q°(u) = Q(¢ ' (u)) pour tout u dans E*. L’hyperplan
H d’équation u(x) = 0 est tangent o C' si et seulement si Q°(u) = 0.

Preuve : On note C° la conique définie par Q°. On a alors les équiva-
lences suivantes :
ueC® = Q@ H=0
— ¢ leC
< u € @(C) car ¢ est un isomorphisme.
< dxg € C tel que p(zg) = u.
Ainsi on a les équivalences suivantes :
reH < @(xo)(z)=0
= z€up
<= H est ’hyperplan tangent a C' en xg.

De plus si on note ¢° la forme bilinéaire associée & C° alors on a

~—1 ~—1 ~—1
gl =0 (¢ (@), 07 W)
pour tout x,y € E*. Ainsi ¢ est non dégénérée c’est-a-dire C° est une
conique propre.
Remarques :
(1) Si on veut définir une forme quadratique Q° sur E* & partir d’une
forme quadratique @ non dégénérée sur E, ben on n’a pas le choix
il faut poser Q°(u) = Q(¢~*(u)) pour tout u dans E*.
(2) Le théoréme dit que 'ensemble des hyperplans tangents & une quadrique
non dégénérée est une quadrique non dégénérée dans le dual.

Corollaire 3. Si M est la matrice de ¢ dans la base canonique de E alors
la matrice de ¢° est M~ dans la base “canonique duale” de E*.

Voir Samuel.

13. PROPRIETES METRIQUES DES CONIQUES AFFINES EUCLIDIENNES
Cf: Audin p.199

Lemme 2 (Audin p.187). Si D est une droite projective (en dimension 1) et
C une quadrique propre d’image non vide de D, elle est formée de 2 points
a et b alors on a l’équivalence suivante : [a,b,m,n] = —1 si et seulement si
M1gn ou Q est la forme quadratique qui définit C.

On note I et J les points cycliques.
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Théoréme 19 (Audin p.199). On va distinguer deuz cas selon la nature de
C.

(1) Soit C' une parabole, la droite (I.J) est tangente ¢ C. La deuziéme
tangente a C issue de I et la deuziéme tangente a C issue de J se
coupent au foyer F' de la parabole.

(2) Soit C une conique a centre qui n’est pas un cercle. Soient Dy et
Dy les tangentes & C passant par I, D} et DY les droites complezes
conjuguées respectives de Dy et Dy. Les droites D} et D) sont
les tangentes a C issue de J et les foyers de C sont les points F1 =
DN\ Dy et Fy = Dy(\Dh. De plus les polaires de Fy et Fy par
rapport & C sont les directrices correspondantes.

Remarques :

(1) Cette démonstration est courte mais dense : on utilise beaucoup de
résultats sur les coniques, les birapports et les homographies.

(2) Pourquoi peut-on mener deux tangentes & une conique & partir d'un
point extérieur a cette conique?

— Si on considére la conique duale (cf le paragraphe 12.2) et qu’on

remarque qu'une droite coupe une conique en deux points, alors on
a le résultat directement.

14. LES SIX BIRAPPORTS DE PERRIN, DROITE DE SIMPSON, THEOREME
DE MIQUEL ET LE PIVOT

Cf: Audin p.163

Proposition 3. Soient huit points A,B,C,D,A’, B',C'etD’ dans P;(C),

on a alors

[A, B, Cl7 Dl] [B7 C’ A/7 D,] [07 A’ Bl’ DI] [A/7 B/7 C’ D] [B/7 0’7 A7 D] [0/7 A/7 B7 D} = 1
Cette proposition a des conséquences surprenantes :

Théoréme 20 (Théoreme de Miquel, Audin p.97). Soient quatre cercles

C4, Cy, Cs et Cy tels que :

CiNCy = {A, Cl}, CiNCy = {D/, B}, CanCs = {C, A’} et C3sNCy = {B/,D}.

On a l’équivalence suivante : A, B',C et D' sont cocycliques si et seulement

si A", B,C" et D le sont.

Proposition 4 (La droite de Simson, Audin p.97). Soient ABC' un triangle
et M un point du plan, soient P,(Q) et R les projetés orthogonauzr de M sur
les droites (BC), (CA) et (AB), on a équivalence suivante : P,Q et R
sont alignés si et seulement si M est sur le cercle circonscrit au triangle.

Proposition 5 (Le pivot, Audin p.98). Soient ABC' un triangle et A’, B’ et
C' trois points distincts situés respectivement sur les segments [BC], [AC)|
et [AB] différent de A, B et C, alors les cercles circonscrits ¢ AB'C', BC' A’
et CA'B’ ont un point commun.
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Remarque : C’est un bon développement original, pas dur et qui
démontre astucieusement des résultats de géométrie classique. Par contre,
il faut faire attention & la numérotation des points.

15. IDEAUX BILATERES DE L(E)

Cf : Goblot p.113. Soit E un k-espace vectoriel ou & = R ou C. On
va regarder comment se comportent les idéaux bilateres de L(FE) selon la
dimension de E.

Proposition 6. (i) Si la dimension de E est finie alors les idéauz bi-
latéres de L(E) sont triviau.

(ii) Sila dimension de E est infinie alors I = {f € L(E) tel que rg(f) <
+oo} est un idéal bilatére non trivial de L(E) et c’est le plus petit
non trivial.

(iii) Si la dimension de E est dénombrable : le seul idéal bilatére non
trivial est I.

(iv) Sila dimension de E est non dénombrable alors il y a d’autres idéauz
bilatéres.

Remarques :

(1) Dans la démonstration on utilise un autre lemme de maniére tacite :
soit f € L(E) et S un supplémentaire de ker f dans E alors Im f = S.
En effet fig: S — Im f est clairement injective et pour y € Im f il
existe v € Etel que y = f(z) et z =t +savecs Ekerfett e S
donc f(z) = f(t) = y (ceci démontre aussi le théoréme du rang).



DEVELOPPEMENTS D’ALGEBRE 17

(2) Dans un développement il faut éviter de dire “par un lemme trivial,
on a...” ou “un calcul facile montre...” car si c’est facile alors faites-
le, ben Dieu !

(3) Avoir une petite idée sur les idéaux monolatéres de L(E) en dimen-
sion finie.

16. A,, EST SIMPLE POUR n SUPERIEUR A 5
Cf : Perrin. On note A, le groupe alterné a n éléments.

Théoréme 21. A, est simple pour n supérieur ou égal a 5.

Remarques :

(1) Attention les éléments d’ordre 5 dans As ne sont pas tous conjugués
entre eux car 24 ne divise pas 60, par contre si a et b sont d’ordre 5
alors a est conjugué & b ou & b2.

(2) Dans la démonstration on a utilisé deux résultats importants :

(a) Les 3-cycles sont tous conjugués dans A,.
(b) Les 3-cycles engendrent As.

Corollaire 4. On a D(A,) = A,, pour n supérieur a 5.

Remarque : En fait ces résultats sont trés importants car ils permettent
de démontrer modulo la théorie de Galois I"impossibilité de résoudre une
équation générale de degré 5 par radicaux. Revoir ce que cela signifie “étre
résoluble par radicaux” et “équation générale de degré n”. Savoir aussi le
théoréme fondamental suivant :

Théoréme 22. Soit f € K[X]. L’équation f(X) = 0 est résoluble par
radicauz sur K si et seulement si le groupe de Galois de f est résoluble.

Remarque : 1l est bien évident qu’il faut juste connaitre les définitions
et les liens entre ces notions et non pas les démonstrations entiéres : la théorie
de Galois n’est pas au programme de 'agrégation. Pour les étudiants qui
n’ont jamais fait de théorie de Galois, ne perdez votre temps la-dessus méme
si c’est trés joli (sauf si c’est votre derniére lacune!).

17. POLYNOMES SYMETRIQUES
Cf : Jacobson p.133, Tauvel p.122.

Théoréme 23. (i) Soit A un anneau commutatif, tous les polynomes
symétriques sur A[X1, ..., Xy] peuvent s’exprimer & partir des polynémes
symétriques élémentaires.

(ii) Les polynémes symétriques élémentaires sont algébriquement indépen-
dants sur A.

(iil) Tout m; est algébrique sur Alpi,...,pn] ot les p; sont les polyndomes
symétriques élémentaires.
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Remarque :
(1) Si A est un corps K, on peut dire que I'extension

K(Xl, e ,Xn)/K(pl, e ,pn)
est algébrique de degré n!.
(2) (ii) donne l'unicité de la décomposition de (i).
(3) Aprés un tel théoréme, la question naturelle du jury est : soit le
polynéme P = X3+ Y34 Z3, exprimer P en fonction des polynémes
symétriques élémentaires (cf Gourdon algebre p.79 et Tauvel p.122).

Exercice : (cf Tauvel p.122)
On note f1,..., fr les n fonctions de M, (C) dans C telles que le polynéme
caractéristique x4 de A € M,,(C) s’écrive :

X" AAX D) 1(AX 4 (1) fu(A)

Soit g une fonction polynéme de M, (C) dans C telle que g(AB) = g(BA).
Montrer que g est un polynéme en fi,..., fy.

18. A PROPOS DE k[Xi,...,X,]...

Je ne connais pas de référence pour le théoréme suivant.

Théoréme 24. Si k est un corps, k[X1,...,X,] est isomorphe comme k-
algébre a k[ X1, ..., X] si et seulement si m = m.
Remarque : Ce résultat parait simple et naturel, mais comment le

démontrer sans utiliser le degré de transcendance car il faut suivre le fameux
proverbe méta-mathématique suivant : “un résultat trivial doit avoir une

démonstration triviale®”.

Lemme 3. Si on note Hy l’ensemble des polynémes homogénes de degré d
de k[X1,...,X,] alors la dimension de Hy est Cg+d_1.

Preuve du théoréme : Si m = n alors on a clairement un isomorphisme.
Réciproquement, on suppose que m > n et que ¢ réalise un isomorphisme
de k-algebres entre k[ X7, ..., X,,] et k[X1,...,X,]. Ainsi si on restreint ¢ &
E[X1,...,Xn+1] on a un morphisme injectif de k-algébre de k[ X1, ..., Xp11]
vers k[X1,...,X,]. On pose alors : E;H'l I’ensemble des polynémes de
k[X1, ..., Xpt1] de degré inférieur ou égal a d (le degré total). On va calculer

la dimension de Eg”'l. Pour cela, on considere 'isomorphisme f suivant :

1 2
f : Eg+ . - Hg+ ij-[le"'aXn+],Y]
XX X Xy eing

En fait f homogénéise les polynémes. Comme f est un isomorphisme on

a, d’apres le lemme 3, dim EZ'H = Cg+d+1. Puis on restreint ¢ a Eg“ et

on pose M = {max }deg(go(Xi)). On remarque que @(Egﬂ), qui est de
i€{l,...,n+1

5ne serait-ce pas la définition d’un résultat trivial?
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dimension C7! Ldy1.est inclus dans E7; ; de plus la dimension de E}; ; est
C]J\%:ii-{-n Or
(n+d+1)! (n+d+1)...(d+1)

n . ~ i m+1
LT gl + 1) (n+1)! dotoo O - d

et

) M (Md+1
cMd, — (Md+n) - (Md+1) ot O -
Ainsi pour d assez grand ¢ ne peut pas étre injectif.
Preuve du lemme : On constate que ensemble des monomes X' ... Xi»
tels que i1 + ...+ i, = d est une base de Hy. Ainsi la dimension de Hy est

le cardinal de I’ensemble suivant :
{(i1,...,1n) € N" tel que 41 + -+ + i, = d}.

Ce cardinal est connu, c’est Cg 1 (cf combinaison avec répétitions).
N.B. : La démonstration du lemme a déja été posée a I’écrit.

Remarque : Concernant les combinaisons avec répétition on peut soit
faire un raisonnement combinatoire en plagant d boules dans d+n+ 1 cases
ou on peut aussi les calculer avec les séries génératrices.

19. LE THEOREME DE HAHN-BANACH VERSION GEOMETRIQUE
Cf : Berger T2 p.33

Théoréme 25. Soient X un espace vectoriel normé de dimension finie, A
un ouvert convere non vide de X et L un sous espace vectoriel de X tel
que ANL =0, alors il existe un hyperplan de X qui contient L et qui ne
rencontre pas A.

Remarques :

(1) Je donne un énoncé en dimension finie car la géométrie pour moi
c’est plutot en dimension finie ainsi on évite le lemme de Zorn dans
le début de la démonstration.

(2) Dans la démonstration on utilise la projection p de X dans X/M o
on munit X/M de la topologie quotient ainsi p est continue et comme
A est ouvert, p(A) est ouvert : pourquoi p est ouverte’? Revoir les
ouverts saturés.

(3) Attention Berger affirme, mais I’agrégatif, lui, il démontre. Par ex-

emple pourquoi C = U AB est convexe ?
A>0

Corollaire 5. Dans un espace affine X, soient A et B deux convexes non

vide, A est ouvert et AN B =0, alors il existe un hyperplan séparant A et
B.

6Attention, c’est parce qu’on fait le quotient par 'espace vectoriel M que p est ouverte.
Il n’est pas vrai que toutes les applications quotient sont ouvertes.
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Corollaire 6. Soient A et B deux convezes non vide, A fermé et B compact
tel que AN B =), alors il existe un hyperplan séparant strictement A et B.

Remarque : Regarder la définition d’un hyperplan d’appui et connaitre
quelques théoremes. Ne pas oublier les contre-exemples.

N

Montrons Hahn-Banach analytique a partir de la version géo-
métrique Je ne connais pas de référence pour cette démonstration. Soient
M C X ou X est un espace vectoriel normé, M un sous-espace de X et f
une forme linéaire continue sur M, on considere ’ensemble L des éléments
de M tels que f(z) = 1.

L’espace L est un sous-espace affine de X et c’est un hyperplan de M. Soit
B ={z € X tel que ||z|| < ﬁ}, ¢’est un ouvert convexe. On a LNB = () car
siye L |f(y)=1<|fllllyll.- Ainsi on applique Hahn-Banach géométrique
et donc il existe un hyperplan affine H tel que H N B = 0et L CH.

On définit f par : f(z) = 1 pour x € H (comprendre pourquoi on a alors
définit f sur X). Ainsi ker f = H ot H est I’hyperplan vectoriel qui dirige
H. f prolonge bien f car pour m € M —ker f il existe u € R tel que m = pl
avec | € L.

M

H

11 reste & montrer que ce prolongement préserve la norme de f. 1l faut
montrer que |f(y)| < [[fl/yl pour y € X. Pour y € X —ker f, il existe
A € R tel quey = Ah avec h € H et |f(y)| = |A\|l. Or h n’est pas dans B

s A ) s
done |k > b cest-acdire yl| = AJA] > 5 done |\ > ]yl dou

0 ¢ 171
IF@) = 1 F [yl cest-a-dire || f]| = || f]-

20. THEOREME DE JUNG
Cf : Berger T2 p.41.

Théoréme 26. Soient X un espace affine euclidien de dimension d et A
un compact de X, alors A est contenu dans une boule unique de rayon min-
imum. En outre, si x est le centre et v le rayon de cette boule on a :
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d
(i) r </ =——-diam(A) et c’est le meilleur majorant possible.

“\2(d+1)
(ii) z € (AN S(x,7)) ot e(B) est l’enveloppe convere de B.

Un bout de preuve : Pour le début de la preuve cf Berger T2 p.41.
Je vais donner un bout de preuve : celle qui concerne (i7). On vectorialise
X en z. Soient u € S(z,1) et € > 0, comme A C B(z,r) on a d(z,a) <r
et donc il existe a € A tel que d(z,a) < r < d(a,eu). La deuxiéme inégalité
est vraie sinon pour tout @ € A on a d(a,ecu) < r donc A C B(eu,r) et par
unicité du centre de la boule cherchée = = cu, c’est absurde.

Ainsi on définit une suite (ap)neny dans A par le raisonnement suivant :
on prend € = % et pour chaque n il existe a, € A tel que

(1) d(z,an) <1 < d(an, %).

Par compacité de A on extrait une sous-suite convergente, on la note encore
ap et lim a, =a et d(a,z) = r. De plus a vérifie (a,u) < 0. En effet

n—-+4oo
I’inégalité (1) donne : (on a vectorialisé en )
d(an,w)* = [lan|* < r? < llanl® + 1317 = 2(an, )
0 < r?—lanl? < 37— anu)

Dot {an,u) < 3~ et quand n tend vers l'infini et on a :
(2) (a,u) <0

Supposons que x ¢ £(ANS(x,r)) alors le corollaire 6 appliqué & = compact et
au convexe e(ANS(z,r)) affirme lexistence d’un hyperplan affine H séparant
strictement x et AN S(z,r). Donc H sépare strictement « et A N S(z, 7).
On considére une droite vectorielle orthogonale & H, on la note H- et on
soit {u, —u} = S(z,1)NH"'. On a u" qui est ’hyperplan vectoriel dirigeant
H. Et u' sépare strictement soit u et AN S(z,7) soit —u et AN S(z,7).
Supposons qu’on soit dans le premier cas alors pour tout a € A, (a, —u) > 0
et cela contredit I'inégalité (2) donc x € (AN S(z,r)).

Remarques :
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(1) L’inégalité dans (4) est atteinte si d(a;,a;) = § pour tout i # j ; ce
qui arrive pour un simplexe régulier.

(2) Remarquer qu’on utilise le théoréme de Carathéodory (cf Berger T2
p.21).

(3) Se préparer & des questions du style : pourquoi I’enveloppe con-
vexe est-elle convexe 7 Est-ce qu'un convexe compact est toujours
l’enveloppe convexe de sa frontiere ? (cf Berger T2 p.23) Connaissez-
vous le théoréme de Krein-Milman? (Berger T 2p.47) ... Bref avoir
quelques restes (hal) des 50 premiéres pages de Berger T 2.

21. ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE
Cf: Arnaudies T1 p.379, Ramis T1 p.293

Définition 2. Un k-espace vectoriel est de dimension finie s’il posséde une
partie génératrice de dimension finie.

Théoréme 27 (Arnaudies T1 p.379). Soit E un k-espace vectoriel de di-
mension finie, L une partie libre de E et G une partie génératrice de E, alors
il existe une partie base 3 de E (libre et génératrice) telle que L C 3 C LUG.

Remarque : C’est le théoreme de la base incomplete.
Remarque : La partie génératrice G n’est pas supposée finie (on a bien
envie d’appliquer le théoréme & L = () et G = E par exemple).

Lemme 4. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et soit A une
partie génératrice de E. Il existe une partie G finie de A qui engendre E.

Corollaire 7. Dans un k-espace vectoriel de dimension finie, toute famille
libre est finie.

Corollaire 8. Dans un k-espace vectoriel de dimension finie, il existe une
base.

Théoréme 28 (Ramis T1 p.293). Dans un k-espace vectoriel de dimension
finie E, les bases sont de méme cardinal.
On dit alors que ce cardinal est la dimension de E.
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Remarque : Attention, le jury demande aux candidats de bien maitriser
les choses simples et ceci en est une. Il est donc indispensable de savoir
comment on définit la notion de dimension d’un espace vectoriel. Et comme
on est attendu au tournant autant préparer le virage c’est-a-dire le proposer
en développement. Savoir démontrer, a partir de la définition,

e que, s’il existe une partie génératrice finie, toute partie génératrice
contient une partie génératrice finie

e qu’un sous-espace d’un espace de dimension finie est de dimension
finie (pas si simple, si on n’y a pas réfléchi avant. .. ).

22. IF;‘ EST CYCLIQUE ET QUAND A-T-ON F, C Fyr ?

Cf : Perrin p.74 Francinou p.134

Théoréme 29. F7 est cyclique.

Proposition 7. Fy est inclus dans Fy si et seulement si ¢ = p",q = p", et
n divise n'.

Exercice : Construire Fo,Fy,Fg et Fig.

Remarque : C’est pas tonitruant, mais bon. ..
Voila un exercice vraiment cool sur les corps finis :

Exercice : Un bateau qui comprend 31 vacanciers part pour un voyage
qui dure tout le mois d’aout. Le capitaine de se bateau peut inviter 6 per-
sonnes chaque soir a sa table. Il veut que chaque personne se soit rencontrer
une et une seule fois a sa table. Peut-il le faire 7

Solution : Oui, mais comment ?

Dans F2 il y a 124 vecteurs non nuls et étant donné un vecteur non nul
z ily a5 —1 =4 vecteurs non nuls sur la droite vectoriel engendré par x.
Ainsi il y a 124/4 = 32 droites dans F2. Par dualité il y a autant de droites
que de plans dans F2. Et dans chacun de ses plansily a (5-5—1)/4 = 6
droites vectoriels. Si on fait la correspondance une droite = un vacancier.
Pour répondre a son probléme, notre cher capitaine doit inviter chaque soir
(en aout il y a 31 jours!) un plan différent, c’est & dire 6 droites, c’est & dire
6 vacanciers. Et chaque vacancier s’est rencontré une et une seul fois a la
table du capitaine car deux droites définissent un unique plan.

23. LE RANG D’UNE DIFFERENTIELLE

Cf : Mneimné Eléments de géométrie p.194
Exercice :
Soient k le corps R ou C et u 'application :
w o My(k) — k"
M s (tr(M),tr(M?),... tr(M"))

Montrer que le rang de du(m) vaut le degré du polynéme minimal de M.
Solution :
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On a du(M)(X) = (tr(X),2tr(MX),...,ntr(M" X)) (la trace est une
application linéaire).
On va calculer la dimension du noyau puis utiliser la formule du rang.
Le noyau de dyu(M) est 'intersection des hyperplans H; d’équations tr(M*X).
n

Considérons H = (| H; et H' = {p € My(k)*[p(H) = 0}. On va
i=1
d’abord calculer la dimension de H=.
Ona H- =vect ((¢; : X — tr(M'X))i=1,..n) -
En effet (Avez p.103), il n’y a qu’un seul sens qui n’est pas “trop” trivial.
Soit 1, ..., ¢, linéairement indépendant telles que H* = vect(p1,. .., ;).
On complete (¢1,...,9,) en une base (¢1,...,0,€5,1,...,¢5) de My, (k)*

et soit (f1,..., fry€ri1,-..,€n) la base antéduale de E. Ainsisi a € H"
alors a = A1 + ... + ANer + peg1€ry g + oo+ ppe),. et comme H =
vect(ept, ..., en) on a a(e;) = 0 donc p; = 0.

Puis comme ¢ : (X,Y) — tr(XY) est une forme bilinéaire non dégénérée
sur My (k) x My, (k) (vérification immédiate, attention, ce n’est pas la forme
euclidienne sur les matrices, méme si le corps est R) alors I’application

Yoo Mu(k) — My(k)*

est un isomorphisme. Et si on note Fyy = vect(p;)i=1,..n alors k[M] se
surjecte sur Fjy par 1[) Or 1; est injective donc Fj est isomorphe a k[M].
Et la dimension de k[M] vaut le degré du polynéme minimal de M. On
conclut en utilisant dim A+ + dim A = dim F et la formule du rang c’est-a-
dire dim H+ = rg(du(M)) qui vaut le degré du polynéme minimal.

Conséquence : On peut montrer que {M € M,(k)|xm = (—1)"IIn}
(ot I/ est le polynome minimal et x s est le caractéristique) est un ouvert.

En effet, le degré de xar est n et le degré de I est le rang de du(M).
Or {M|rgdu(M) = n} est un ouvert car du(M) est alors de rang maximal
(cf le paragraphe 25.2).

24. ELLIPSOIDE DE JOHN
Cf : Leichtnam T 2 p.158.
Soit R™ muni de la norme euclidienne, on note :
e () = { formes quadratiques sur R"}
e QT = { formes quadratiques positives sur R"}
e QT+ ={ formes quadratiques définies positives sur R"}
Pour ¢ € @, on note E, lellipsoide {x € R" tel que 0 < ¢(z) < 1}. Pour

g €QTT, on note V(q) = 1
/disc(q)

Théoréme 30. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™, alors il
existe une unique forme quadratique définie positive telle que K soit inclus
dans Eq et V(q) soit minimal.

(=le volume de Ej).
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Preuve : Commencgons par montrer l'existence. Considérons A = {q €
Q" tel que K C E }.

(1)

(2)

®3)

(4)

A est non vide. En effet, comme K est compact, il est borné c’est-
a-dire il existe M > 0 tel que ||z|| < M pour tout z € K. Alors on
2
x
pose ¢q(z) = ”]\4—”2 et ¢ est dans A.

A est fermé dans (Q, N) out N(q) = sup |q(z)].
llz=1
Soit (gn)nen une suite d’éléments de A qui converge vers goo et
doo est dans QT (car QT est fermé dans )). Comme on a
lim N(gn — go) =0,
n—-+4oo
alors pour tout z dans R", ¢,(x) tend vers goo(x). Or pour tout n
et pour tout z € K on a 0 < g,(z) < 1, en passant a la limite on a :
pour tout x dans K, 0 < goo(x) < 1. Ainsi ¢ est dans A et donc A
est fermé dans Q7 qui est lui méme fermé dans (Q, N), c’est-a-dire
A est fermé dans Q.
A est borné dans (Q, N). En effet, comme K est d’intérieur non vide
alors il existe a € K et r > 0 tels que B(a,r) soit inclus dans K.
Soit ¢ € A, pour tout x dans S, ot S = {z € R" tel que ||z| = 1},
a+ rz est dans B(a,r) C K C E,. C'est-a-dire pour tout z dans S
on a gq(a + rx) < 1. Par I'inégalité triangulaire (cette inégalité est
vraie pour une forme quadratique positive pas nécessairement définie
positive) on a pour tout z € S :

rva(z) —+/qla) < ela+rz) < 1
() < Vala) +1 <

2
—cara € K C E,
”

4
D’ott N(q) < — et ceci est vrai pour tout ¢ dans A donc A est borné.

Ainsi d’apres (1),(2) et (3), A est non vide, fermé et borné donc
il est compact dans ) qui est un espace vectoriel de dimension finie.
L’application qui, & ¢ € @ associe disc(q) € R est continue. En
particulier elle est bornée sur le compact non vide A et donc elle
atteint son maximum en gy € A. On a déja trouvé ¢ € A tel que
q € QT c’est-a-dire disc(q) > 0 (pour montrer que A est non vide)
donc gp € Q1. 1l existe donc ¢p € QT qui minimise V(q) et qui
vérifie K C Ey,.

Montrons maintenant 'unicité.

(1)
(2)

QT est un ensemble convexe.

L’application qui envoie ¢ € QT sur V(q) € R est strictement
convexe. En effet, soient ¢ et ¢’ dans Q1 et soient M et M’ leurs
matrices respectives, d’aprés le théoreme de réduction simultanée il
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existe P € Gl(n,R) tel que :

al 0 b1 0
M=tp. PM =tpP. P
0 (079 0 bn

ou a; et b; sont strictement positifs. Alors pour 0 <t < 1, on a

ta; + (1 — t)b1 0 -1/
V(tg+ (1 —t)¢) =det [ ‘P P
0 tan + (1 - t)bn
[Tt + (1 = t)b)="72
=1
| det P
n
[Taiei )72
=1

< e —
| det P|

car le logarithme est strictement concave. Donc

(1) (1)

| det P|

H(atbl ty ~1/2

| det P|

(1) ()

| det P|

Vitg+ (1 —t)d) <

<t

<

par stricte concavité du logarithme. Enfin

t[]a;* + @ —t) ][]0,

o / i=1 i=1

Vitg+ (1 - 1)q) < reg
=tV(g)+ (1 =t)V({).

On a utilisé la stricte concavité du logarithme c’est-a-dire Va,y > 0
et0<t<lona

In(te + (1 —t)y) >tlne+ (1 —t)lny
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et comme ’exponentielle est une fonction croissante, on a
te+ (1 —t)y > zlyt?
(3) Une fonction strictement convexe admet au plus un minimum : en
effet si a # b sont des minima de f (on a aussi f(a) = f(b) = min f)

alors f(42) < @ + %b) = f(a), ce qui est absurde. Le minimum
de V sur QT est donc unique.

Remarques :

(1) Le discriminant d’une forme quadratique réelle est le déterminant de
sa matrice dans une base orthonormée.

(2) Pourquoi V(q) est le volume de Vellipsoide E, (& une constante mul-
tiplicative pres)? On a :

vol(Eq) = /Rn X{zeRr|q(x)<1}dT

On applique le théoréme de réduction a la matrice A de ¢ dans la
base canonique, ainsi il existe P € O(n) et a; > 0 tel que :
al 0
A=1p. -Poua; >0
0 an,

Dans cette nouvelle base orthonormée on a :
vol(E,) = /Rn X{zeR"\a1z§+---+anz%§1}dx

On fait le changement de variable y; = /a;z; ainsi

1
vol(Eq) = W /Rn X {yeRn|y3+-+y3 <1} Y
c’est-a-dire
vol(E,) = V(q) - vol(S™ 1)

Application : Soit G un sous-groupe compact de Gl(n,R), alors il existe
q € QT tel que G soit un sous groupe de O(q).

Remarque : Savoir le faire pour un sous-groupe fini’ par moyenne.
Savoir qu’il y a une démonstration par moyenne (mesure de Haar) pour un
sous-groupe compact en général.

Preuve : Soit H C R" un compact d’intérieur non vide.

e [’application

f: GxH — G(H) := K est continue.
(9:h) +— g(h)

TLes plus simples des groupes compacts sont les groupes finis.
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En effet, soient (g,h) et (goho) € G x H alors :

llg(h) = go(ho)l lg(h) = go(R)]l + llgo(h) — go(ho)l

lg = golla - 1Rl + llgolle - |7 = holl

sup{llg — gollc, [lh — holl}(subpep 1Al + llgollc)
Cst-sup{|lg — gollc: || — hol[}

[VAVARVANIVAN

Ou on a pris comme norme sur G X H la norme suivante :

(g, Wllaxm = supfligle. [P}

e G x H est compact comme produit de deux compacts. Donc K est
compact car f est continue. Et comme Id € G, et H est d’intérieur
non vide, K est un compact d’intérieur non vide de R™.

e D’apres le théoreme précédent il existe une unique forme quadratique
définie positive g telle que K C E; et V(g) soit minimal. Montrons
que pour tout z dans R™ et pour tout g dans G on a ¢(g(x)) = q(z).
On aura alors G sous groupe de O(q). Soit g dans G, définissons ¢
par ¢ = qog. Alors ¢ est dans Q™" et Ey = g~ '(E,). Comme
g~ (K) = K (par définition de K) on a K C E; donc K C Ey. G
étant compact donc borné, on a |detg| = 1 (sinon |det(g")| — +o0)
et V(¢') = disc(q o g)~1/2 = V(g). Par unicité de ¢ on a ¢’ = q et
donc g o g = ¢ c’est-a-dire G est un sous-groupe O(q).

Remarques :

(1) Ce développement est trés bien car on peut le mettre en analyse et
en algebre (il y a une personne qui a présenté ce théoréeme dans ces
deux oraux et il a eu 'agreg! Qui est-ce? héhé ...). Mais il utilise
beaucoup d’outils : convexité, compacité, réduction simultanée des
formes quadratiques, volume, discriminant, ... Il faut évidemment
bien maitriser ces outils.

(2) Le discriminant permet de classer les formes quadratiques sur Fy
(c’est fait dans Serre).

(3) Je n’avais pas travaillé ce développement faute de temps (j’avoue
mon erreur), mais il est vraiment trés beau voire méme universel !!
Merci & monsieur John de la part de nombreux agrégés.

25. UN PEU DE TOPOLOGIE SUR LES MATRICES

Avant propos : L’idée de ce paragraphe est de déduire de théorémes
plus ou moins connus des propriétés topologiques de certains sous-ensembles
de My p(k).

Pour parler de topologie, on suppose que les matrices ont leurs coefficients
dans k avec k =R ou C.



DEVELOPPEMENTS D’ALGEBRE 29

25.1. A propos de Gl(n, k).

Proposition 8 (Mneimné-Testard Groupes de Lie classiques p.14). Le groupe
linéaire Gl(n, k) est un ouvert dense de My (k).

Preuve : L’application déterminant est continue car elle est polynomiale
en les coefficients de la matrice. Et comme Gi(n, k) = {M € My (k)| det(M) #
0}, on en déduit que Gl(n, k) est un ouvert de M, (k). Soit M € My(k), on
pose A\g = min(|\;|) ot les \; sont les valeurs propres de M. Ainsi M — \Id
pour 0 < |A] < Ag est inversible (c’est la définition des valeurs propres) et
}\%M — AMd = M. Cest-a-dire Gl(n, k) est dense dans M, (k).

Application : Pour A, B € M,(k), le polynéme caractéristique de AB
est égal au polynéme caractéristique de BA.

Définition 3 (Cf Perrin p.96 et Gourdon alggbre p.156). e Une dilata-
tion peut s’écrire dans une base
1 0
D(p) = . avec p # 1
0 Jz
o Une transvection peut s’écrire dans une base Tj;(\) = I, +AE;; avec
A#£ 1.
Remarque : Dans Perrin il y a une interprétation géométrique des

transvections et des dilatations avec différentes définitions possibles.

Théoréme 31 (Perrin p.99). o Les transvections et les dilatations en-
gendrent GI(E).
o Les transvections engendrent SI(E).

Remarque : Perrin donne une démonstration géométrique de ce théoreme,
mais on peut aussi démontrer ce résultat en faisant des opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes (c’est ’algorithme du pivot de Gauss).

Applications :

(1) Gi(n,C) et Sl(n,C) sont des ensembles connexes.
(2) Gl(n,R) a deux composantes connexes : Gl(n,R)" et Gl(n,R)~ (qui
sont homéomorphes entre elles).

Preuve : On va démontrer 1 et 2 d’un seul coup. On va montrer que
ces ensembles sont connexes par arcs. On relie Tj;(A) a I'identité en faisant
tendre A vers 0. Comme C — {0} est connexe, Gl(n,C) et Si(n,C) sont
connexes ({D(p)|u # 0} est homéomorphe & C — {0}). Par contre R — {0}
a deux composantes connexes donc Gl(n,R) a deux composantes connexes.

Remarque : On peut aussi s’intéresser au centre de GI(E) et & son
groupe dérivé (Cf Perrin). A ce propos on a Iapplication suivante :

Application : (Gourdon algebre p.156)
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Pour n > 3, soit ¢ un morphisme de Gl(n, k) dans un groupe commutatif
G alors il existe un morphisme g de k* dans G tel que ¢ = g o det.

Exercice :

Montrer que Gi(n,C) est isomorphe & Gl(p,C) si et seulement si n = p.

Solution :

On va regarder un sous-groupe G fini et abélien dans Gi(n,C). Soit M
dans G alors il existe un entier p tel que MP = I,. Donc M est annulé
par un polyndéme a racines simples ainsi M est diagonalisable et comme
G est abélien, il existe une “bonne” base qui diagonalise tous les éléments
de G. Maintenant on regarde les sous-groupes de Gl(n,C) isomorphe &
(Z/2Z)". On choisit une base qui diagonalise tous les éléments de G et pour
q > n, (Z/2Z)% ne s’injecte pas dans Gl(n,C) et (Z/2Z)" est isomorphe aux
matrices qui ont des 1 sur la diagonale. Ainsi si n # p alors Gl(p,C) est
Gl(n,C) ne sont pas isomorphes.

25.2. Le rang.

Théoréme 32. Pour M dans M, x,(k), le rang d’une matrice est la taille
de la plus grande sous-matrice inversible.

Conséquences :

(1) Le rang est localement croissant. En effet, si un mineur r x 7 est non
nul alors ce mineur est encore non nul dans un voisinage U. Ainsi
sur U le rang de la matrice est forcément supérieur a r. (On sait
aussi que les matrices inversibles sont denses cf la propriété 8)

(2) Le rang de la comatrice est n,1 ou 0. En effet, si M est de rang
n alors M est inversible et donc la transposé de la comatrice est
“presque” M ™! c’est-a-dire son rang est n. Si le rang de M est
n — 1, alors un de ces mineurs (n — 1) X (n — 1) est non nul donc
M # 0. puis comme le produit MM = 0 on a ImM C ker®M.
D’ou dimker°M > n — 1 et comme “M = 0, le rang de la comatrice
vaut 1 (par le théoréeme du rang). Si le rang de M est inférieur a
n—2 alors tous les mineurs (n—1) x (n—1) sont nuls et donc °M = 0.

(3) L’ensemble E, des matrices de rang inférieur a p est fermé. En effet,
une matrice de rang inférieur & p a tous ces mineurs (p+1) X (p+ 1)
nuls donc E, est une intersection fini de fermé. Car si on fixe un
mineur, I’ensemble des matrices dont ce mineur est nul est un fermé
(c’est la réciproque du fermé {0} par le déterminant qui est continu).

Théoréme 33. Soit M € My,x,(k) et soit r le rang de M alors M est
équivalente a la matrice
(I 0
n=(%0)

FEn d’autres termes, les orbites de la relation d’équivalence des matrices sont
caractérisées par leur rang.
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Remarque : On peut s’intéresser a la méme relation d’équivalence
mais avec des matrices dont les coefficients sont des anneaux euclidiens voire
principaux et le résultat est donné dans le paragraphe 4.

Conséquence : La démonstration peut se faire avec des opérations sur
les lignes et les colonnes (on peut aussi la faire directement en considérant
une application linéaire et en choisissant des bases adaptées). Et cette dé-
monstration qui est basée sur le pivot de Gauss permet de voir que Gl(n, R)
est engendré par les transvections et les dilatations. Puis comme en 25.1 on
en déduit des résultats de connexité de Gl(n,C),...

Exercice : [Mneimné p.41]

Soit f une application de M, (k) dans k telle que f(AB) = f(A)f(B) et
f non identiquement constante & 1 et & 0. Alors f(A) = 0 si et seulement si
det(A) = 0.

Solution :

e Si det(A) # 0 alors A est inversible. On a f(Id) = f(AA™!) =
FA)F(AY), or f(Id-1d) = f(Id)? ainsi f(Id) = 0ou 1. Si f(Id) =0
alors f est identiquement nulle ce qui est contraire aux hypotheses
donc f(Id) = 1. D’ou f(A™Y) = f(A)~L #£0.

e Réciproquement, soit A une matrice de rang r < n, si f(A) = 0
alors le théoreme 33 affirme que A est équivalente a la matrice J,.
Et comme I'image d’une matrice inversible est non nulle il suffit
de montrer que f(J,) = 0. On considére le produit des matrices
diagonales ayant r fois le nombre 1 sur la diagonale et n — r fois le
nombre 0 sur la diagonale. Ainsi le produit de toutes ces matrices est
la matrice nulle car » < n. Or f(0-0) = f(0) c’est-a-dire f(0) =0
ou 1. Si f(0) =1 alors f vaut identiquement 1 ce qui est absurde,
ainsi f(0) vaut 0. On applique f au produit des matrices diagonales
ayant r fois 1 sur sa diagonale et donc f s’annule sur une de ces
matrices appelons la J¥. Or J¥ est équivalente & .J, (car elles ont le
méme rang) c’est-a-dire il existe deux matrices inversibles P et Q tel
que J, = PJFQ donc f(J,) = f(P)f(JE)f(Q) et comme f(JF) =0
on a f(J,) =0 c’est-a-dire f(A) =0.

Exercice : [Mneimné p.41] Soit H un hyperplan de M,(R) alors H
contient une matrice inversible.

Solution :

On part de la forme euclidienne sur les matrices c’est-a-dire p(XY) =
tr(!XY). Elle induit un isomorphisme (car elle est non dégénérée ) entre
M, (R) est My (R)*.

Ainsi I'hyperplan H est le noyau d’une forme linéaire c’est-a-dire il existe
une matrice X telle que le noyau de 'application qui & M associe tr(* X M)
soit H. On est ramené & trouver une matrice inversible telle que tr(*X M) =
0. Or'X = P.J,Q ou r est le rang de X d’aprés le théoréme 33. On cherche
M telle que tr(J,PMQ) = 0 il suffit de prendre pour PM@ la matrice de
la permutation (1,2,...,7) car r < n.



