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INTRODUCTION

Ce mémoire est un réesumé de mes travaii@ctués depuis ma thése soutenue en 2005 a
Strasbourg sous la direction de Claude Sabbah, qui staitita cohomologie quantique des
espaces projectifs a poids » et qui a donné suite a la publiciian08].

Ces travaux se situent dans le domaine de la géométrie mjgélet plus précisément en
« symétrie miroir ». Cette derniere est basée sur des idgasydeque théorique, notamment la
théorie des cordes. Un enjeu pour les mathématiciens estueddes énoncés mathématiques
a ces théories. En mathématique la symétrie miroir se faaheifacon dtérente selon le cadre
ou I'on se place : égalité des nombres de Hodge, isomorpbkigmiee variétés de Frobenius,
isomorphismes entrB-modules, appartenance a un certain céne lagrangien,ateunioe de
catégorie®tc

Un article référence est celui de Kontsevigloh95b] ou il présente plusieurs théories ma-
thématiques pouvant refléter des symeétries présentesaetdés cordes. Un premier résultat
important est démontré dansN194] ou Kontsevich-Manin montrent la formule récursive sui-
vante qui calcule le nombre de courbes de delymoté Ny, qui passent pardB- 1 points en
position générale dans le plan projectif complexe

3d-4 3d-4
Ny = Z Ng, Ng, (dfdg( 3, 2) - d;”dz(3 g - 1))
d1+d2=d

Ce résultat était inattendu car on ne connaissaient paslesrs pour les grands degrés et on
ne s'attendait pas a avoir une relation récursive. Les makiéiens ont cherché a donner une
définition rigoureuse a ces nombrig qui sont appelés invariants de Gromov-Witten. Pour
cela, il faut d’abord compactifier I'espace de module dediegions stables d’une famille de
courbes de genrg avecn points marqués vers une variété projective lisse. Dansdes bas
(par exemple si la variété est homogene), l'intersecti@t ®a classe fondamentale permet de
définir les invariants de Gromov-Witten. Pour que tout célaiia sens, il faut utiliser la théo-
rie de l'intersection a la Fulton sur les champs de Delignexi¥brd (cf. Vistoli [Vis89]). En
général, cet espace de module peut avdtédéntes composantes irréductibles de dimensions
différentes et on voit que sa classe fondamentale ne conviemopagiéfinir ses invariants.
Dans BF97] Fantechi-Behrend définissent un « cycle virtuel » qui faumne définition dans
tous les cas de ces invariants et donne une approche poatdetec avec des outils de géomeé-
trie algébrique.

Pour dégager une structure reliée a ces invariants, onsgdgge tous ensemble par exemple
sous forme d’une série génératrice. lls peuvent s’orgadisécon algébrique ou géométrique



et donnent lieu & des structures trés intéressantes compreduit commutatif et associatff
appelé produit quantique, une connexion méromorphe ialbdgappeld® module quantique,
une variété de Frobenius (Dubrovidyb96]), un céne lagrangien (Giventabjv04]), etc

A. Symeétrie miroir A /B en termes de structures de Hodge non-commutatives

Dans ce mémoire, nous nous intéressons plus particuliétedria symeétrie miroir du type
A/B (la terminologie en théorie des cordes est JIB) dans un langage proche de celui
des structures de Hodge non-commutatives. Le nom est d( #sdlach-Katzarkov-Pantev
dans KKP08] mais les idées étaient déja présentes chez les auteuentuipar ordre al-
phabétique) : Ceccoti-VafaC[v93b] [CV93a], Bershadsky-Cecotti-Ooguri-Vaf8COV94],
Hertling [Her06] [Her03], Hertling-SevenheckHS07 [HS0§, Iritani [Iri09b], Mochizuki
[Moc064 [Moc06b] [Moc073d [Moc07hb], Sabbah$ab0g [Sabl1(q, K.Saito [Sai83 [ Sai981
[Sai984 et Simpson §im97]. Signalons aussi 'article de synthese de Sabl&abll] sur ce
sujet.

Soit M une variété lisse sut. Une structure de Hodge non-commutatiest un triplet
(H,V, Lr) ou H est un fibré holomorphe siM x C, V est une connexion méromorphe in-
tégrable avec un poéle d’ordre 2 &hx {0} dont une base de sections plates est donnée par le
systeme locallr ® C. Ce triplet doit vérifier certaines conditions de compéités. En pra-
tique, vérifier ces compatibilités est trés délicat et damsnémoire nous nous intéresserons
essentiellement au fibré a connexiéh V).

Remarque A.1 — A une structure de Hodge au sens classique, on peut csasine struc-
ture de Hodge non-commutative qui a un péle d’ordre 1.

A.l. Structure de Hodge non-commutative du cotéA ou D-modules quantiques. —Le
cotéA de la symétrie miroir est celui qui correspond aux invagate Gromov-Witten d’'une
variété (ou orbifold) projective liss&. Nous allons définir urb-module quantiquejui est
une version simplifiée d’'une structure de Hodge non-comtivetaSoit e, le (petit) produit
quantique qu’on suppose convergent dans un owvete H2(X). NotonsH le fibré vectoriel
trivial de fibre H*(X) au dessus d& x C. Soit Ty, ..., T, une base dé&i*(X) etty,...,t; les
coordonnées associées slrNous définissons la connexion méromorphe suivante

1
(A.2) Vo :5ta+ETa° ouae{l,...,r}
1 1lde
(A.3) Vi, =0- 50T JrETg

La connexion est intégrable et le couplt V) est appelé(petit) D-module quantiquet nous

le notons SQDMX). Remarquons qu’lritani définit dankip9b], un systéme localr et dé-
montre danslfi09a] que le triplet {,V, Lz) vérifie certaines propriétés des structures de
Hodge non-commutatives.

Remarque A.4 — Si X est Calabi-Yau, alors la connexion ci-dessus a un péle Botdet
donc SQDMK) a la forme d’une structure de Hodge classiqgeferémarque A.1). D’ailleurs
dans CK99], Cox-Katz I'appellent uné\-structure de Hodge.

2. Cette associativité donne la formule récursivedgsi-dessus.
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A.2. Structure de Hodge non-commutative du cotd ou réseau de Brieskorn. —Le coté

B sera pour nous un polynéme de Laurent (commode et non dé&jén&oit M I'espace des
déformations d’'un déploiement universel fieLe réseau de Brieskorn de notéGy(f) est
un fibré vectoriel holomorphe trivial st x C muni d’'une connexion méromorphe intégrable
avec un pole d'ordre 2 eM x {0}. Sabbah démontre danSgdb0§ qu’a un tel f, on peut
construire une structure de Hodge non-commutative. Iritai®9b ] et Reichelt-Sevenheck
[RS10 démontrent que le réseau de Brieskorrfdistisomorphe a un systeme GKZ (Gelfand-
Kapranov-Zelinski GKZ88] [ GKZ89].

A.3. Symétrie miroir de type A/B. — La question naturelle est donc de chercher quand a-
t-on SQDMK) isomorphe &Gy(f) ? Givental €f. Iritani [1ri09b]) propose des polynémes de
Laurent qui seraient candidats a étre miroirs pour lestégiéano (ou orbifolds) toriques lisses.
Un théoreme de Givental danGiy98a] pour les variétés toriques Fano et de Coates-Corti-
Iritani-Tseng CCIT14] pour les orbifolds torigues Fano permet de trouver uneiegipbn
miroir Mir : M — U telle que Mif SQDM(X) =~ Gy(f). Cet isomorphisme se montre d’abord
en montrant que MirSQDM(X) est isomorphe au systeme GKZ associé a

Dans ce mémoire, nous présentons trois articles de symeétoeg.

1. Dans PM13], nous démontrons que B-module quantique des espaces projectifs a
poids est isomorphe au réseau de Brieskorn de son polynéireudent miroir.

2. Dans MM11], nous montrons que IB-modules quantiques « ambidht> d’une inter-
section compléte nef dans une variété torique est isomaplemodule « résiduét
d’un systeme GKZ. »

3. Dans iGMO08], nous démontrons sur une famille d’exemples que I'anneacothomo-
logie orbifold d’'un champ torique est isomorphe a « I'algetde Jacobi singuliere » de
son miroir.

B. Conjecture de la résolution crépante

La conjecture de la résolution crépante proposée par Yarigioan dansRua064 n’est pas
un énoncé de type miroir car elle ne concerne que leAdBependant, elle s’énonce également
en termes de structures de Hodge non-commutatives. Lexterdst le suivant. SoiX une
orbifold Gorenstein c’est-a-dire un champ de Deligne-Maordfou pour tout poink dansX le
groupe d’automorphisme deagit sur I'espace tangent avec une action de déterminanitlXS
son espace grossier@t Z — X une résolution crépantee,, le fibré anticanonique dé est le
tiré en arriere de celui d€. La conjecture prédit un lien entre les invariants de GroMétien
de I'orbifold X et ceux deZ. Pour que cette conjecture ait un sens, Yongbin Ruan et \Weimi
Chen ont défini au préalable dar@R02] et [CR04] 'anneau de cohomologie orbifold et les
invariants de Gromov-Witten orbifoldsfl Abramovich-Graber-Vistoli pour une définition en
géomeétrie algébriqueAlGVV08])).

Historiguement, cette conjecture s’est énoncée fllérdntes maniéres : en termes d’anneaux
guantiques, d®-modules quantiques, de variétés de Frobenius, de cOnasitagns. Le para-
graphe IV.B est consacré auxldirents énoncés possibles. Le cadre le plus récent est danné p
Iritani [Iril0] en termes des structures de Hodge non-commutatives odt pstD-modules

3. cf. section C
4. LeD-moduleM™sdans le théoreme C.4
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qguantiques. Elle prédit que I€&modules quantiques SQDM) et SQDME) sont reliés par
un prolongement analytique.

Avec Samuel Boissiére et Fabio Perroni, nous avons démoettiet conjecture pour certains
exemples en termes d’'un isomorphisme d’anneaux quantidgaes BMP09b], [BMP09a],
[BMP11].

C. Organisation du mémoire et résumé des travaux

Les orbifolds toriques lisses et projectives ont un parterairoir qui est un polynéme de
Laurent. Donc le premier objectif est de bien comprendreodefolds toriques. Dans le cha-
pitre |, nous définissonsn champ de Deligne-Mumford toriggemme un champ de Deligne-
Mumford lisse séparé avec une immersion ouverte d'undore (C*)4mX x BG ou G est un
groupe abélien fini dont I'action du tore sur lui-méme s’étarX.

NotonsVD/X (resp.VL/X) le champ des racindséme du diviseur de Cartié® (resp. du
fibré en droitel). Nous démontrons le résultat suivant.

Théoreme C.1— (Voir les théorémes 1.C.4 et I.D.5) Sditun champ de Deligne-Mumford
torique de torg(C*)¥™* x BG. NotonsX" := X //G son rigidifié etX®®"son champ canonique.

1. Soit G= Hle,ubj. Il existe L, ..., L, dans le groupe de Picard d&" tel queX soit

isomorphe a
b‘\l/ L]_/Xrig X xrig * = X xrig b\f/ L[/Xrig.

2. Il existe un unique n-uplédy, , ..., a,) € N" tel queX™ soit isomorphe a

W]X){can -+ + X xcan W_

ou les D sont les diviseurs toriques &3,

De plus nous relions notre définition a celle plus combimatoie Borisov-Chen-Smith
[BCSO0Y. Ce travail a été publié avec Barbara Fantechi et FabioMNifBMN10]. Notre
construction donne une interprétation géomeétrique a cesais combinatoires et nous a per-
mis avec Ignacio de Gregorio de donner un énoncé de symé&toe en termes d’un isomor-
phisme d’anneaux sur une famille d’exemples dal@&NI08] (voir Théoreme I.F.5).

Le deuxieme chapitre est un rappel rapide sur les invaridat&romov-Witten, leD-
modules quantiques et les cones lagrangiens. La définitiofgicnd) D-module quantique
est similaire a celle écrite en (A.2) et (A.3) mais il faut @acer le petit produit quantique par
le grand elU par un ouvert déd*(X). Soit X une variété projective lisse aveg, .. ., L fibrés
en droite amples. Sox est le lieu d’annulation d’une section générique du fibréomel oL;
et : Z —» XI'immersion fermée. Le théoréme de Lefchetz implique Bla€Z) = kere, &1m¢*.
NotonsH? (Z) = Im:*. Comme le produit quantique delaisse stabléd’ (Z), nous en dé-
duisons que la connexiow laisse stable . Nous obtenons alors un sollsmodule, noté
QDM,,(Z) de QDME). Nous avons aussi un pefli-module quantique, noté SQDM, qui
utilise le petit produit quantique.

Le troisieme chapitre est coupé en 3 sections. Dans 8.lIHolis exposons les résultat de
[DM13] qui démontre un résultat de symeétrie miroir en terme®dwodules quantiques pour
les espaces projectifs a poids. Plus précisément, nougdéomss 'espace projectif a poids
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P(Wo, . .., W,) OUW, ..., W, € N,;. Sa famille de polynémes de Laurent miroir est donnée par
(C*)ml % C
lﬂ
c*
OUF =Ug+ -+ Uyetr = uy®---Up". Nous démontrons que

Théoréme C.2 — (Voir théoreme 111.A.12) Le petit D-module quantiqueRi{&y, . . ., W,) est
isomorphe au réseau de Brieskorn(@er).

Dans 8.111.B, nous donnons un énonce de la dualité de Serteremes d’une dualité entre
deuxD-modules quantiques tordus. Soiune classe caractéristique inversible et multiplica-
tive. Soit E un fibré vectoriel. On peut associercaune classe caracteéristique telle que
c(E)c*(EY) = 1. Le théoréme suivant est une version simplifiédes théorémes 111.B.3 et
[11.B.14 et du corollaire 111.B.8.

Théoréme C.3 — Soit X une variété projective lisse et E un fibré vectorielsur

1. SoitQDM;)(X) et QDM gv)(X) les D-modules quantiques tordus par respectivement
(c,E) et(c*, EY). Ces deux D-modules sont duaux.

, , . . . k N o .
2. Notonse la classe d’Euler non-équivariante. Si £ EBH L; ou les fibrés en droite;L
sont amples alors nous avons :

e(E)V

QDM g)(X) —— QDM(EY)

”i /
QDMymi(2)

ol ¢ est injective et Z- X est le lieu d’annulation d’une section générique de E.

3. Dans le cas ou E —Kx avec la classe d’Euler équivariante, la limite non équiaste
de la dualité du premier point existe et elle estisomorpte@adeconde métrique », noté

dim

§(*%*), de Dubrovin Dub98).

Ces résultats viennent de I'article en préparatitdaV .

Dans une derniéere section, nous présentdmsi11] qui donne une présentation dd-
module quantique d’une intersection compléte nef dans ariéte torique. Plus précisément,
soit X une variété projective lisse aveg, ..., L fibrés en droite. Soil4,..., T, une base de
H?(X). Soitqy,...,q des coordonnées d€¥)". PosonsD = C[q, Z(zqdq, Z29,). Nous dé-
finissons un idéal a gaucl@@ := (€, 04, d € Hy(X, Z)) (cf. définition 111.C.3) qui est un idéal
GKZ. Pour tout € {1,...,r}, posond,; := Y1 CaZGhdg, aveccy(Li) = Y54 CaTa

Nous avons le théoreme miroir suivant.

Théoreme C.4 — (Voir Théoremes 111.C.4 et 1Il.C.5) Supposons que les filtgs. ., Lk
soient globalement engendrés et g ® L; ® - - - Ly)" soit nef.
1. Le petit D-module quantique tordu pgg, &L;), noteSQDM,(X), est isomorphe ®/G.

5. Nous avons supprimé les applications miroirs des énoncés
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2. Supposons que les fibrés en droite soient amples. Soiied l&&annulation d’'une section
générique de E &L;. Nous avonSQDM,,(Z) isomorphe a/(G : Cop) OU

(G : Gop) :=(P €D | GepP € G).
De plus, nous avons le diagramme commutatif suivant
M := D/G —— SQDM,(X)

l l

M= D/(G : Gop) —— SQDM,n(Z)

Dans [CK99, p.101] Cox-Katz cherchent un systeme d’équatiofi@dintielles qui donne-
rait une présentation de SQDM(Z). On sait ques fait partie de ces équationstidirentielles
et qu’il manque des équations. Le second point de notre éh@mdéfinit toutes les équations
cherchées.

Le dernier chapitre est consacré a la conjecture de la témolerépante dont les résultats
sont publiés danggMP11], [BMP09a] et [BMP09b].

Soit|P(1, 3,4, 4)| 'espace grossier de I'orbifold Gorensteifl, 3, 4,4). NotonsH; , (X) la
cohomologie orbifoldy,, son cup produit orbifold et, -, Yo la dualité de Poincaré orbifold.

Le théoreme suivant est une version simplifiée du théoren@.1v

Théoreme C.5— 1. Lavariét§P(1, 3,4, 4)l admet une unique résolution crépante Z.
2. L'algebre de FrobeniugH? (P(1,3,4,4)), Uom, -, ", Jorb) €St isomorphe a l'algebre de

Frobenius(H*(Z), »,, (-, -)) OU », est le produit quantique restreint aux courbes contrac-
tées pap : Z — [P(1, 3,4, 4)|.
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CHAPITRE |

CHAMPS DE DELIGNE-MUMFORD TORIQUES

Une variété torique normale peut étre définie de deux facansc des données combina-
toires (éventail) ou de fagon plus géométrique en disargligutontient un tore dense dont
I'action du tore sur lui-méme s’étend en une action sur |&war

Dans BCSO09, Borisov-Chen-Smith définissent les champs de Delignenidud toriques a
I'aide de données combinatoires appeléesntails marquésAvec Barbara Fantechi et Fabio
Nironi, nous avons donné darBNIN10] une définition géométrique des champs de Deligne-
Mumford toriques lisses puis nous avons montré que notranitiéfi généralise celle de
Borisov-Chen-Smith et surtout, elle donne une interpigagéomeétrique des données com-
binatoires. Ceci fait I'objet des 5 premiers paragraph&sliB, I.C, I.D, |.E. Dans le 6-éme
paragraphe I.F, nous exposons les résultat@\08] qui est un premier résultat de symétrie
miroir pour des orbifolds dont I'espace grossier est un esjpaojectif a poids. Il s’exprime en
termes d’anneaux de cohomologie orbifold et d’espace taragedéformation.

Notation I..6. — Nous travaillons avec la topologie étale. Un champs dégbetMumford

sera supposé separé et de type finiGuNous supposerons toujours que son espace grossier
soit un schéma. Nous emploierons le tewnigifold pour un champ de Deligne-Mumford lisse
avec un stabilisateur générique trivial. Nous notet@pde faisceau des sections inversibles de
Oy sur le site étale d&.

ILA. Définition des champs toriques lisses de Deligne-Mumfd

Pour imiter la définition géométrique d’une variété torigneus définissons I'objet qui gé-
néralisera le tore pour une variété torique.

Nous renvoyons 8&JGA4, Exposé XVIII] et a LMB0O, Section 14] pour la définition d’'un
champ de Picard.

Définition I.A.1. — Untore de Deligne-Mumforést un champ de Picard isomorph& aBG
ouT estun tore e6G est un groupe abélien fini.

Nous avons alors une définition naturelle pour un champ digBeMumford torique.

Définition I.A.2. — Un champ torique de Deligne-Mumforist un champ lisse séparé de
Deligne-MumfordX avec une immersion ouverte d’un tore de Deligne-Mumiord™ — X
d’'image dense telle que I'action desur lui-méme s’étend en une actian 7 x X — X.

Exemple [.LA.3 — Une variété torique lisse est un champ torique de Deligueiford. Par
contre une variété torique avec singularité quotient eedire avec un éventail simplicial n’est



pas un champ torique de Deligne-Mumford car elle n’est EsliDans la section suivante,
Nnous verrons que nous pouvons lui associer un champ torigBetigne-Mumford de facon
canonique.

Pour illustrer nos résultats, nous suivrons I'exemple desaees projectifs a poids.

Exemple I.LA.4 — Soitn € N,g etw := (W, ..., W,) € (N?5}). Considérons 'espace projectif
a poids défini paP(w) = [C™?1\ {0}/C*] ol I'action est donnée par

A(Xo, . .., Xn) = ("X, ..., A""Xy).

Le champ quotienP(w) est un champ de Deligne-Mumford lisse et il contient un tore=
[(C*)™1/C*]. Ce tore est isomorphe &()" x Bug oud = pgcdfv, . . ., W,). Laction de C*)™?
surC™1\ {0} par multiplication coordonnée par coordonnée nous doneeaation dejy~ sur
P(w). Ainsi P(w) est un champ torique lisse de Deligne-Mumford. Tout paide P(w) a ugq
comme sous groupe d’automorphisme. Nous noteron@ () I'espace grossier d&(w).
Considérons I'espace projeckt2, 4, 12). Sur cet exemple simple, nous allons illustrer nos
résultats qui seront généralisés dans les paragraphesiidous avons les morphismes

(.LA.5) P(2,4,12) " P(1,2,6) " P(1,1,3)
IP(1,1,3)

1. Le morphismé "9 est induit par I'identité su€® \ {0} ety : C* — C* qui envoied — A2
Nous avons id{.x) = ¢(1) id(x). Ce morphisme est appelé « rigidificationct. § 1.D).
Heuristiquement, ce morphisme tue le stabilisateur gguéri, deP(2,4,12).

2. Le morphismep est induit pamg : C3\ {0} — C3\ {0} qui envoie & Y,2) — (X2,Yy,2) et
¢ : C* — C* qui envoied — A2. Nous avong)(1.X) = ¢(1)g(x). Ce morphisme tue le
stabilisateur sur le divisewr= 0 dansP(1, 2, 6). Ceci sera généralisé dans la section I.C.

3. Les applications verticales sont les morphismes canesigers I'espace grossier. En
particulier, la diférence entré®(1, 1, 3) et |P(1, 1, 3)| est un « changement de point de
vue ». En €et,|P(1, 1, 3)| est le quotient géométrique dans la catégorie des variktés a
quelP(1, 1, 3) est le quotient dans la catégorie des champs algébriuegeut voir que
P(1, 1, 3) est le plus petit champ quil&(1, 1, 3)] comme espace grossier. |l sera appelé
champ « canonique » dans le paragraphe 1.B.

I.B. Champ canonique associé a une variété torique simpliale

Nous allons définir en toute généralité la notion de champgue.

Définition I.B.1. — SoitX un champ lisse irréductible de Deligne-Mumford. SoitX — X
son morphisme vers son espace grossier. Le chéegt appel€anoniquesi le lieu oue n'est
pas un isomorphisme est de codimension plus grande ou €ale a

Un champ canonique, nofg, posséde les propriétés suivantes.
1. Le lieu ole est un isomorphisme est précisémem(Xsm), ol Xsm est le lieu lisse di.

20



2. Nous avons les isomorphismes suivants.
(1.B.2) AY(X) > A'(Xsm) = Pic(sm) = Pice™(Xsm) = Pic(X)

La composition envoielj] surO(s~1(D)).
Nous obtenons la propriété universelle du champ canonique.

Théoréme 1.B.3(Corollaire 4.10 dans[FMN10]). — Soit X une variété avec des singulari-
tés quotients. Alors il existe un unique champ canonixjtiétel que I'espace grossier dg@"
soit X. De plus, soiy — X un morphisme dominant qui préserve la codimension par @nag
inverseY) o0l V est une orbifold. Alors il existe un unique morphisme, a Bil&che prés,
g: X% - Y tel que le diagramme suivant soit commutatif.

Xcan 23!9 y
X
Soit Xy une variété torique dont I'éventailest simplicial c’est-a-dire qu’elle a des singula-

rités quotients. Notons(1) := {p1, ..., on} les rayons d& c’est-a-dire les cdnes de dimension
1. Pour chaque cbne, nous posons

Z, ={xeC"|x #0sip ¢ o}

Poson<s := U, Z,. D’'aprés [Cox95, nous savons quX est le quotient géométriqug /Ga
ouGp = Hom(AY(X), C*).

Théoréme I.B.4(Théoreme 4.11 dangFMN10]). — Soit X une variété torique simpliciale
de tore T. Son champ canonigdf&"est le champ quotiefifz/Ga] et il est naturellement muni
d’une structure de champs torique de Deligne Mumford deToet son actiona T x X" —
X reléve l'actiona: T x X — X.

Dans la suite (I.F.4), nous verrons q@g = Hom(Pic(X®"), C*).
NotonsDf*" = ¢™1D; ou D; est le diviseur torique lisse associé au raypde I'éventailx.

Exemple I.B.5 — En suivant I'exemple (I.A.5), le chanip(1, 1, 3) est le champ canonique
de|P(1, 1,3).

I.C. Orbifolds toriques

I.C.1. Champs de racines d’un diviseur de Cartier éfectif. — Dans [Cad03 et [AGV08],
les auteurs définissent un champ de racines pour un cduedqu L est un faisceau inversible
sur X et s une section. Dans la suite, nous nous restreignons au casliyiseur de Cartier
effectif.

Soit n un entier strictement positif. Considérons le champ qubfi&"/(C*)"] ou I'action
de (C*)" est donnée par la multiplication sur les coordonnées. Untpe ce champ est la
donnée den faisceau inversible munis desections globales. Scét := (a;, ..., a,) € (Nso)".
NotonsAa : [A"/(C*)"] — [A"/(C*)"] donnée par — X' et > A¥ ou X (resp.4;) sont
les coordonnées suy" (resp.(C*)"). SoitD := (Dy,..., D,) unn-uplet de diviseurs de Cartier

1. Par exemple un morphisme plat.
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effectifs. Ceci induit un morphism& — [A"/(C*)"]. Le champ de racin@-eme dgX, D) est
le produit cartésien

(1.C.1) VD/X —— [A"/(C*)"]

X —2— [A"/(C)

Le morphisme¥D/X — [A"/(C*)" correspond aux diviseurs de Carieffeetifs D :=
(D1,...,Dy), ot D; est le sous champ fermé et réduit @é(D;)weq. Plus explicitement, un
objet de<{/D/X au dessus d’un schénSaest un couplef, (D1,...,Dn) ot f : S — X estun
morphisme et pour touf D; est un diviseur gectif surS tel queg; 5i = f*Dy.

Nous avons les propriétés suivantes.

1. Le produit fibré ¥/D;/X au dessus d& est isomorphe &D/X (cf. Remarque 2.2.5 de
[Cad0]3).

2. Le morphisme canoniqu#D/X — X est un isomorphisme au dessus¥igu;D;.

3. SiX est lisse, chaqub; est lisse et le®; se coupent en des croisements normaux alors
VD/X est lisse ¢f. Section 2.1 dansj[C10]) et lesD; ont des croisements normaux.

4. Nous avons le morphisme de suites exactes coufteSdrollaire 3.1.2 Cad03)
(.C.2) 0——Pic(X)—"—Pic(YD/X)— L, Z/aZ——0

Chaque faisceau inversible Pic(\/a D/X) peut étre écrit d’'une fagon unique comme

L= Mo [, 0k Di) oM € Pic(X) et 0< k < a; le morphismeg envoiel sur
(K, ..., Kn).

Remarque I.C.3 — Soit D; et D, deux diviseurs de Cartierffectifs surX tels queD; N
D, # 0. Les champs{yD; UD,/X et “}/(D1, D,)/X ne sont pas isomorphes. Effet, le
groupe d’automorphisme d’un point dans la préimagexde D; N D, dansVD; U D,/X
(resp. “Y/(D1, D2)/X) estua (resp.ua X fia).

|.C.2. Caractérisation des orbifolds toriques avec les chaps de racines. —Soit X une
orbifold torique etey : X — X le morphisme vers son espace grosXieD’apres la propriété
universelle du champ canonique.(théoréme 1.B.3), il existe un unique morphishe X —
X tel queg xcan o f =gy

D’aprés le corollaire 5.6.1LMB00], le morphisme de structure : X — X induit une
bijection entre les sous champs fermés et réduitX da ceux deX. Soit D un diviseur de
Cartier réduit deX de support~1(D). CommeD N Xs, est un diviseur de Cartier, il existe un
uniguea € N.q tel ques (DN Xsm) = a(DNe1(Xsm)). Nous appelons I'entie, la multiplicité
deX le long deD.

Théoréme I.C.4AThéoreme 5.2 dangFMN10]). — 1. Soit X une variété torique simpli-
ciale d’eéventailz et de tore T. Pour chaque raygndeX, on choisit un entier ae N.,.
Notonsa := (a,),ez)- Le champy/Dcay/ X¢can a une structure de champ torique de De-
ligne Mumford de tore T tel que le morphisme canonidi@®a"/ Xcan — X" soit un
morphisme entre champs toriques de Deligne-Mumford.
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2. SoitX une orbifold torique. Soit n le nombre de rayons de I'évdmtail’espace grossier
X. Il existe un unique n-upldgy,...,a,) € (N.o)" tel que le champX soit isomorphe,
comme champ torique, a

a,‘l’ Dian/Xcan X xcan + + + X ycan an\/ Dﬁan/Xcan.

ou DF*"est le diviseur correspondant au raypn

Pour démontrer le premier point, I'action desur {/Dc"/Xcan se fait en utilisant la pro-
priété universelle du diagramme cartésien (I.C.1). CorAimeT est une intersection normale
de diviseurs dont les composantes irréductibles sont sgdéeouri dans{l,...,n}. Notons
a:=(ay,...,a, les multiplicités des diviseur®;. Ceci nous permets de définir un morphisme
X — +{Dran/Xean g I'aide du diagramme cartésien (1.C.1). Puis le théorénreipal de Za-
riski (« Zariski's main theorem ») nous montre que ce monplegest un isomorphisme. Le
diagramme (1.C.2) implique la suite exacte

(.C.5) 0——Pic(X*a) " Pic(X)— ]I, Z/aZ——0

Exemple I.C.6 — En suivant 'exemple (1.A.5), nous avoRél, 2, 6) = ¥/Do/P(1, 1, 3) ouDg
est le diviseufx = 0} dansP(1, 1, 3).

I.D. Gerbes liées sur les orbifolds toriques

I.D.1. Champs de racines d'un faisceau inversible. —Notons BC* le champ quotient
[pt /C*]. Rappelons qu’urs-point de BC* est un faisceau inversible s&: Soitb un entier
strictement positif. Le morphisme de groupe— C* qui envoied — A induit un morphisme
de champs algébriques : BC* — BC* qui envoieP — P, SoitL un faisceau inversible sur
un champ de Deligne-Mumfordl. Ceci induit un morphisme d& — BC*.

Le champ de racine b-eme (&, L) est le champ défini par le produit cartésien

(.D.1) VL/X — BC*

|+ o bb

X—- B

Le morphismeVL/X — BC* correspond & un faisceau inversible, nbi¢dans Cad03,
sur VL/X tel que sa puissandeéme soit isomorphe &*L. Plus explicitement, un objet de
VL/X au dessus dé : S — X est un coupleNl, ¢) o M est un faisceau inversible sBr
ety : M®® S f*M. Le champVL/X est unuy-gerbe liée au-dessus dé La suite exacte de
Kummer

1 Hb Gm

induit un morphisme de liaison

(1.D.2) 0 Hz(X, Gpn) — HZ(X, p)

La classe deVL/X dansHZ(X, up) estd(L). Soit L, L’ deux faisceaux inversibles sii. La
gerbeVL/X estisomorphe &L’/ X si et seulement si] = [L’] dans Pic{)/b Pic(X).
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I.D.2. Caractérisation des gerbes liées avec les champs dgeines. — Tout d’abord, nous
faisons quelques rappels sur la rigidification d’'un champdigne-Mumford.

Nous considérons I'uniotP®"X c 1X des composantes de dimension &mC’est un sous
faisceau en groupes d& qui est appel&tabilisateur génériqueDans la suite, nous noterons
X"9 pour la rigidification pa#X /192"X et nous I'appelonta rigidification.

En général, on peut rigidifier par un sous groupe centralahilgateur générique mais nous
n'avons pas besoin de cette construction ici. Nous renv@goAOV08, Appendice A] (voir
aussi ACV03, Section 5.1],[Rom045 et [AGV08, Appentice C]).

La rigidificationr : X — X"9 satisfait les propriétés suivantes.

1. L'espace grossier d€"9 est I'espace grossier dé

2. Le champX™ est une orbifold.

3. SiX est une orbifold alorg" = X.

4. Le champX est une gerbe liée suf.

Nous renvoyons au théoréme 5.1.5.(2) AEY03] pour la preuve de la proposition suivante
Proposition I.D.3(Propriété universelle du rigidifieé). — SoitX un champ lisse de Deligne-

Mumford. SoitY une orbifold. Soit f: X — Y un morphisme dominant. Alors il existe:g
X"9 — Y etun2-morphismer : gor = f tel que le diagramme suivant s@tcommutatif

X —1 Xrig

N

Y

Revenons aux cas des champs torique de Deligne-MumfordX$mi champ torique de tore
7 isomorphel x BG ol G est un groupe fini. Son rigidifieX"? est encore un champ torique
de tore isomorphe & et le morphisme canoniqué — X" est uneG-gerbe liée. D’aprés le
chapitre IV.3.4 dansGir71], le groupeHgt(X”g, G) classifie les>-gerbes liées.

Définition 1.D.4. — Unepp-gerbe liée danHe?t(X”g,yb) estessentiellement trivialsi elle est
dans I'image dé : H}(X"9, Gy) — HZ(X"9, ug).

En particulier d'aprés (1.D.2), tout champ de racﬁzf' b/X"9 est uneuy, gerbe essentiellement

triviale. Comme+/L/X"9 est isomorphe a/L ® Meb/X"9, nous en déduisons une bijection
entre lesu, gerbes essentiellement triviales et le groupe@it)/b Pic(X"9).

SoitG un groupe abélien fini. Fixons une décomposit®e []°; up. CommeHgt(X”g,G)
est isomorphe @leHgt(X”g,ybi), nous en déduisons les bijections suivantes.

Oy HE(X™. 1v)

2 {produit fibré sutX"® de champs de racirg-eme de faisceaux inversib}es

4 4
i [ ]Picex™)/b; Picex™) i [ [ Ext@/biz. Picex®)
j=1 j=1
Théoreme I.D.5Voir Corollaire 6.26 dans [FMN10]). — Soit X un champ de Deligne-
Mumford torique avec un tore isomorphe axIBG. Soit G = Hle,ubj. Il existe L, ..., L,
dansPic(X"9) tel queX soit isomorphe, comme champ torique, a

b‘\l/ L]_/Xrig X xrig * * = X xrig b\f/ L[/Xrig.
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De plus, pour chaque§ {1,..., ¢}, la classdL;] dansPic(X")/b; Pic(X"?) est unique.

Remarque 1.D.6 — Remarquons que la présentation du champ torXjupend de la dé-
composition du groupé.

La partie dfficile de la preuve consiste & montrer qu&lgerbe liéeX — X"9 est une gerbe
essentiellement triviale. Pour cela nous démontrons ldtegtechnique suivant.

Lemme I.D.7(Théoréme 6.11[FMN10]). — SoitX"9 une orbifold torique de tore T. Notons
t: T — X linclusion du tore. Alors le morphisme

L Hét(/\’, Gm) — Hgt(T, Gm)
est injectif.

Finalement le théoreme découle du diagramme suivant.

bj /_/Xrig

HZ (X", G)—————HZ(X"9, pp,)———HE(X 9. Gim)

o

1 Hgt(T’ Mo;) >H§t(T, Gm)

Exemple 1.D.8 — En suivant 'exemple (1.A.5), nous avoR€2, 4, 12) = vO(1)/P(1, 2, 6)

I.LE. Comparaisons avec la définition de Borisov-Chen-Smith

Nous rappelons d’abord la définition d’'un champ torique deiddw-Chen-Smith dans
[BCSO0S.

Définition I.E.1. — Unéventail marquést un triple := (N, X, 8) ouN est un groupe abélien
de type fini,Z un éventail simplicial dankl; := N ® Q avecnrayons e : Z" — N tel que
1. les rayons d& engendrenig,

2. pour chaquece {1,...,n}, les élementg(e) dansNy sont sur le rayom; ou (e, .. ., &)
est la base canonique @& et le morphisméN — N ® Q envoiem — m.

A un éventail marquéz = (N,X,8), nous pouvons associer deux éventdl§ :=
(N/Nior, £, 879) et " = (N/Ngr, Z, 87 ou Ny, est la partie de torsion dd et 89 est la
composition dg3 et de la projectiomN — N/N,. Pour définiig®@", nous remarquons que pour
chaqué € {1,...,n}, nous avong(e) = &V, oua € N, etv; est le générateur du semi groupe
0i N N/Nor. Posong®@(e) = v;. Pour résumer nous avons le diagramme suivant.

(LE.2) v/ S\

rig
diagy....an) p

7 N/Ng,

D’aprés BCS04, nous en déduisons un morphisme d’éventail marqué

¥ — X9 _, yean
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Construction I.E.3(Construction du champ X(X) associé &). — Notonsd le rang deN.
Choisissons une résolution projectived& deux termes

0— 70 Sogdt _  N__40

Choisissons un morphisni: Z" — Z%¢ qui reléves : Z" — N. Considérons le morphisme
[BQ] : Z™¢ — 7% NotonsDG(B) := coker(BQ]*). Notonsg¥ : (Z")* — DG(B) le mor-
phisme de groupe qui rend le diagramme suivant commutatif.

(Zn)*( (Zn+€)*

T |

DG(B) := coker BQJ*

Définissons I'action d&y := Homz(DG(B), C*) surZs comme suit. Appliquons le foncteur
Hom; (-, C*) au morphismes” : (Z")* — DG(B), nous trouvons un morphisme de groupe
Gz — (CY)". Via l'action naturelle de@*)" surC", nous définissons l'action d&y sur Zs.
Finalement le champ associ&€a= (N, X, 8) est le champ quotieX(X) := [Zs/Gg].

SoitX un éventail marqué eX(X) son champ de Deligne-Mumford associé. |l est facile de
Voir les propriétés suivantes

1. Le champX(X) est un champ torique au sens de la Définition I.A.2.
2. Le champX(X"9) est le rigidifié deX(X).

3. Le champX (") est le champ canonique de la variété torique simplicialesf’espace
grossier deX(X).

Le résultat suivant nous donne la correspondance entréidtidé combinatoire de Borisov-
Chen-Smith et notre définition géométrique 1.A.2.

Théoréme I.E.4 — Soit X un champ de Deligne-Mumford torique d’espace grossier ka va
riété torique X. Soit I'éventail de X dans N := N ®z Q. Supposons que les rayons He
engendrent }y. Il existe un éventail marqué tel qiésoit isomorphe, comme champ torique,
au champ torigue associé a I'éventail marqué. De plug sia pas de stabilisateur générique
trivial alors cet éventail marqué est unique.

Pour démontrer ce résultat, ilfiilde montrer qu’un champ torique de Deligne-Mumford est
un quotient globak®®" = [Zz/Gx] ou Gy = Hom(Pic(X), C*). Ceci se fait facilement car nous
avonsX®" = [Zs /Gxean] €1 NOUS savons comment calculer un champ de racines suratieou
global.

I.F. Champs toriques et symétrie miroir en termes d’isomorgismes d’anneaux

D’aprés Givental Givo8b] et Barannikov Bar00], le partenaire miroir de I'espace projectif
P" est la fonctionf; = Xg+- - -+X, définie sur le tore d’équatiax - - - X, = 1. Ce théoreme miroir
s’énonce en termes d’'un isomorphisme entre variétés deeRabqui sont obtenues d’un part
par un déploiement universel deet sur la cohomologie quantique B& Pour expliquer notre
motivation, regardons la fonctioh= X, + - - - + X, définie sur la fibratiom : A™?! — A définie
parm(Xo, ..., Xn) = Xo -+ - Xn. D€ ce point de vue, il est naturel de considérer les défoomsate
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f comme déploiements(x,t) : A™! x AK — C qui satisfontF(x, 0) = f(x), avec la relation
d’équivalence induite par les diagrammes commutatifsasuiss

An+l % Ak An+l Ak’
(I.LF.1) nxid \ / mxid, o
Al x AK S Al x A¥

Avec des techniques de De Gregorid@06€]), nous pouvons montrer que, au moins au
niveau des germes, I'espace tangent de ce foncteur de diifommotéT? | est donnée par
I'algebre

f/n

C[Xos - - - » Xn]
(m) + Ox(f)
ou @, sont les champs de vecteurs guY! tangent a toutes les fibres deNous I'appelons

I'algébre de Jacobi de f au dessus de'(0). Dans le cas du partenaire miroir @&, nous
pouvons voir facilement que, est librement engendré par les champs de vecteurs

(.F.2) Tfl/,, =

(I.F.3) X|6)(| —Xi+18)q+l,i E {O,...,n_ l}.
Nous en déduisons un isomorphisme d’anneaux
CIX
1 _ ~ * .
(I.LF.4) Tt = W ~ H*(P"; C)

Nous dirons que la fibratiorf () est miroir deP". Nous allons généraliser cet isomorphisme a
des orbifolds toriques dont I'espace grossier est un egpagectif a poids.

Soitp = (po,...,pn) dans M) tel que pgcdo, ..., Pi....Pn) = 1 cest-a-dire que
I'espace projectif a poidB(p) n’a pas de stabilisateur générique.

D’apreés le théoreme 1.C.4, une orbifold torique dont I'espgrossier est un espace projectif
a poidsP(p) est codée par umg1)—upletw := (W, ..., W,) € (N.o)"** qui sont les multiplicités
des diviseurs toriques. Une telle orbifold est notéw, p).

Théoréme |.F.5(Théoréme 2 danddGMO08]). — Soitp := (Po,...,Pn) € (N.o)™?! tel que
pgcd@o, - - -, Pn) = 1. Soitw = (Wp, ..., Wn) € (Nso)™. Il existe une fibrationr, : Y(p) —
C(p) au dessus d’un courbe rationnelle avec une fonctipn¥(p) — C telle que

1. lafibre génériquerlgl(t),t # 0 soitisomorphe au torelX. .. xi" = 1 et f, soit donnée par
Xy° + -+ + Xa" Via cet isomorphisme;

2. unisomorphisme d’anneaux

(1.F.6) fw/np = Agp(X (W, p); C)
ou le membre de droite est 'anneau de ChowXde, p).

La démonstration se fait de fagon complétement explicitaetdisant la présentation de I'an-
neau de Chow des orbifolds toriques de Borisov-Chen-Snaitis 8CS03.
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CHAPITRE I

INVARIANTS DE GROMOV-WITTEN EN GENRE 0,
QUANTUM D-MODULES ET CONES LAGRANGIENS
TORDUS

[I.LA. Invariants de Gromov-Witten tordus en genre 0

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition des intsdanGromov-Witten pour les
variétes.

Notation IlLA.1. — — NotonsH;(X,Z) le deuxiéme groupe d’homologie entier modulo
torsion.
— Notons NEK) c Hy(X, Z) le cbne de Mori, engendré comme semi-groupe par les classes
d’équivalence des courbes irréductibles d&ns

Soit X une variété projective lisse sGr Soitd une classe dars,(X, Z). Soitn € N. On note
Mon(X, d) 'espace de module des applications stables de genre Odefgléd. Un point géo-
métrique de cet espace de module sera Matg, f) ou f : C — X est le morphisme de degré
detx = (X,..., X)) sont les points marqués sur la couePour chaque € {1,...,n}, nous
avons une application d’évaluation a@me point marqué notée eMo (X, d) — X. D’apres
[Kon954g] et [BM96], cet espace de module est un champs de Deligne-Mumfordeargm
général cet espace de module n’a pas la dimension « attenBa@s BF97], Behrend et Fan-
techi construisent un cycle appeigcle virtueldont la classe dans I'anneau de Chow est notée
[Mon(X, d)]V". Le degré de cette classe est

degMon(X, d)]"" = f c(TX) +dime X +n-3
d

Heuristiquement, pour chaque poif &, f) € Mon(X, d), la théorie de la déformation montre
que I'espace tangent eBt°(C, f*T X) et une obstruction edti}(C, f*T X). Le théoréme de
Riemann-Roch sut montre que dinH%(C, f*TX) —dimH(C, f*T X) = fd c (T X) +dime X +
n— 3 et donc ne dépend pas du poiGt X, f).

Pour chaquée {1, ..., n}, nous posong; := ¢;(L;) ouL; est un fibré en droite su¥o,(X, d)
dont la fibre au dessus du point géométricex( f) € Myn(X, d) est le cotangent@ au point
. Les invariants de Gromov-Witten avec descendsoits définis par la formule suivante : soit
Y., vn € HZ(X) etmy, ..., m, e N

N [|vleriea

[Mon(XA)V" -1

(ILA.2) (™) = f



Dans la suite, nous nous intéresserons aussi aux invadar&omov-Witten « tordus ». Une
torsion ) est un coupled E) ou ¢ est une classe caractéristique multiplicative et invéesib
et E un fibré vectoriel suX. L'oubli du (n + 1)-eme point marqué nous donne un morphisme
7 Mo (X, d) = Mon(X, d) qui est la courbe universelle.

Monea(X, d) =5 X

L
Mon(X, d)

Ainsi Egng := Rr. €, E est un élément dan§(Mon(X, d)). Pour chaque point géométrique
(C.x, f), nous avons rdong lc.xn) = H(C, f*E) — HY(C, f*E). Un fibré E est ditconvexe
(resp. concavesi HY(C, f*E) = 0 (resp. H(C, f*E) = 0) pour toute application stabl€(x, f).

Si EY est concave alorg est convexe mais la réciproque est faus$d’'éxemple ci-dessous).

Exemple I.LA.3 — PourC = P*, un fibréE = &/_,O(a) est convexe si et seulement si pour
touti € {1,...,r}, on aa > —1. Par dualité de Serre, on en déduit qu'un fiéré &/_,O(a;) est
concave si et seulement si pour toet{1,...,r}, on ag < —1.

Lemme Il.A.4(Lemma 10 in[FP97). — Soit E un fibré globalement engendré sur X. Alors
E est convexe etdg 4 un fibré vectoriel de rangd c1(E) + rg(E). O

Toute classe peut s’écrire

(ILA.5) c() = eXp(Z S Ch&)]

k>0

ou Ch, est la composante de dedeéu caractére de Chern. Les invariants de Gromov-Witten
tordus par ¢, E) sont définis par

_ [ Tv e v uc(Bon) € QL5 -]

Mon(XA)M" -1

(cE)
(LAB)  (ya™ oyl = f[

Si nous prenons = 1, nous retrouvons les invariants définis (11.A.2). Poutecedison, le cas
c = 1 sera appelé le cas des invariamds tordus A toute torsion ¢, E), nous lui associongne
torsion duale(c’, E) défini pars; = (-1)*"!s;.

Dans la littérature, on utilise deux torsions spécifiques :

1. (e;, E) oue, est la classe d’Euler équivariante avec paramgtretée,, etC* agit sur le
fibré E par multiplication sur les fibres. Cette torsion sera trésiée dans la suite de ce
mémoire. Une des motivations pour étudier cette torsioc des fibrés convexes vient
du résultat suivant

Théoreme II.A.7([KKP03]). — Soit E un fibré convexe sur X. SoitY le zéro d’une sec-
tion réguliere de E et : Y — X cette inclusion. Pouy € Hy(Y, Z), notons j l'inclusion

naturelle deﬂo,n(Y, v) — ﬁo,n(X, ty). Alors, pour tout de Hy(X,Z), on a
Z (i) Moa(t Y = cop(Eond) N [Mon(X, d)]*"

Ly=d

1. En anglais, un « twist »
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Ainsi, la limite non équivariante des invariants tordus (&rE) donne les invariants
d’une intersection complété dansX.

2. (Td T X). Cette torsion est apparue dans la thése de Coates et dammvaux de
Givental-Tonita (T11] pour étudier les invariants de Gromov-Wittenkefthéorie. Plus
précisément, les invariants &athéorie sont définis par : sat, . . ., a, € K(X)

<al, ey an>(§n’d = X (e?;_(al) ® --® e:(an) ® [O\/IT/["Qn(X,d)])

ou OVMir xd) est le faisceau structural virtuel défini par Ldee¢04. Dans [GT11],
o,n

Givental-Tonita définissent les « faux » invariants de GreMétten en K-théorie via
les invariants tordus par (Td X).

@, ... agn = (Ch@), ..., Ch@))jey ®

Moralement, le fibré tangent virtuel d&lyn(X, d) seraitT X4 €t si 'on applique le
théoréme de Riemann-Roch sty (X, d), on aurait égalité entre les vrais et les faux
invariants erK-théorie. Ceci n’est pas aussi simple et l'article de Gigkfibnita donne
un lien entre ces deux invariants.

[1.B. Produit quantique tordu par (c, E)

Notation 1.B.1. — — Fixons une fois pour toute une ba3g,( .., Ts) deH*(X) ouTy = 1
est le neutre pour le cup produit®t, . .., T, est une base dd?(X). Notons T°,...,T®)
la base duale pour la dualité de Poincaré. Notens., ts les coordonnés associées a la

.....

— NotonsC[Q] := C[NE(X)] et C[ Q] pour la complétion naturelle d€[Q].
— SoitRun anneau commutatif. Considérons la valuatiom[s, S; . .., ] — N parv(sy) =
k + 1. NotonsR[ s] la complétion deR[s, S; . . ., ] par rapport a cette valuation. Notons

C[Q.s], C[Q,7,5] et C[Z][Q, 7, 5]

les complétions respectives d€[Q][ <o, St,.-.], CI[QIl[to,.-.,ts S0, S1,...] €t

CIZ[ Qllto, - - - » ts, S0, St - - -]
— Soityy,..., vk € H*(X) etmy, ..., m € N. Posons

d
<<wr1"1)/1, e wE"yk»(c’E) = Z Z % <wrlnl)/1, YUY Ty ’T>§i)k,d €eC[Q,1,9]

! n>0 deNE(X)

Le potentiel de Gromov-Wittesst défini par
(1.B.2) Fee(@) = O e Cl[Q 7.9
Définition 11.B.3. — Soity1, y» € H(X).

Ta
C

S
1080 2= > (1,72, TP ag € WeclQrd
a=0
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Remarquons que

S 637: .
11.B.4 T: (c.E) T = (c.E) Ta
(184 o ot ot oty
a=0
S
(1.B.5) (r1 'SC’E) Y2, Y3)(cE) = Z Cr1, Y2 )’3>>£C’E)
a=0

ou (, -)c) est la dualité de Poincare tordue,

(Y1, ¥2)cE) = f Y1 U y2 U c(E)
X

Nous avonsTa, To/C(E))ce) = dab-
Les propriétés des invariants tordus impliquent le résaliavant.

Proposition 11.B.6. — Le produitogc’E) est commutatif, associatif, de neutteet satisfait la
relation de Frobenius par rapport @, -)cg)- m|

Le petit produit quantique tordu est défini par la restrictie o &P 4 H2(X) et a l'aide de
I'axiome du diviseur, nous obtenons
S

Ta
Y1 ogcsz) Yo = Z Z Qdefd 2 (1,2, Ta>éC3Eg| @
a=0 deNE(X)

[I.C. D-module quantique tordu par (c, E)
Définition II.C.1. — Le D-module quantique tordu p4c, E) est le triplet
QDMc(X) = (H*(X) @c C[A[ Q. 571, VP, S
ou V(©E) est une connexion définie par
vER: H*(X) @ C[A[Q s 71 - Z*H*(X) @ C[[ Q.5 7]

1
VEE = g, + = (Ta.ngE)) , aelo,...,s),

et S est un accouplement-sesquilinéaire’ suH?(X) ® C[Z[ Q, s, 7] défini par
S (U, V) = (U(=2), V(2)cg)

pour toutu, v e H?*(X) ® C[7[ Q, s, 7]. Quand nous restreignons au paramegreous 'appe-
lonspetit D-module quantique tordu péc, E)

SQDM¢g)(X) = (H*(X) @ C[A[ Q.5 721, V = VP, S = S )
Quandc = 1 etE = 0, le triplet

QDM(X) = (H*(X) ® C[A[Q, 7],V = V59, S = Sy e-q))
est appelé |®-module quantiquee X.

Remarque I1.C.2 — Le moduleH*(X) ® C[Z[ Q, s, 7] peut étre vu comme le module des
sections globales du fibré vectoriel trivial de fili#&*(X) au dessus du voisinage formel du
pointQ = s =7 = z = 0. Comme nous avons undans la définition d&“5), la connexion

V(B ne préserve pad?(X)®C[4[ Q, s, 7]. Parfois, on regardel® (X)® C[Z][ Q, s, 7] comme

32



un réseau dans un module plus graifd(X) ® C[zF][ Q, s, 7] qui est préservé paF©P (voir,
e.g. [Sab02 p.18)).

Posons £ — ¢)™! = 3.0z X Givental [Giv96, Corollaire 6.2] a définLg(7,2) €
EndH?* (X)) ® C[Z][ Q, s, 7] par la formule suivante : pour toyte H?(X)

a

S (c,E) T
Loy =r- Y (25T g €00 ecZIIQs @
a=0 T

Proposition I1.C.3(Voir, e.g.[Pan98 82], [Iril1, Proposition 2.1)]

1. La connexiorV©E) est plate et kg (7,2) est une solution fondamentale §&F i.e.,
nous avons pour touta {0, ..., s} et pour touty € H%(X)

VgC’E) (L(C,E) (T, 2)7) =0.

2. L'accouplement gy estVE-plat et L g (r, 2) est une isométrie pour &, i.e., pour
tout uv e H*(X) ® C[Z[ Q, s, 7], nous avons

dSice(U,Vv) = Scp (V(C,E)u’ V) +Sep (u, V(C,E)V)
Sice(U,V) = Sce) (LepW LegV)
O

La derniere égalité de la proposition 11.C.3, nous permetadeuler I'inverse de gy qui est

donné par :
S (c.E) a
T T
L 7)Yy = 2, :
caledy “é«z-w y» ()

Définition I11.C.4. — Lafonction J tordue pafc, E) est définie par

J(C,E)(Ta Z) = ZL(C,E) (Ta Z)_ll
(cE) T2

S Ta
:“”;«z—w», c(E)

Nous en déduisons que pauke {0,..., s}:
(11.C.5) Lee) (2 Ta = Leg) (. 27'2VEPL = 0,31c6)(7, 2.

[I.D. Cbne tordu par (c, E) de Givental

Ce paragraphe est plutdt une version heuristique de I'apipeB dans CCIT09] ou les
auteurs emploient la géométrie algébrique formelle pogridé« correctement » le cone la-
grangien. Dans ce mémoire, nous resterons a une deschjiti®heuristique.

PosonsH gy := H*(X) ® C[Z*][ Q, 5] et la 2-forme non dégénérée shf. g, définie par :
pour toutu, v € H.g)

QU V) = Res_ (U(-2),(2) ) dz
Il n’est pas dificile de voir que Hg), Qcr) €st une variété symplectique. Notoﬂ%;E) =
H?(X) ® C[Z[ Q, s]. Nous pouvons identifierk(g), Q) avec la structure canonique sur le
cotangent & .,. De plus si nous avons une fonction st ., alors le graphe de saftiren-
tielle nous donne un sous-espace Iagrangie‘ﬁ*dé(;E).
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Notonst(z) la coordonnée suk ., c'est-a-dire

(I1.D.1) 1@ = ) tZ € H*(X)c ® C[Z olt := Ztk

k>0

Notons patLg C Hg) 'ensemble des points di(. g qui s’écrivent

S Ta (cE) T2
w3 5%), @

@
Nous avons déja rencontré une élémentge, dans la definition 11.C.4 :

T (cE) T2
Jep(T,-2) =-z+71+ Z << lﬁ>> 3B

Cherchons a décrire I'espace tangeti@,. Les points dél ; L g) sont de la forme

s } s . T, ©B) Ta
(.D.2) PIRACEDIPN- <<Ta¢k’ N ¢/>> c(E)

k>0 a=0 k>0 a=0 t@

Exemple I1.D.3 — Un exemple important de vecteur tangent d&ing . Considérons le
cast? = Sxodap- Nous obtenons

Ta (cE) T2
(1.D.4) s+ Z«Tﬁ, — ¢,>>() 5 € TrLeo)
t(z

En particulier, d’'aprés (1I.C.5)
L(c%E) (7. =2 Tp = 0 (7, -2) € Ty g)n2 LB,

Considérons le sous chs= 0 et développons (11.D.4) en puissance négative deus obtenons

(1.D.5) 1 'T“(tiZ)) +0(z2)
ou
(1.D.6) 7:H*(X) ® C[7 —» H*(X) ® C[Q, S]I

t(2) o Z«l Ta>>§‘;z$> &

Proposition I1.D.7 (Proposition B.4 of[CCIT09]). — Soit f € L,g. L'espace tangent
Tt Lr estunC[Z[ Q, s, t](zdo, . . ., Z0s)-module libre qui est engendré comme module par

va € {O’ ML S}7 an(C,E)(T’ _Z) |T=7'(t(2)) .

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons le lemuaneast qui nous donne une inter-
prétation géométrique de la fonctieren (11.D.6).

Lemme I1.D.8([Lemma B.6 of [CCIT09]). — L'espace tangent {ILg au point f= -z +
t(Z) + - € L(C,E) est le méme queJ(IE)(;(t(z»,_z)L(c,E) au point QC,E)(?(t(Z)), —Z) ou ?(t(Z)) est
donné par(ll.D.6).
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Remarque 11.D.9 — Nous pouvons donner une interprétation géometrique déstétat de
la fagon suivante. Commeg/{ ., := 71 H*(X)c ® C[ZY[Q, s, 7] est en somme directe avec
n'importe quel espace tangent du cafigg), nous en déduisons qle Le N {1+ H ) est
un unique point d&Hg). Le développement de ce point en puissance @ (11.D.2)), nous

donne _
7(t(2)
z
La proposition 11.D.7 implique le corollaire suivant.

1-

+O(z?).

Corollaire 11.D.10. — L’application
(11.D.112) JeE) QDM(C’E)(X) N TJ(C,E)(T,—2)£(C’E)
Ta = an(C,E)(Ta _Z) = L(_C:!_E) (T, _Z)Ta

est un isomorphisme d&{Z][ Q, s, 7]-modules. De plus, il satisfaif. g (ZV S5 Tp) = 2035 To
i.e., c’est un isomorphisme @ Z|[ Q, s, 7] (zdo, . . . , Z0s)-modules.
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CHAPITRE il

D-MODULES QUANTIQUES, SYMETRIE MIROIR ET
DUALITE DE SERRE

llI.LA. D-modules quantiques des espaces projectifs a poids et symeimiroir

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultafdMiE3] a propos de la symétrie miroir
des espaces projectifs a poids. S@jfws, - - - , W, des entiers strictement positifs.

lIILA.1. Coté A: D-modules quantiques des espaces projectifs a poids. —
llI.LA.1.a. Cohomologie orbifolde—

Convention IllLA.1. — Nous travaillons avec la topologie étale. Un champs degbe}
Mumford sera supposé séparé et de type finiGuNous supposerons toujours que son es-
pace grossier est un schéma. Nous emploierons le ternif®ld pour un champ de Deligne-
Mumford lisse avec un stabilisiteur générique trivial.

Soit X un champs de Deligne-Mumford lisse. thamps d’inertie de&X notél X est défini
par le produit cartésien suivant alest la diagonale

X — X

L, L

X-25XxX

Nous pouvons toujours écricd comme un quotient globaX]/G]. NotonsT I'ensemble des
classes de conjugaison da@sPour @) € T, notonsX©@ = {x € X | g € Aut(x)} et C(g) le
centralisateur dg dansG. Dans ce cas

X = U |X(g) ou |X(g) = [X(g)/c(g))]

(9eT

La cohomologie orbifol@st défini (CR04]) comme I'espace vectoriel
Hou(X) = H*(1X).

Un point delX est un coupleX,g) ou g € Aut(x). Linversiong — g! nous donne une
involution Inv : 1X — | X.

Soit (x,g) € IX. Lélémentg agit sur I'espace tangeni,X. Les valeurs propres de
cette action sont des racines de l'unité car Autést un groupe fini, nous les notons
e V-1 eV-In guecr; € [0,1[nQ. Le champX estGorensteinsi pour tout pointx et
pour toutg € Aut(x), cette action est de déterminant 1. Remarquons qieesit Gorenstein



alors son espace grossier est Gorenstein. Définissons

agef.g) = Y 1 €Q
i=1

Cette age ne dépend que de la composante connelxe eeil est entier sX est Gorenstein.
Pour toute classg dansH*(1Xg)).

deg,,y := degy + 2agef) € Q

Ainsi, I'espace vectorigH;  (X) est gradue par des rationnels. Nous avons également une dua
lité de Poincare qui est la somme directe deg).

() - H'(1Xg) x H' (1Xgy) = C

(Y1, 72) = YU Inv'y,
1X(g)

Remarque 1l1l.A.2 — Nous voudrions définir un cup produit sur cette cohomaogour cela,
nous pouvons se rappeler que dans le cas des variétés, leait gst le produit quantique
ou I'on ne considere que les applications constantes a'etite les termes de degié= 0 dans
la formule 11.B.3 ave@ = 1 etE = 0. L'idée naturelle de Chen-Ruan da&H04] et [CRO0Z]
est de définir un produit quantique orbifold puis de prendrdesment les termes de degré 0.

La théorie de Gromov-Witten pour les champs de Deligne-Muithfisses ressemble a celle
pour les variétés avec lesfifirences suivantes. Une trés bonne référence pour cettéidefin
est 'article d’Abramovich-Graber-VistolAGV08].

1. Les courbes sont des orbifol@xc’est-a-dire qu’elles peuvent avoir des groupes d’auto-
morphismes aux points marqués et aux noeuds.

2. Les applications stablels : C — X sont représentables c’est-a-dire qu’au niveau des
groupes d’automorphismes, on a une injectionofjt— Autx(f(x)).

Ainsi la formule explicite du cup produit orbifold est un pgchnique. Nous renvoyons
a Fantechi-Goettsch&{03] pour une traitement plus complet. Sgit € H*(1X(g) ety. €
H*(1 X)), nous posons

Y1 Vorb Y2 = t(y1 lxn ¥z lxv .€(0, h)) € H*(1X(gn))
oUH :=(g,h),:: X" — X &g, h) est la classe d’Euler d’un fibié(g, h) sur X" construit
ainsi. Soient, b, ¢ les ordres de, h, (gh). SoitX — P! une revétement ramifié d& ayant
H
une ramificatiormen 0,b en 1 etc enco. On poseF(g, h) := (TX [+ ®Rlp*(02xxH)) ou p est

la projectionz x X" — X.
Nous avons la proposition suivante.

Proposition I11.A.3. — Le cup produit orbifold est gradué, associatif, commutdtiinité 1.
De plus(H:, (X), Uam, (-, -)x) €st une algebre de Frobenius.

Calculer 'anneau de cohomologie n’est pas une trivialitgldaut identifier ce fibrd-(g, h).
Cet anneau a été calculé par Borisov-Chen-Sni#8303 pour les champs de Deligne-
Mumford toriques. Dans le paragraphe suivant nous expiisitanneau de cohomologie quan-
tique orbifolde pour les espaces projectifs a poids.
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l1l.A.1.b. Combinatoire — Pour décrire le petiD-module quantique de I'espace projectif a
poidsP(w), nous avons besoin de la combinatoire suivante.
Soitwg, Wy, - - - , W, des entiers strictement positifs. Posans wy + - - - + w, Notons

F::{%l(.—)SfSVVi—l,OSiSn}:{O:f1<f2<"'<fk<fk+1::1}.

Pourf € Q, nous définissons
(I1.A.4) Sy i={jlw;f €2} c{0,--- ,njetm = ]—[w,-.

j€Sy;
La multiplicité, notéed;, de f; est I'entier défini pad; := #S¢. Remarquonsl; + - - - + dg = p.
Soitcy, €1, - - -, C,-1 UNE suite croissante
fl?“. ?fl? f2?“. ?f2?.“ ?fk7"' ?fk
e N——
di da dk
Par récurrence, nous définissons la sui(k)(i(k)) € N1 x {0,--- ,n} para(0) = (0,---,0),
i(0)=0et
a(k + 1) = a(k) + Lig oui(k) := minfila(k)i/w; = mina(k);/w;}.
i

En particulier,a(1) = (1,0,---,0), a(n+1) = (1,---,1), au) = (Wo,Wy,---,W,) and
>hoak) = k. Posons

= a(K)ig /Wi
lll.A.1.c. D-module quantique des espaces projectifs @pcei— NotonsP := ¢;(O(1)). No-
tonst, la coordonnée sud?(P(w), C), g := expt;) et C°®(g) la matrice de 'endomorphisme
Pe, de H;  (P(w), C) dans la baselg, PJ). Dans CCLT06] (ou aussi S09), nous avons la
matrice

0 0 o --- 0 aﬂql—cu—l
alqcl‘CO 0 o ... 0 0
Corb(q) : O anCZ_Cl O . .
: . . . . O :
0 o o e O %—1qcﬂ71_cﬂ72 O
ou
(I.A.5) . ::{ fmifi=dieeed
1 sinon.

Pour touti € {0,--- ,u — 1}, posons
(P*) =P o, --oqP oU (Pa)° = 1y,.
‘/'—/
i fois
D’aprés [CCLT06], nous avons
(I11.A.6) (P*) = 51, P®
our(i) ;= #k | k < iandc = ¢} ets = [Trow, *"“\. En particulier, pour chaqug # 0, les
classes de cohomologieP6)")oi<,_1 forment une base dd;, (P(w),C). Posons

A, = % diag(ded®1,ded™P,..., deg"™(P*a)* 1)
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Rappelons la connexion dd module quantique est donnée pardgi= qdy
1
1
V(SZ = 52 - E/lp .q +AOO

Proposition 11I.A.7 (Proposition 3.4.7 dandDM13]). — La matrice de la connexiov dans
la base(1P’) est

1

(I1.A.8) -

dg (1 dz
orbr~\ - orb i
Cra) G + 3@ + A S

La matrice deV dans la bas¢(P*)") est

_l&(q)_AOO_FH)d_q_F(I&(q)_FAOO)d_Z
Mg z z
ouH:=diagQ...,u—1)et

0 0O 0 q/w”

1 00 0O O

010 0O O

C(a) =

00 . -1 0

Remarque IIlLA.9. — 1. Les deux basesl{P)) et ((P*)') ne jouent pas exactement le

méme réle. Enféet, dans la premiére, nous voyons des puissances ratiesdet] alors
que dans la seconde les puissances sont entiéres. Pourié&8ssat pour les orbifolds,
les coordonnées, . ..,t, dans leH?(X) associée a la bada, ..., T,, apparaissent tou-
jours dans une exponentiehla%’afuTi oud € NE(X). Ceci est di a I'axiome du diviseur des
invariants de Gromov-Witten. Pour passer a la varigple €, nous devons quotienter
H2(X) par une action du groupe de Picard qui est

L-Ti > T — 27 V=1cy(L).

Dans le cas des variétés comméL) est une classe entiere, nous pouvons remplacer
sans trop nous poser de questigns= €. Par contre, pour une orbifold, la classe est
rationnelle et donc il faut vérifier que tout passe au quotiéaci est fait en général par
Iritani dans [ri09b]. Pour les espaces projectifs a poids, nous obtenons geedésns
(P*2)' sont PicP(w))-équivariante c’est-a-dire qu’elles passent au quatkar contre les
sectionsl P! ne le sont pas équivariantes donc elles ne passent pas aenguot

2. Dans la suite, nous nous intéresserons a la limitg en 0 et comment la calculer ?
Naivement, nous pourrions posgr= 0 dans les matrices ci-dessus. Pour la premiere
base, comme les puissances sont rationnelles, la limitgasale sens et pour la seconde
base, celle-ci dépend elle-mémegi®ans la suite, nous verrons que la « bonne « limite
se calcule grace au gradué par la filtration de Malgrangdiidasa.
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l1l.LA.2. Coté B : Réseau de Brieskorn du polynéme de Laurent nroir. — La famille de
polynédme de Laurent miroir B(w) est

(C*)n+l F C
MB =C
oU F(Up,...,un) = Yo eta(uo,...,U,) = Us®ur*---up". Le morphismer est une fibration

en toreU = (C*)". Nous définissons le systeme de Gauss-M&ie F et Gy son réseau de
Brieskorn

_ Q(U)[x*, 6]

~ (0d, — doF) A QU)X 6]

_ Q" (U)[x*, 6]

~ (Ady — duyF) A QL(U)[x2, 6]

ou d, est la ditérentielle sulU. Le C[x*, #*]-module G est muni d’une connexion plafé®
définie par

Go

F 1
(111.A.10) VS =60+ 5 andV; =dy - EGXF
ou £ est la dérivée de Lie. Soit

i_? Ao A d

S €G
d(ITiZou™)

Rappelons que lesk) € N™! sont définis dans 11l.A.1.c. Polire {0, ..., u — 1}, posons
X 2o 2091 . . ;a0
n

T Wy a0

Le théoréme suivant nous donne un solution au probleme déndirpour le réseau de
BrieskornGy.

wo =

Wk -

Théoreme Ill.LA.11(Theéoréme 4.3.3 dan§DM13]). — Les classeswy, - ,w,-1 forment
une basev de G commeC[x*, §]-module. Dans cette base, la connexion est
_@_Aoo_i_H %4_ @+Aoo %
0 UX 0 0

ouH=diag(Ql,---,u—1)et C(x) est définie dans la proposition l1l.A.7.

En comparant la proposition 111.A.7 et le théoréme Ill.A, Xibus obtenons le résultat de
symétrie miroir en terme de fibré holomorphe a connexion.

Théoreme IIl.A.12(Théoréeme 5.1.1 ddDM13]). — Le  petit D-module  quantique
SQDM(P(w)) et le réseau de BrieskorngGont isomorphes apreés identification Bex C;,
avecP! x C;, via le morphisméz, g) — (9, x) et 'isomorphisme P  w;.

Comme ces fibrés sont triviaux, nous pouvons les restreamee0 etd = 0. En ce point, la
connexion donne un produit (voispb03g). Comme attendu, nous obtenons un isomorphisme
d’anneaux entre la cohomologie quantiqueP@e) et le quotient jacobien de i.e.,

n
QH: ((P(W)) = C[X*, Ug, ..., U] /(O F, - . ., By F, ]_[ U — x) =: Jacf)
i=0
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Ces deux fibrés ont comme baBex C*, et nous nous intéressons a la limitenx {0}
(q = 0 du coté A etx = 0 du cotéB). Pour calculer cette limite correctement, il néfduypas
de poserg = 0 dans les matrices qui apparaissent dans la propositighi4llRemarquons
gue nous avons deux bases et ce n’est pas clair quelles esatoasidérer. La théorie dBs
modules nous donne la solution, il faut calculer la filtratite Malgrange-Kashiwara et prendre
le gradué pour calculer cette limite.

Proposition I11.A.13 (Proposition 6.2.1 dandDM13]). — Le gradué par rapport a la filtra-
tion de Malgrange-Kashiwara d8QDM(P(w)) |—o est 'anneau de cohomologie orbifolde de
P(w).

Ce résultat était attendue car heuristiquement, la linmtg € O donne le cup produit.

[11.B. Dualités de Serre en termes deD-modules quantiques

l1I.B.1. Dualités de Serre cas général. —Soit QDM g,(X) le D module quantique tordu par
(c, E) défini en 11.C.1. Nous définissons une autre torsich,&"), définie pars; = (-1)<!s.
Notons QDM gv,(X) cet autreD module.La dualité de Serre quantiquelie ces dewD
modules (voir le théoreme I11.B.3).

Dans un premier temps, nous avons besoin de certainesamstafiéfinissons le morphisme
f: H*(X) @ C[Q,s] — H*(X) ® C[Q, 5] par la formule :

S
(I”Bl) f(T) — Z <<Ta, C*(Ev)»S_QE) T2
a=0
Définition I11.B.2 . — Ladualité de Serre quantiqueS est un accouplemeatsesquilinéaire

surH?(X) ® C[Z[ Q, s, 7] donné par : pour tout, v € H*(X) ® C[Z[Q,s, 7], on a
S(u,v) = f u(-2) U v(2
X
Notre premier théoreme dan$/qM ] est le suivant.

Theoreme I11.B.3 — Les D-modules quantiques tord@®M g, (X) et f* QDM gv,(X) sont
duaux par rapport a 85. Plus précisément, nous avons pour tout & H*(X) ® C[Z[ Q, s, 7]

8,S°%(u, v) = SI(VEB, v) + SB(u, (FVE-ED),v)
De plus, le morphisme

¢(E) : QDM;g)(X) — " QDM gy (X)
a— c(E)Ua

respecte les connexioW&E) et V©-E) et les dualités &g et Se ey

Pour démontrer, ce théoreme nous utilisons les cones lgigresde Givental gy et L gv)
et le Corollaire 9 deCGO07], appelé « Quantum Serre », démontre Qi) Lcg) = L gv)-
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Remarque I11.B.4 — En voyant I'accouplement non dégén&gg) (voir Définition 11.C.1)
comme un isomorphisme entrelemodule et son dual, nous avons le diagramme commutatif
suivant. Noton®M pour le dual au sens d&modules

Qs

QDM g (X) Df* QDM gv)(X)

S(cE) t(E)

D QDM g)(X)
Nous en déduisons qBS est non dégénérée si et seuleme{E) est un isomorphisme.

l11.B.2. Dualités de Serre pour la classe d’Euler et un fibré EY concave. — Dans la
suite, nous allons spécialiser ce théoreme au cas de larigpar la classe d’Euler équiva-
riante €, E). Considérons I'action d€* sur le fibréE par multiplication sur les fibres. La
cohomologieC* équivariante du point est notg 1]. Pour un fibréG de rangk, nous avons
e,(G) = YK, 1ci(G) ou () est lai-eme classe de Chern non équivariante. Chejssignifie
spécialiser a

S :=lograndvk > 1, s = (1) Yk - Dk,
Dans ce cas, nous travaillons shif qui est la complétion d€[NE(X)][1] par rapport a la
valuation

v(QY) = fd w andv(1) = 0.

Pour la torsion€;, EY), nous avons; = (—1)¢"'s,, nous considérons le méme anneau de base
A,. NotonsA la limite non équivariante d&, i.e., A := A, /A.

Hypothese 1 — Dans la suite, nous supposerons gifeest un fibré concave sif i.e, pour
tout morphisme : P! — X, nous avon$i°(P!, g‘E) = 0.

Remarquons que la concavité B& implique la convexité dé&. Cette hypothése entraine
queEgnq (voir Lemme 11.A.4) est un fibré vectoriel sl n(X, d).

Supposons quE soit une somme direct de fibrés en droite amples,E = L, & --- & L,.
SoitZ le zéro d’'une section générique BeNotons: : Z < X. Le théoréme de Lefschetz nous
dit que

H*(Z) = Im @ keru,.
NotonsH? (X) I'espace vectoriel quotiert(X)/ kerueg) OU ueg est 'endomorphisme de
H*(X) qui envoiey — e(E) U y ou e est la classe d’Euler non équivariante. Notons QDNE
guantumD module deZ. Considérons le sous fibré trivial de QDE)(dont la fibre est*H*(X).
Le corollaire 3 delrill] implique que

(I11.B.5) U1 o9 y2) = () oF. (72)

Ainsi, la connexionv# se restreint a‘H*(X). Ce D module quantique est appdlEmodule
guantique ambiant de £t nous le notons QDM,(2).

Proposition I11.B.6. — Soit E’ un fibré concave sur X.

1. Le D module quantique tordu p4e,, E) admet une limite non équivariante noté par
QDM g)(X).

2. Le D module quantique tordu p&e;, E") admet une limite non équivariante qui est
QDM(EY).
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3. Nous avons un morphisme surjectif
(111.B.7) 72 QDM eg)(X) — QDM,n(2)

Le premier point de cette proposition est classique. Lersgto@ent du fait qu'une applica-
tion application non constante d’'une courbe nodaleers un fibré concavk’ est contenue
dans la section nulle. Nous en déduisons, via le théoréemecadidation virtuelle de Graber-
PandharipandejP99 que

e (Egrq) = f i
f[‘Mw(Xd)]"” (1:_[ Q 7) ! ( Ofd) [Mo,(EY,d)]vir (U Q 7)

Le corollaire suivant se déduit du théoreme 111.B.3 et lagmsition 111.B.6.

Corollaire 111.B.8. — Soit E’ un fibré concave sur X.
1. Ladualité 3, est plate.
2. Le morphisme
eE)U : QDM (X) — f*QDM(EY)
a—eE)Ua
est un morphisme de D-modules quantiques i.e., un morplasrfibrés a connexion.

3. SiE= @ik:l L; ou les fibrés en droite;Lsont amples alors le morphisme ci-dessus se
factorise viaQDM,,(Z) c’est-a-dire que nous avons :

e(E)V

QDM g)(X) —— f* QDM(E")
ﬂl /
QDMamb(Z)
ol ¢ est injective.
En symétrie miroir, les chercheurs s’intéressent beauaaxpnvariants de Gromov-Witten
des hypersurfaces (ou des intersections complétes). ,Aiimgection ¢ : QDM (Z) —

f* QDM(E") nous dit que les informations de I'hypersurfatéont partie de QDME"). Ceci
sera expliqué plus en détail dans le paragraphe I11.C.

[11.B.3. Dualités de Serre pour E = —Kyx. — Dans ce paragraphe, nous nous restreignons
au petitD module quantique avel€ = —Kx ample. Nous considérons donc SQRM,,(X) et
SQDM(Kx). Dans cette partie, nous noterons les torsions paf& —Kx) et (1) = (€71, Ky)
Nous définissons d’'abord Eeconde connexiotilie a Dubrovin dans€Jub96, lecture 3] (ou
§9.2 [Her02]). Considérons le fibré trivial, noté p&t, de fibreH?*(X) surU c H%(X) x C, ou

U := {(r, X) € H*(X)c x Cy | o, est convergent df e, —x est inversiblg.

Soito € C. Nous munissons ce fibré d’'une connexion définie par :

v 1
Vgr) =0a+ (,u 57 0’) (Co. _X)_lTa°r

Ve = o, —(ﬂ—%—a)(cz. X)L,
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ou

€= Zs: (a - degz(l'a)) taTa + Co(TX)
a=0

Définissions un accouplemefly, - bilinéaire

g (F, V) x (F,VE?) — Oy,
(Te, Tp) ¥— fT" UTzU (Ce, —X)7t
X

Cet accouplement est symétrique, non dégéneéré et platlivéareme 9.4.c dansigr02]) ou
il est appeléseconde métriqué’osons

T .
Ng(2) := ZE:O <ﬁ>0,1,d T sid#0
1 sid=0

Nous définissons deux fonctions a valeurs cohomologiques.
Définition 111.B.9 . — Posong = ¢,(T X).

p(d)
. + Kz
Ie(TZ, Z) = Z Nd(z)eyz+‘rz(d)l_l|(()=_o.+(p)
deNE(X) [Te-_olo + k2

p(d)-1
1€, 2) = Z Ng(2)eZ 2@ (1@ [Tile (0 + k2

e s
deNE(X) k-0 + k2

Pour la torsion (e-Kx) (resp.(e%, Kx)), développons la fonctiokf(r,, 2) (resp.. 1€ )(z5, 2))
par rapport & 1, nous obtenons

1%(2,2) = V(12)1 + Ge(72)Z* + O(Z %)
1€9(15,2) = 1+ Ge1y(12)Z 1 + O(2°2)

0l Ge, Geyy : H?(X) — H3(X) et\§ est une fonctions inversible dans un voisinage du « large
radius limit». Notons par Mir := G¢/V§ (resp.. Mire1) = Ge)). Les théoremes 2 et 2’
de Coates-GiventalGO7] impliquent que ces applications miroirs satisfont lesppiétés
suivantes

Ie(Tz, Z) _ .
(11.B.10) z i) Je(Mirg(72), 2)

(111.B.11) 2I€(12,2) = Jesy(Mir (e1y(72), 2)

Théoréme I11.B.12 — Nous avons les isomorphismes de fibrés a connexions.
Yo (F. VD)) |ep — Miri SQDMe _ic,(X) Izt
Ve © (F.VEH)) i — Mirt, ., SQDM(Kx) s
Remarque 111.B.13 — Considérons la connexion, pour taut {0, ..., s}

1
Vgr) = 83 + ETa

@) 1 1
V5z :62—2@4‘[1—5—0'
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ol u(Ta) = Ta(degT, — n)/2. Posons SQDM,(X) ce D module quantique. Pour = -1/2,
nous obtenons exactement SQDNI(défini dans la Définition 11.C.1. Comme la transformée
de Laplace de SQDM(X) est ¢, VD) (cf. [Sab02 §.V.2.c]), ce théoréme nous dit que
SQDM(Kx) et SQDMe _,(X) peuvent étre relier directement a SQDif¢ia une transformee
de Laplace. Avant ce résultat, il fallait utiliser le thém@ de Quantum Lefschetz de Coates-
Givental [CGO07] pour avoir ce lien.

Les isomorphismeg, ety .1 sont explicites et nous renvoyonsl&M ] pour une définition
plus précise. lls se démontrent en voyant que les membreauwtdhg sont des transformeés de
Laplace de SQDMX) et que les fonctionksont aussi des transformées de Laplace de solution
fondamentales de SQDMJ.

Via ces isomorphismes, nous pouvons alors comparer cesndétiques induiteg(‘%l) et
SQS, Notonsy;1~1 le prolongement plat dg. entrez= 1 etz= 1.

Théoréme II1.B.14 — Pour toutab € {0,..., s}, nous avons
(%) (Ta, To) = (-1)7 SO (Ta). ey (To)).

Cette démonstration se fait en utilisant que les deux métsgont plates et nous les com-
parons au « large radius limit ».

l1l.C. D-modules quantiques ambiants d’une intersection compléet®rique et nef

Replacons nous dans la situation du début du paragrapBe2lliSoit X une variété lisse
torique aved fibrés en droite ampleg,, ..., Ly tels que Kx ® L1 ® --- ® L))" soit nef. Soit
Z le zéro d'une section générique Be= @/_, £;. Notons: : Z — X. Notons SQDM,,,,(2) le
sousD module quantique de SQDM) de fibre:*H?*(X). Nous avons un morphisme surjectif
de

7 : SQDM,(X) — SQDM,,,(2)

Dans les articles3GZ87], [GKZ88], [GKZ89] et [GKZ90]), Gelfand-Kapranov-Zelinski
ont défini desD modules a la fin des années 80. Cependant, notre approchalbit les
articles de Givental ou inspirés par [@iv95], [Giv98al, [CK99, §5.5.3 et §11.2] oufi09b].

NotonsX(1) les cones de dimension 1 BePourd € (1), notonsD, pour le diviseur torique
associe.

Notation Il.C.1. — Soitd une classe darnd,(X, Z). Posons
Vo € 2(1), dy := [, Dy
Vie{l... kl d,:= [ c(L)

Pour chaque nombre réglposons* = max(@, 0),a = max(a,0) et nousavona = a* —a.
Considérons I'anneau non commutatif :

D := C[q*, A(Zq, 26,) := Claz ..., o, Z( Dy, . . . , 204, 262).

Remarque 111.C.2 — Dans la définition deéD, il faut prendrezs, comme un symbole qui
verifie [z54,0] = z et [25,,Z] = z Ainsi, si I'on se restreint @& = 0, on obtient un anneau
commutatif! Ainsi, la restriction d’'un quotiefi?/l (ou| est un idéal a gauche)za= 0 est un
anneau commutatif.
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Rappelons qu&j, ..., T, est une base fixée d¢*(X). Pour chaque classg = Y\ t.Ta €
H2(X), nous associons un opérateuiféientiel

r
Ti= ) taZg, €D
a=1

En particulier, nous noterong := c;(£;) et

k
aop = 1_[ LieD.
i=1
Définition I1I.C.3. — 1. L'idéal GKZ associé &, L, ..., L) estl'idéal, notéG a gauche

engendré par les opératem& de Hy(X Z) etC:

k

l_[ £.+vzl_[l_[D9— -

i= 0ex(1) v=0
k9 . d,-1 .
11 [] 1] 0
i=1 v=1 0ex(1) v=0

€ := 25, + (T X) — Ciop
Le GKZ systéme associé a cet idéal est le quotient a gauchepdeG i.e.,
M :=D/G.
Nous noterong\l son faisceau associé.
2. L'idéal quotient(G : Cyp) est I'idéal & gauche engendré par
{PeD|CopP € Gl
Le module résiduali™s est défini par
M :=D/(G : Cop)
Nous noterong\ s son faisceau associé.
A l'aide du théoréme de Givental pour les intersections détep nef dans des variétés
toriques lisses c’est-a-dire I'égalité (111.B.10).
Théoréme I11.C.4 — Supposons quéy, ..., L sont globalement engendrés tels dig ®
L1®---® L)Y soit nef. Le morphisme
¢ : M — Mir; SQDM,(X)
P(d, z g, 07) = P(0, 2 Vs,, Vs,)1
est un isomorphisme de D modules.

La preuve de cette proposition se fait en plusieurs étapes :

1. Nous montrons qua1 est unC[g*, z-module libre de rang dirkl*(X). Pour cela, nous
montrons de facon assez standard, en utilisant des argsirdei@ modules queM
est localement libre. Il reste a calculer son rang. Pour, gelas nous restreignons a
z = 0 et nous obtenons un anneatfi (emarque I11.C.2) qui est a un anneau de Batyrev
« tordu » Bat93]. Nous montrons que le spectre de cet anneau est localeibentle

rang dimH*(X).
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2. Puis I'égalité (I11.B.10) nous définit le morphismeEn dfet, la fonctionl © (voir 111.B.9)
est solution des opérateung et €.

3. Enfin, nous montrons que le morphisme est surjectif.

Nous en déduisons le théoréme suivant.
Théoréme III.C.5 — Soit X une variété lisse torique avec k fibrés en droite amgles. ., L
tels que(Kx ® L1 ® --- ® Ly)" soit nef. Soit Z le zéro d’'une section générique d:&@!‘zllji.

Supposons quéim: Z > 3. Nous avons un isomorphisme de D-module @diré SQDM,,(Z)
estM™s,

Pour résumer nous avons la situation suivante
M —— Mir: SQDM(X)
Mees %5 Mir: SQDM,,42)
our est défini en (111.B.7).
Remarque 111.C.6 — Ce résultat répond a une question @Kp9, p.101 8.2]. En ffet, on

savait que l'idéalG faisait partie des solutions mais qu’il était trop petitnéi, notre idéal
résiduel G : Cyp) répond a cette question.

La preuve de ce théoréme suit le méme chemin que celle de pagition ci-dessus. Mais
toutes les étapes sont plus délicates.

1. Nous montrons qua™sest unC[qg*, Zl module libre de rang plus petit que didj_(Z).
Ceci se fait apres une étude plus poussée des anneaux devBatyr

2. De méme, le fait que le morphisme ¢ passe au quotient n’est pas clair a priori.

3. Enfin, la surjectivité de vient de celle dep.
Remarque 111.C.7. — Avec le résultat delMM ] c’est-a-dire le corollaire 111.B.8, nous obte-
nons le diagramme commutatif suivant

e(E)V

M —~— Mir SQDM(X) —— Mir

i i / N

Mees 5 Mir: SQDM,,42)

SQDM(EY)

48



CHAPITRE IV

CONJECTURE DE RUAN

Depuis l'article Rua06b de Ruan, la conjecture de la résolution crépante a donoé&lie
une série de travaux soit pour la démontrer sur des famikke®hples soit pour lui donner un
éenoncé clair.

Soit X une orbifold Gorenstein c’est-a-dire qu’un chaque poinkde stabilisateur agit sur
I'espace tangent avec un déterminant 1. No%is®n espace grossier. Supposons qu’on ait une
résolution crépante p Z — X i.e, p*Kx = Kz. La conjecture prédit une relation entre les
invariants de Gromov-Witten orbifolds de genre OXiet ceux deZ. Remarquons que le fait
que la dimension del’ , (X) etH*(Z) soit égale n’est pas trivial. Ceci a été demontré en général
par Yasuda dansrps04 en utilisant des techniques motiviques. Cependant, n@ysms pas
d’isomorphisme naturel entre ces deux espaces de cohoimolog

Dans le paragraphe IV.B, nous donnerons plus de précisioiiistorique des enonceés de
cette conjecture et dans 8. IV.C, nous présenterons nattalmation.

IV.A. Cohomologie orbifold des espace projectifs a poids

Soitn > 1 un entier ew = (Wp,...,W,) un (n + 1)-uplet d’entiers strictement positifs.

Considérons I'action d€* surC"?! \ {0} par

A(Xo, . . L AYMX).

L’espace projectif a poidest le champ quotied(w) := [C™! \ {0}/C*]. Il est Gorenstein si et
seulement si chaque poidgdivise|w] := Wg + - - - + Wy,
Des exemples de poids Gorenstein sont donnés par

S %) 1= ("X, . .

Dimension 2 Dimension 3
(1,1,12) (1,1,4,1) (1L225) (23,3,4) (23,10,15)
(IV.A.1) (1,1,2) (1,1,1,3) (11,4,6) (1,2,6,9) (16,14,21)
(1,2,3) (1,1,2,2) (1,2,3,6) (1L4,510)
(1,3,4,4) (11,24 (13812

Dans ma théseMan08], je donne une description de I'anneau de cohomologie alif
deP(w) qui est tres combinatoire. Le résultat suivant en donnedaseription plus élégante.
Considérons Il'algébre sur le groupe des racimggme de l'unité que nous notor 1.
Dans BMPO09b], nous définissons une filtratidh sur C[u,] compatible au produit et un ac-
couplement non dégeénére-},,; qui satisfait la propriété de Frobenius. Ces données peassen
gradué pafF.



Théoréme IV.A.2(Boissiere-Mann-Perroni[BMP09b]). — L’algebre de Frobenius
(Ho(P(W)), Uorb, (-, )ew) €st isomorphe &re Cligw], -, (- -)w)
Exemple IV.A.3 — Regardons le ca¥ = P(1, 1, 2, 2). Le champ d'inertie est
IX =P(1,1,2,72) ]_[ P(2,2)
Le calcul d’age nous donne
=1

age(1)= 0, agefFl)= -+

NI =
NI =

Finalement, nous obtenons

HO(P(L, 1,2,2)) @H2(P(L 1,2, 2))® HA(P(L, 1, 2, 2)) @ H8(P(L, 1, 2, 2))
®HO2(P(2, 2)) @ HZ2(P(2, 2))

Dans I'égalité ci-dessus, nous avons mis en évidence dé&ukége par un souligné.Zomme
nous avonsH*(Pw)) = C.c(O(1)) si k € {0,...,n} et 0 sinon, nous obtenons la base
1,P,P? P3P 135,115P oU P = ¢(O(1)) etly,, 1;,.P est une base del**2(P(2,2)). La
dualité de Poincaré est donnée par les formules suivantes

1 1
(LP)=(PRP)= f - (112, 11/2.P) = f P lp@2)= 2

P(1,1,2,2) 4’ P(2,2)

H ;rb(X ) =

IV.B. Enonce de la conjecture de Ruan

Soit X une orbifold Gorenstein d’espace grossteiSoitp : Z — X une résolution crépante.
NotonsM,(Z) c Hx(Z, Z) le cone de Mori des classes de courbes contractégs fapposons
également que ce cbne soit engendré par un nombre fini desldescourbeFy, ..., Iy li-
néairement indépendantes €urAinsi nous écriron€)’ = Q‘jl QM oUT = >, dTi. Nous
définissons umetit produit quantique corrigé pas surH*(Z) de la fagon suivante. Pour tout
v1,v2 € H*(Z), nous posons

S

Y1972 = Z Z Q" (y1.v2 Tadoar T2

a=0 ['eM,(2)
Voici une liste non exhaustive du type d’énonceés de la comjec

1. Le premier énoncé que I'anneau de cohomolagRP(X), Ug) €St isomorphe a 'anneau
de cohomologieH;(2), og) ou I'on évalue tous les paramétr@sa certaines racines de
I'unité. L'heuristique de cette conjecture vient du faitupe courbeC — X constante
est la méme donnée qu’une cour®e— Z contracté pap : Z — X. Or les courbes
constantes définissent le cup produit orbifatfl Remarque 111.A.2). Ainsi, il est |égi-
time de comparer le cup produit orbifold avec le produit digare restreint aux courbes
contractées pari.e., le petit produit quantique corrigé par Cet énoncé originel est d
a Ruan dansRua06h.

2. Dans Bryan-GrabeB[G09], les auteurs donnent une version de la conjecture ou les po-
tentiels en genre 0 (voir (11.B.2)) sont égaux a un changerdervariable pres sous la
condition que I'orbifold soit « Hard Lefschetzixe., I'application Inv : 7X — 7X qui
envoieg — g * préserve I'age. lls démontrent leur conjecture dans leeas= Synt' C2
etZ = Hilb" C2.
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3. Dans LCIT09], Coates-Iritani-Tseng énonce une conjecture (conjediut dangoc. cit)
en termes des cones lagrangiensXlet deZ. Plus précisément, il existe une trans-
formation symplectiqudJ : Hx — H telle qu’aprés continuation analytique on ait
U(Lx) = Lz. lls la démontrent dans les deux cas suiv@itis 1, 2) etP(1, 1, 1, 3). Leur
conjecture est plus générale que celle de Bryan-Grabeuegiticle a mis en évidence
la condition Hard Lefschetz qui était absente de la premiérsion de BG09]. Dans un
second papier Coate€pa0g démontrent cette conjecture sur six exemples.

4. Dans [ri10], Iritani utilise la structure entiere définie sur IBsmodules quantiques dans
[Iri09b] pour énoncé une conjecture plus précise qui prédit que QDM( QDM(2)
sont isomorphes apres un changement de variables qu’ied@oir Conjecture 3.3lbc.
cit).

IV.C. Résultats de la conjecture de Ruan

Avec Samuel Boissiére et Fabio Perroni nous nous somme®3ssts a la version ori-
ginale ¢f.IV.B.1) de la conjecture sur certains exemples d’espacegegiifs a poids :
P(1,1,2),P(1,2,3),P(1,1,2,2),P(1,3,4,4) etP(1,...,1,n). Les trois premiers découlent de
facon directes de la thése de Perrd?ef07].

Théoréme IV.C.1(Boissiere, Mann et Perroni[BMP11], [BMPQ09a])
La variété [P(1, 3,4, 4) admet une unique résolution crépante Z. PdQy,..., Q) €
{(V-1, v-1, v-1,1), (- V-1,- V-1,- V-1,1)}, on a un isomorphisme d’anneaux gradués

avec accouplements de Poincaré
Ho(P(1, 3, 4,4)) = H (Z2)(Q1, Qz, Q3, Qs)
La démonstration utilise les trois étapes suivantes :
1. Nous calculons explicitement la conomologie orbifold.

2. La géomeétrie torique nous permet de trouver une résalgti®pante torique et calculer
sa cohomologie.

3. Comme le probléme est local, nous avons un argument psimgalaritéAz-transversale
en [0 : 0 : % : Xs] et un autre pour la singularité isolé¢l,1,1)en [0 : 1 : 0 : 0],
Pour la singularitéAs-transversale, comme les invariants de Gromov-Witten gont
variants par déformation, nous trouvons une déformationsltanée et explicite (ins-
piré par Bri66]) de cette singularité et sa résolution pour nous ramener@s connu
(cf. [BMP11] pour les détails). Pour la singularité isolée, nous olmgs\que nous pou-
vons prendre&, = 0 dans BMP11], ce qui est assez troublant au vu de la conjecture.
Dans BMP09a], nous montrons qu’on peut aussi pren@e= 1 en utilisant les résultats
de [CITO9] pourP(1,1,1, 3).
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