
1 Fonctions holomorphes. Etudes géométriques.

1.1 Domaines simplement connexes. Rappel topologique.

1.1.1 Ensembles étoilés

Soit U une partie du plan complexe C. On appelle centre de U tout point z0 ∈ U
vérifie la condition suivante : le segment [z0, z] est inclus dans U quelque soit
z ∈ U. Si z0 est un centre de U on dit que U est un ensemble étoilé par rapport
à z0.

Définition 1.1. Un ensemble s’appelle étoilé s’il a au moins un centre.

Remarque 1. Un ensemble peut avoir plusieurs centres. Il existe des ensembles
sans centres.

Un ensemble U est convexe si le segment [z1, z2] est inclus dans U, ∀z1, z2 ∈ U .
Il est évident qu’un ensemble est convexe si chacun de ses points est un centre.
En particulier, tout ensemble convexe non-vide est un exemple d’un ensemble
étoilé.
Le plan complexe C est étoilé et même convexe. L’ensemble C∗ = C r 0 n’est
pas étoilé. Le plan fendu C r R− est étoilé et ses centres sont les nombres réels
positifs.

1.1.2 Rappel : domaines

Définition 1.2. Le domaine est un ouvert U ⊂ C de fa+̂§on telle que deux
points quelconques de U peuvent toujours être reliés par un chemin tracé dans
U

Un ouvert étoilé U du centre z0 est toujours un domaine. On peut toujours
joindre deux points de U par un chemin passant par le centre z0.
L’ensemble ouvert C∗ n’est pas étoilé mais il est un domaine de C.

1.1.3 Rappel : connexité

Soit X j C (ou de C̄). L’adhérence X̄ de X est la réunion de X et de sa frontière
∂X.
On dira qu’un ensemble X est connexe si on ne peut pas le diviser en deux parties
non-vides X1 et X2 telles que les intersections X̄1

⋂
X2 et X1

⋂
X̄2 soient vide.

Un ensemble fermé est dit connexe si on ne peut pas le partager en deux sous-
ensembles disjoints fermés non-vides.
La propriété d’un domaine U (1.2) (la possibilité de relier deux points quel-
conques par un chemin contenu dans U) s’appelle la connexité par arcs. Tout
ensemble X (pas forcément un domaine !) connexe par arc est connexe. La réci-
proque est fausse. Ces notions sont confondues dans le cas d’un domaine.

Soit X un ensemble non-connexe. Les parties de X qui ne sont strictement conte-
nues dans aucune autre partie connexe de X s’appellent composantes connexes.
Tout ensemble X est la réunion finie ou infinie de ses composantes connexes.

Définition 1.3. Un domaine U ⊂ C̄ est simplement connexe si son bord ∂U est
un ensemble connexe. Sinon, il s’appelle multiplement connexe.

Proposition 1.1. Les composantes connexes d’un ouvert U ⊂ C sont ouvertes.

Preuve : Considérons, pour démontrer cette proposition, une composante connexe
V de U . Soit z0 ∈ V. Il existe r > 0 tel que le disque ouvert Ḃr(z) = {z ∈
C| |z − z0| < r} est entierement dans U . Un disque est un domaine, alors il est
connexe. Le disque Ḃr(z0) est inclu dans la composante connexe de z0, c’est-à-
dire V . Alors, V est ouvert.

Rappellons qu’un complémentaire CX = C\X d’une partie bornée X est dit
coborné.

Proposition 1.2. Toute partie cobornée dans C a une seule composante connexe
non bornée. Elle s’appelle la composante connexe de l’infini.

Preuve : Si X est une partie bornée elle peut être incluse dans un disque fermé
B̄R(0) pour un nombre R. Alors, la couronne A = {|z| > R} est incluse dans
CX . En etant un domaine, A est connexe et puis, elle est contenue dans une
composante connexe non bornée de CX . Les autres composantes connexes de
CX (s’il y en a) sont disjointes de celle-ci et donc incluses dans le disque B̄R(0)
(et évidemment elles sont bornées !)

1.1.4 Trous

Soit X ⊂ C un ensemble. Toute composante connexe de C̄ r X qui ne contient
pas le point à l’infini, s’appelle un trou de X.

Proposition 1.3. Soit X un ensemble borné. Ses trous sont des composantes
connexes bornées de CX .

Preuve : X admet une seule composante connexe de l’infini (1.2) notée par CX∞.
Les autres composantes de C̄\X sont incluses dans un disque fermée B̄R(0). Elles
sont les composantes bornées de CX .
D’autre côté,

Proposition 1.4. Soit U ⊂ C un ouvert. Les trous de U sont compacts.

Preuve : Si T est un trou de l’ouvert U c’est à la fois une composante connexe de
C\U et de C̄\U . Le trou T est fermé dans C et dans C̄ mais C̄ est un compact
(la sphére de Riemann !) alors T est un sous-espace fermé d’un compact et puis
est un compact.
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Exemple 1. Soit A = {r < |z| < R} une couronne. Son complémentaire CA =
C\A se compose de deux types : l’ensemble non-borné |z| ≥ R et un disque
B̄R(0) qui est le trou de la couronne A.
Exemple 2. Soit la bande X = {r < <z < R}. Son complémentaire CX = C\X
se compose de deux demi-plans fermés. Considérons le complémentaire de X
dans le plan compactifié C̄. Il est connexe parce que le point à l’infini appartient
à chaque demi-plan de CX . Alors ce complémentaire dans C̄ n’a pas de trou.

1.1.5 Connexité simple des ouverts dans C.

Définition 1.4. Un ouvert U ⊂ C s’appele simplement connexe s’il est connexe
et U n’a pas de trous.

La proposition (1.4) montre qu’un ouvert U est simplement connexe si U est
connexe et son complémentaire CU = C\U n’a pas de composante connexe bor-
née.
L’exemple 2 fournit aussi un exemple d’un ouvert simplement connexe.
Un ouvert connexe et non simplement connexe s’appele multiplement connexe.

1.1.6 Rappel : Homotopie des chemins

Soit I = [0, 1] et U ⊂ C un domain.

Définition 1.5. On dit que deux chemins γ0 : I 7→ U et γ1 : I 7→ U des
extrémités communes γ0(0) = γ1(0) = a et γ0(1) = γ1(1) = b sont homotopes
dans le domaine U s’il existe une application continue

γ(s, t) : I2 = I × I 7→ U (1)

telle que γ(0, t) ≡ γ0(t), γ(1, t) ≡ γ1(t), t ∈ I et aussi γ(s, 0) ≡ a, γ(s, 1) ≡
b, s ∈ I.
Pour s = s0 ∈ I fixe, la fonction γ(s0, t) : I 7→ U définit un chemin dans le
domaine U . Les chemins varient continûment lorsque s0 varie. Donc, dire que les
deux chemins sont homotopes dans U signifie qu’on peut les déformer l’un vers
l’autre à l’intérieur de U .
Remarque 1. Par un changement des variables, on peut facilement généraliser
cette notion pour un rectangle [a, b]× [a′, b′].
Si les chemins γ1 et γ2 ont la même “source” : γ1(0) = γ2(0) et la même “cible” :
γ1(1) = γ2(1), et soit de plus qu’ils satisfont à la définiton (1), alors, on dit, dans
ce cas, que γ1 ∼ γ2 dans la classe des chemins aux éxtremités fixes.
Il faut légèrement modifier les conditions de (1) (γ(s, 0) ≡ γ(s, 1), s ∈ I.) pour
avoir l’homotopie des courbes fermées.
Maintenant, on va reformuler la définition (1.4) :

Définition 1.6. Un ouvert U ⊂ C s’appelle simplement connexe si toute courbe
fermée dans U est homotope à un chemin constant (= à un point).

L’équivalence des deux définitions est un enoncé des TD.

1.2 Rappel : Dérivation complexe

Soit f une fonction complexe définie dans un ouvert U du plan complexe C. Etant
donné un point z0 ∈ U, pour tout z dans un voisinage de z0 on peut considérer
la ratio :

f(z)− f(z0)
z − z0

. (2)

Définition 1.7. On dit que f est dérivable au point z0 si l’expression 2 admet
une limite finie lorsque z tend vers z0. Cette limite s’appelle la dérivée de f en
z0.

On peut définir une nouvelle fonction sur U , appelée ainsi dérivée de f . Cette
fonction associe à tout point z ∈ U la valeur de la dérivée en ce point. La fonction
dérivée de f se note f ′ ou df

dz .

Définition 1.8. On dit que f est holomorphe dans U si elle est dérivable en
tout point de U et que f est holomorphe en z0 si elle est holomorphe dans un
voisinage ouvert de z0.

Soit f : U 7→ C une fonction dérivable en z0 ∈ U alors son accroissement en ce
point se représente sous la forme

∆ f = f(z0 + ∆ z)− f(z0) = κ(∆ z) + o(∆ z),

où κ est une fonction C−linéaire d’argument ∆ z et o(∆ z) un infiniment petit
d’ordre supérieur par rapport à ∆ z), autrement dit

o(∆ z)
∆ z

→ 0 lorsque ∆ z → 0.

Soit f une fonction complexe définie au voisinage d’un point z0. Nous pouvons
la regarder comme une application f : R2 7→ R2 et alors on peut parler d’une
application différentiable en z0 = (x0, y0) ∈ R2. Dans ce cas la différentielle
df(z0) de la fonction f au point z0 est une application R−linéaire qui s’exprime
par la formule standard :

df(z0) =
∂f

∂x
(z0)dx+

∂f

∂y
(z0)dy.

La proposition suivante met en évidence le fait que la condition de dérivabilité
implique nécessairement la condition de différentiabilité :

Proposition 1.5. Si f est dérivable en un point z0 ∈ U , alors f est différentiable
en z0 et sa différentielle est C−linéaire.

Soit f ′(z0) la dérivée de f en z0. On a donc :

lim
z→0

(
f(z0 + z)− f(z)

z
− f ′(z0)) = lim

z→0

|f(z0 + z)− f(z0)− f ′(z0)z|
|z|

= 0.
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Ce qui montre que la fonction f est différentiable en z0 et que sa diffŕentielle
df(z0) = f ′(z0)dz est l’application C-linéaire : z 7→ f ′(z0)z. On peut donner

aussi des conditions suffisantes de forme différente :

Proposition 1.6. Soit f une fonction complexe définie au voisinage d’un point
z0 et différentiable en z0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f est dérivable en z0 ;
(2) df(z0) est C-linéaire ;
(3) ∂f

∂y (z0) = i∂f
∂x (z0).

Supposons (1). D’après la proposition précédente, df(z0) est C−linéaire. Nous
considèrons dz = dx+ idy comme l’application identique de C, alors on a :

df(z0) =
∂f

∂x
(z0)dx+

∂f

∂y
(z0)dy = Adx+Bdy.

Si F (z) = Ax + By est l’application R−linéaire de C dans C qui est aussi
C−linéaire, on a en particulier :

F (1) = A, F (i) = B = F (i · 1) = iF (1) = iA.

D’où B = iA et, par conséquence, (3).
Inversement, la condition (3) implique (2).
Supposons (2). On peut écrire

f(z0 + z) = f(z0) + df(z0)(z) + |z|ε(z),

où ε(z) est une fonction complexe définie au voisinage de 0 et vérifiant la condition
limz→0 ε(z) = 0.
La différentielle df(z0) étant C−linéaire, il existe un scalaire complexe c tel que
df(z0)(z) = c · z, d’où

c = lim
z→0

f(z0 + z)− f(z0)
z

.

1.3 Rappel : Equations de Cauchy - Riemann
Parfois, on dit q’une fonction dérivable dans un point z0 ∈ U ⊂ C est
C−différentiable dans ce point. De l’autre côté, il existe un analogue réel de
cette notion :

Définition 1.9. On dit qu’une fonction complexe f : U 7→ C est
R−différentiable au point z0 si pour |∆z| assez petit son accroissement en ce
point se représente sous la forme

∆f = f(z0 + ∆z)− f(z) = κ(∆z) + o(∆z),

où κ est une fonction R−linéaire et o(∆z)
∆z → 0 lorsque ∆z → 0.

L’accroissement d’une fonction R−différentiable est donc de la forme

∆f = A∆z +B∆̄z + o(∆z).

En posant ∆z = ∆x = ∆̄z, on obtient

lim
∆x→0

∆f
∆x

=
∂f

∂x
= A+B.

De façon similaire, en posant ∆z = i∆y et tenant compte que ∆̄z = −i∆y, on
obtient

lim
∆y→0

∆f
i∆y

= −i∂f
∂y

= A−B,

d’où
A =

1
2
(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y
), B =

1
2
(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
). (3)

On va noter le coefficient A (resp. B) par ∂f
∂z (resp. ∂f

∂z̄ ), alors, on a pour la
différentielle d’une fonction R−différentiable :

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄. (4)

On voit sur la formule 4 que les fonctions C−différentiables (= dérivables) sont
des fonctions R−différentiables telles que

∂f

∂z̄
= 0. (5)

Soit f = u(x, y) + iv(x, y). Les formules (3) nous donnent une autre forme de la

condition (5) :

∂f

∂z̄
=

1
2
(
∂u

∂x
− ∂v

∂y
) +

i

2
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
) = 0,

d’où on obtient deux égalités réelles (conditions de Cauchy-Riemann) :

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (6)

Proposition 1.7. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine U ⊂ C et
f = u+ iv. Alors les fonctions u et v sont harmoniques dans U : chacune d’entre
elles satisfait l’équation de Laplace :

∆u = 0, ∆v = 0, ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

En effet, le conditions de Cauchy-Riemann (6) donnent :

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

∂v

∂y
et
∂2u

∂y2
=

∂

∂y
(−∂v
∂x

) = − ∂

∂x

∂u

∂x
d’où

∂2u

∂x2
= −∂

2u

∂y2
,

et de même pour v(x, y).
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1.4 Interprétation géométrique

Selon notre discussion dans 1.1 nous considérons une fonction complexe f : U →
C comme une application de R2 dans R2 :

f = u(x, y) + iv(x, y), (x, y) 7→ (u, v).

Si f est R−différentiable en voisinage d’un point z = x + iy son jacobien Jf

est défini par du ∧ dv = Jfdx ∧ dy. Ici le produit extérieur est défini sur les
différentielles de variables indépendantes de façon suivante :

dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0, dx ∧ dy = −dy ∧ dx

et

du ∧ dv = (
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy) ∧ (

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy) = (

∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
)dx ∧ dy =

= det
( ∂u

∂x
∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
dx ∧ dy = Jfdx ∧ dy.

D’où le jacobien d’une fonction R−différentiable s’écrit comme

Jf =| ∂f
∂z

|2 − | ∂f
∂z̄

|2 (7)

Pour une fonction holomorphe f son jacobien s’exprime par la formule

Jf (z) = |f ′(z)|2. (8)

Nous supposons maintenant que Jf (z) 6= 0, autrement dit, z n’est pas un point
critique de f . Alors le théorème des fonctions implicites est applicable et f est
un homéomorphisme local de U , c’est-à-dire, f est biunivoque et bicontinue (=
continu avec son inverse).
On voit sur la formule 7 que Jf peut avoir n’importe quel signe si f est
R−différentiable. Par contre, la formule 8 montre que si f est holomorphe, son
jacobien est toujours positif dans un point non-critique.

Définition 1.10. Une fonction f R−différentiable en un point z ∈ C définie une
application conforme en z si l’application linéaire associée à sa différentielle df
en z est une similitude.

Cette définition conduit à une interprétation géométrique de la
C−différentiabilité : il y a équivalence entre la conformité d’une applica-
tion f en un point z, f(z) 6= 0 et la C− différentiabilité de f en z.

Définition 1.11. Une application f : U 7→ C conforme dans chaque point z de
U s’appelle application conforme de U .

Une telle application associée à une fonction holomorphe sans points critiques
dans U . En chaque point du domaine U la différentielle de cette application
définit une similitude : en particulier, elle conserve les angles.
Plus précisement, soit f une fonction holomorphe dans un domain U . On suppose
que f ′ ne s’annule pas dans U . Considérons deux chemins γi, i = 1, 2, γi : [a, b] 7→
U tracés dans U . Notons δi = f ◦ γi les images des chemins γi par f .
Soit t0 ∈ [a, b] une valeur du paramètre telle que z0 = γ1(t0) = γ2(t0) est un
point commun. Nous supposons aussi que z0 est un point "ordinaire" de γ1 et
de γ2, c’est-à-dire que γ′1(t0) et γ′2(t0) existent est sont différents de zéro. Ce
sont alors les affixes complexes de vecteures X1 et X2 tangents en z0 à γ1 et
γ2 respectivement. Les vecteurs Y1 = df(z0)(X1) et Y2 = df(z0)(X2) sont les
vecteurs tangents à δ1 et δ2 respectivement au point correspondant f(z0).
La différentielle df(z0) est une similitude donc l’angle (X̂1, X2) avec son orienta-
tion est égale à l’angle (Ŷ1, Y2) avec son orientation.

Remarque 2. Les considérations géométriques conduites vers la notion d’une
application f preservant des angles mais avec l’orientation inverse. Cette appli-
cation associée avec une fonction f anti-holomorphe dans un domain U . Cette
notion est définit par une condition duale à 5 :

∂f

∂z
= 0. (9)

1.5 Propriétés géométriques des fonctions holomorphes

Soit f une foction holomorphe de la variable z = x + iy sur un ouvert U de
C = R2 :

f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

On va noter f ′(z), f ′′(z) etc. ces dérivée premières, secondes etc. par rapport à
la variable z.
Soit f : R2 7→ R la même fonction en regardant comme une fonction réelle de
classe C1. Soit h ∈ R2 un tel point que ∇f(h) 6= 0. Alors pour un
nombre réel c ∈ R2 la courbe de niveau γc est un image géométrique de l’équation
f(h) = f(x, y) = c.
Le gradient ∇f est orthogonale à la ligne de niveau.
Les lignes de niveau γ1 et γ2 de la partie réelle sont orthogonales à celles de la
partie imaginaire :

γ1 = {(x, y) ∈ R2|u(x, u) = c1};

γ2 = {(x, y) ∈ R2|v(x, u) = c2}.

Ce résultat est un corollaire simple des conditions de Cauchy-Riemann (6) sur u
et v :

< ∇u,∇v >=
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
=
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−∂v
∂y

∂v

∂x
+
∂v

∂x

∂v

∂y
= 0.

Soit f(x, y) une fonction de classe C2. Si z0 = h0 = (x0, y0) est un point critique,
alors ∇f(h0) = 0.
La matrice Hessienne des dérivées secondes est définie par

Hess f(h0) =

(
∂2f
∂x2 (h0) ∂2f

∂x∂y (h0)
∂2f

∂y∂x (h0) ∂2f
∂y2 (h0)

)
.

On suppose que la matrice Hessienne est non-dégénérée dans h0 = (x0, y0). Soit
dh un vecteur du petit “déplacement” autour de h0. On obtient, en utilisant le
développement de Taylor au seconde ordre que

f(h0 + dh) = f(h0)+ < ∇f, dh > + < dh,Hess f(h0)dh > +o(||dh||2).

Si le point h0 est un point critique de la fonction f on a

f(h0 + dh) ∼= f(h0)+ < dh,Hess f(h0)dh > .

Le comportement local d’une fonction autour d’un point h0 où ses dérivées s’an-
nulent est donné par sa matrice Hessienne :
a) si la matrice Hess f(h0) est définie positive (= possède 2 valeurs propres
positives), la fonction f admet un minimum au point h0;
b) si la matrice Hess f(h0) est définie négative (= possède 2 valeurs propres
négatives), la fonction f admet un maximum au point h0;
c) si la matrice Hess f(h0) possède une valeur propre positive et une valeur
propre négative, alors la fonction f admet un col au point h0.
Il en résulte notamment que les surfaces - graphes de u(x, u) et de v(x, y) ne
peuvent avoir de maximum ou de minimum, mais seulement des points-col. En
effet, comme ∆u = 0, les dérivées secondes sont de signes opposés en tout point
de holomorphicité de f = u+ iv :

∂2u

∂x2
< 0,

∂2v

∂y2
> 0, ou

∂2u

∂x2
> 0,

∂2v

∂x2
< 0.

L’étude de la matrice Hess u dans un point minimim (resp. maximum) montre
que les dérivées sont toutes deux positives (resp. négatives). Ainsi, tout point
critique de u :

∂u

∂x
=
∂u

∂y
= 0

est forcement un col. Les mêmes arguments valent pour v. De plus, les conditions
de Cauchy-Riemann (6) montrent que les graphes de u et de v admettent les
mêmes points critiques z0. La dérivée de f est nulle en ces points : f ′(z0) = 0.

1.6 Lignes de niveau en voisinage d’un point critique d’une
fonction holomorphe

On considère un exemple simple.
Soit f(z) = z2, alors les lignes de niveau

γ1 = {u(x, y) = x2 − y2 = c1}, γ2 = {v(x, y) = 2xy = c2}
forment une famille des hyperboles orthogonales centrées sur le point critique
z = 0.
On peut aisement calculer les matrices Hessiennes de u et de v :

Hess u(0, 0) =
(

2 0
0 −2

)
,

Hess v(0, 0) =
(

0 2
2 0

)
.

On vient de voir que le point d’origine z = 0 est un point col (aussi appelé le
point selle) des fonctions u(x, y) = x2 − y2 = <(z2) et v(x, y) = 2xy = =(Z2).
Regardons le cas général d’une fonction holomorphe. Soit f(z) une fonction ho-
lomorphe possèdant un point critique z = z0, c’est-à-dire, f ′(z0) = 0, mais
f ′′(z0) 6= 0, alors, on a un développement f(z) au seconde ordre autour de z0 :

f(z) ∼= f(z0) + 1/2(z − z0)2f”(z0)

On va calculer la matrice Hessienne de la partie réelle et imaginaire de f au point
z = z0 = x0 + iy0, en posant f ′′(z0) = α+ iβ. Soit f(z0) = u0 + iv0, alors

<f(x, y) = u0 + 1/2((x− x0)2 − (y − y0)2)α− (x− x0)(y − y0)β;

=f(x, y) = v0 + 1/2((x− x0)2 − (y − y0)2)β + (x− x0)(y − y0)α,

d’où les matrices Hesiennes de <f et de =f au point (x0, y0) s’écrivent comme

Hess <f(x0, y0) =
(

α −β
−β −α

)
,

Hess =f(x0, y0) =
(
β α
α −β

)
.

Les valeurs propres des matrices Hessiennes sont ±
√

(α2 + β2) = ±||f ′′(z0)||,
alors le point critique z = z0 est toujours un point col des parties réelles et
imaginaires d’une fonction holomorphe.
Remarque 2. On peut utiliser le théorème de la moyenne pour montrer que <f
(ainsi que =f) ne peut admettre de maximum ou minimum local en tout point
de l’ouvert U . Ce résultat constitue aussi le principe de maximum : la surface
<f = u(x, y) ne possède jamais de maximum à l’intérieur de l’ouvert U . Les seuls
extremas possibles sont les points des bords ∂Ū de son domaine d’existence. Voir
Chapitre 2, 2.2
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1.7 Principe d’unicité de Riemann

1.7.1 Zéros d’une fonction holomorphe

Définition 1.12. On appelle zéro d’une fonction f tout point z0 ∈ C̄ tel que
f(z0) = 0.

Les zéros d’une fonction holomorphe sont toujours isolés. Contrairement à la
situation réelle, ils ne peuvent avoir de points d’accumulation (voir ci-dessous)
que sur la frontière du domaine d’holomorphicité.

Théorème 1.8. Soit f une fonction holomorphe en z0 et f(z0) = 0 mais non
identiquement nulle dans aucun voisinage de z0. Alors il existe un nombre m ∈ N
tel que f(z) = (z − z0)mg(z) et g(z) est holomorphe en z0 et non nulle dans un
voisinage de z0.

Démonstration : La fonction f admet un développement dans un vosinage de z0
en série de Taylor

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n

avec a0 ≡ 0 mais les autres coefficients an ne peuvent être tous nuls (sinon, f ≡ 0
dans ce voisinage de z0). Il existe un nombre m tel que le coefficient am 6= 0 et

f(z) = am(z − z0)m +
∞∑

n=m+1

an(z − z0)n.

On pose g(z) = am+
∑∞

n=m+1 an(z−z0)n−m. C’est une série convergente dans un
voisinage de z0 et sa somme g(z) est une fonction holomorphe dans ce voisinage.
g(z0) = am 6= 0 et puis g(z) 6= 0 dans un voisinage de z0. c.q.f.d.

1.7.2 Théorème d’unicité.

Rappellons la notion d’un point d’accumulation.

Définition 1.13. Un point z0 ∈ C(ou z0 ∈ C) est un point d’accumulation pour
un ensemble X ⊂ C(X ⊂ C̄) si tout vosinage coupé de z0 0 < |z − z0| < ε de
C (0 < ρ(z, z0) < ε) pour la métrique de la sphére de Riemann C̄) au moins un
point de X.

Théorème 1.9. Soient f, g deux fonctions holomorphes dans un domaine D et
elles sont confodues sur un ensemble X qui possède au moins un point d’accu-
mulation z0 ∈ D, alors f ≡ g dans D.

Démonstration : Soit F = f − g. C’est une fonction holomorphe dans D. Dési-
gnons par KerF l’ensemble

KerF = {z ∈ D : F(z) = 0} ⊃ X.

Le point d’accumulation z0 ∈ X est donc un point de KerF et aussi un zéro de F
par continuité. Le théorème (1.8) dit que F ≡ 0 dans un voisinage de z0 (sinon
z0 ne serait pas un point d’accumulation de l’ensemble des zéros de F ).
Soit Ker0F l’ensemble de ses points inférieurs. Il contient (au moins) le point
z0. Cet ensemble est ouvert par sa construction. De l’autre côté, si z′ ∈ D est
un autre point d’accumulation de Ker0F, la fonction F ≡ 0 dans un voisinage
du point z′ par le théorème (1.8), alors z′ ∈ Ker0F. Le domaine D est connexe
par définition, alors Ker0F ⊂ D est à la fois ouvert et fermè. Donc, D = Ker0F.
c.q.f.d.

1.8 Principe de l’argument

1.8.1 Résidu logarithmique d’une fonction méromorphe

Nous considérons f holomorphe non nulle dans un voisinage coupé d’un point
z0 ∈ C : Ur(z0) = 0 < |z− z0| < r (on dit parfois que Ur(z0) est le disque Br(z0)
avec un point "marqué" z = z0.)

Définition 1.14. On appelle résidu logarithmique de f en z0 le résidu

Reslogz0 f(z) = Resz0
f ′(z)
f(z)

=
1
2π

∮
Sr

f ′(z)
f(z)

dz

où Sr = |z − z0| = r.

Cette notion du résidu logarithmique permet de généraliser le calcul des résidus
en cas des zéros de la fonction f . Une telle classe de fonctions forme les fonctions
dites méromorphes :

Définition 1.15. On dit qu’une fonction f est méromorphe dans un domaine
D si f est holomorphe partout dans D sauf singularités isolés qui sont des pôles.

Soit f une fonction méromorphe dans un domaine D avec un zéro z0 d’ordre
m : f(z) = (z − z0)mg(z), où g(z) est une fonction holomorphe non nulle en
voisinage de z0. Alors un calcul simple montre

f ′(z)
f(z)

=
1

z − z0

mg(z) + (z − z0)g′(z)
g(z)

=
m

z − z0
+

∞∑
n=1

an(z − z0)n−1

d’où le résidu logarithmique en un zéro est égal à l’ordre de ce zéro :

Reslogz0 f(z) = m. (10)

Soit z0 un pôle d’ordre k d’une fonction f , alors 1
f possède en ce point un zéro

de même ordre k et la formule évidente

f ′

f
= −

(
log

1
f

)′
montre que

Reslogz0 f(z) = −k. (11)
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1.8.2 Sens géométrique du résidu logarithmique.

Soit D ⊂ C un domaine. Un lacet, tracé dans D est un chemin continu fermé
γ : [a, b] → D, γ(a) = γ(b). Supposons que le lacet γ est la frontière d’un domaine
U b D, γ = ∂U.
Nous supposons qu’une fonction f est méromorphe dans D telle que le lacet γ
ne contient ni pôles ni zéros de f .
Considérons l’intégrale de la dérivée logarithmique de f∮

γ

f ′(z)
f(z)

dz =
∮

γ

d log f(z) = Log f(γ(a))− Log f(γ(b)),

où Log f(γ(t), a ≤ t ≤ b est la primitive de la fonction f ′

f le long de γ et Log
est une valeur quelconque du logarithme, variant continûment sur le lacet.
On a :

Log f(γ(t)) = Log (|f(γ)| exp(iArg f(γ))) = log |f(γ)|+ iArg f(γ).

La fonction log f est univalente, alors nous avons besoin de déterminer l’argu-
ment Arg f le long γ. Soit arg f une détermination de Arg f variant continûment
le long γ. Alors,

Log f(γ(a))−Log f(γ(b)) = log |f(γ(b))|−log |f(γ(a))|+i (arg f(γ(b))− arg f(γ(a))) =

i (arg f(γ(b))− arg f(γ(a))) = i∆γ arg f,

où i∆γ arg f est, par définition, l’accroissement de l’argument ( plus précisement,
de sa détermination retenue), le long du lacet γ.

Exemple 3. Sous les conditions et notations de la définition (1.14) on a

Reslogz0 f(z) =
1
2π

∆Sr arg f.

1.8.3 Nombres de pôles et de zéros d’une fonction méromorphe.

Théorème 1.10. Soient Z = ]Z et P]P les nombres de zéros et de pôles res-
pectivement d’une fonction f (en comptant avec leurs ordres). La fonction f est
méromorphe dans un domaine U tel que U b D pour un autre D ⊂ C. Supposons
qu’un lacet orienté γ est la frontière du U, γ = ∂U et que γ ne contient ni pôles
ni zéros de f . Alors

Zf − Pf =
1

2πi

∮
γ

f ′(z)
f(z)

dz

Démonstration : Tout d’abord, remarquons, que f possède un nombre fini de
zéros et de pôles dans U b D : Z = {ai, 1 ≤ i ≤ q} et P = {bi, 1 ≤ i ≤ p}. La

fonction f ′

f est holomorphe en voisinage de γ et le théorème de Cauchy (dit des
résidus) est applicable à cette fonction :∮

γ

f ′

f
dz = 2πi

∑
l

Resz=zl

f ′

f
,

où z1, z2, . . . sont les pôles de f ′

f .

Mais, après l’observation à la fin de (1.7.1) les pôles de f ′

f sont les zéros et les
pôles de f , alors

∑
l

Resz=zl

f ′

f
=

q∑
i=1

Resz=ai

f ′

f
+

p∑
i=1

Resz=bi

f ′

f
.

Soient mi et ki les ordres respectifs du zéro ai et du pôle bi. Donc, on a, grâce à
(10) et à (11) ∑

l

Resz=zl

f ′

f
=

q∑
i=1

mi −
p∑

i=1

ki = Zf − Pf ,

c.q.f.d.

Corollaire 1.1. ("Le principe de l’argument")
L’accroissement (divisée par 2π) de l’argument d’une fonction f , (méromorphe
dans un domaine D), le long d’un lacet orienté γ est égal à la différence entre
le nombre Zf de zéros et le nombre Pf de pôles de f dans un domaine U, γ =
∂U, U b D :

Zf − Pf =
1
2π

∆γ arg f.

1.9 Théorème de Rouche

C’est une application la plus importante du principe de l’argument de (1.1).

Théorème 1.11. Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un domaine
D tel que sa frontière γ = ∂D est un lacet continu. Soit |f | > |g|,∀z ∈ γ, alors
f et f + g possèdent le même nombre de zéros dans D.

Démonstration : Il est claire que f et f+g n’ont pas de zéros sur γ : |f | > |g| ≥ 0
sur γ et si g = 0 sur γ on a |f | = |f + g| ≥ |f | − |g| = |f | > 0. Etant holomophes
elles n’ont pas de pôles non plus, alors le corollaire (1.1) est applicable :

∆γ arg (f + g) = ∆γ arg f + ∆γ arg
(

1 +
g

f

)
car f + g = f(1 + g

f ) puisque f 6= 0 sur γ. Soit α = g
f et β = 1 + α.
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On a |g|
|f | =

∣∣∣ gf ∣∣∣ = |α| < 1 sur γ. L’accroissement divisé 1
2π ∆γ arg (1 + α) est le

nombre total de rotations du vecteur β = 1+α(z) autour du point β = 0 lorsque
z parcourt le lacet γ. La condition α(z) < 1, ∀z ∈ γ garantit qu’il n’y a pas de
rotation du vecteur β et l’accroissement de l’argument est nul. Donc

∆γ arg (f + g) = ∆γ arg f

et Zf+g = Zf dans D c.q.f.d.

1.10 Théorème de Riemann de l’image ouvert.
C’est une caractèrisation géométrique importante des fonctions holomorphes par-
fois appélée "conservation de domaine".

Théorème 1.12. Soit D un domaine et f une fonction holomorphe non-
constante dans D. Alors l’image f(D) est aussi un domaine.

Démonstration : Nous démontrerons que f(D) est connexe et ouvert. Soient
zi, i = 1, 2 deux point du domaine D et wi = f(zi), i = 1, 2 leurs images dans
f(D). Soit γ : [a, b] → D un chemin paramètré dans D tel que z1 = γ(a), z2 =
γ(b). Un tel chemin existe car D est connexe par arcs (1.2). Par la continuité de
f on a un chemin f ◦ γ : [a, b] → f(D) reliant les points w1 et w2, ce qui montre
connexité par arcs de l’image f(D).
Soit w0 ∈ f(D) et z0 ∈ D une pré-image de w0. Considérons un tel disque
fermé B̄r(z0) dans D qui ne contient pas d’autres points antécédents de w0.
C’est toujours possible, en faisant le rayon r d’étre assez petit et car les points
antécédents de w0 sont séparées ou isolés. Sinon, la fonction f ≡ const par le
théorème d’unicité de Riemann (1.9).
Soit Sr = ∂B̄r(z0) = |z − z0| = r et posons

mf = min
z∈γ

|f(z)− w0|.

La fonction continue f(z)−w0 admet son minimum sur le compact Sr et mf > 0
(mf 6= 0 car z0 une seule pré-image de w0 par choix de r et par construction du
disque Br(z0).
Soit w1 ∈ B̄r(z0), alors |w1 −w0| < mf et f(z)−w1 = (f(z)−w0) + (w0 −w1).
Sur le cercle Sr on a : |f(z) − w0| ≥ mf . Le théorème de Rouche (1.11) nous
dit que la fonction f(z) − w1 possède le même nombre de zéros que la fonction
f(z)− z0 (au moins un lorsque z0 peut être un zéro multiple).
La fonction f prend la valeur w1 à l’intérieur de Sr et donc, w1 ∈ f(D). Le point
w1 est arbitraire du disque Bmf

(w0) alors le disque entier appartient à f(D) et
l’image est ouverte.
Remarque 3. Cette démonstration utilise la continuité de f pour la connexité par
arc de f(D) et les théorèmes de Rouche (1.11) et de l’unicité (1.9) pour prouver
que f(D) était ouvert. L’exemple suivant montre que la continuité de f n’est pas
suffisante pour le principe de conservation des domaines :

Soit f = x2 + iy, D = B1(0) = |z| < 1. La fonction f n’est pas holomorphe :
les conditions de Cauchy-Riemann (6) sont violées car ∂u

∂x = 2x 6= ∂v
∂y = 1, alors

f(D) n’est pas ouvert puisque les images du diamétre verticale −1 < y < 1 (les
points intérieurs de D) sont des points de ∂f(D).
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2 Principe du maximum

Le principe du maximum est un des résultats fondamentaux de la théorie géo-
métrique des fonctions d’une variable complexe. Nous l’exprimons dans la forme
du

2.1 Théorème du maximum

Théorème 2.1. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine D et son
module |f | admet un maximum local en un point z0 ∈ D, alors f ≡ const.

Démonstration : Soit f 6= const et f(D)-l’image du domaine D qui est aussi un
domaine, car f est holomorphe non constante. Notre fonction f transforme z0
en un point w0 = f(z0) ∈ f(D). Considérons un disque ouvert

Br(w0) : |w − w0| < r, Br(w0) ⊂ f(D)

et un point w1 ∈ Br(w0) tel que |w1| > |w0|. Mais notre fonction f prend cette
valeur w1 dans le voisinage de z0 et ce fait contredit l’assertion que |f | admet
son maximum en z0. c.q.f.d.
On peut préciser l’énonce du théorème du maximum en supposant que notre
fonction a un "bon" comportement dans la frontière ∂D du domaine D d’holo-
morphicité :

Théorème 2.2. Soit f holomorphe dans un domaine D et continue dans D̄
alors son module |f | admet sa valeur maximale sur ∂D.

Démonstration :Soit f 6= const alors, (selon le théoème 2.1), |f | ne peut atteindre
sa valeur maximale dansD. Etant continue dans D̄ elle admet son maximum dans
D̄ et donc sur ∂D. Si f est une constante le ésultat est une banalité.

Remarque 4. La condition de continuité sur ∂D est neccessaire. Pour l’illustrer,
on prend comme D le disque ouvert z = x + iy : x2 + y2 < x et f(z) = exp( 1

z )
comme la fonction. Elle est holomorphe dans D et continue dans D̄ sauf z = 0.
Son module | exp( 1

z )| = exp( x
x2+y2 ) = x sur ∂D\0 et il prend toute valeur assez

grande à l’intérier de D.

Il faut souligner que le résultat parallèle pour le minimum du module générale-
ment est faux :

Exemple 4. Soit f(z) = z et D le disque ouvert B1(0) = |z| < 1. Le module |z|
admet son minimum à l’origine z = 0.

En ajoutant une condition naturelle (f ne s’annule pas dans D) on a un
"théorème-homologue" de 2.1

Théorème 2.3. Soit f une fonction holomorphe non nulle dans un domaine
D, alors son module |f | admet sa valeur locale minimale à l’intérier du Ḋ si et
seulement si f ≡ const.

Démonstration : Si f admet un minimum et est holomorhe non nulle dans D,
alors la fonction 1

f est holomorphe et satisfait aux conditions du théorème 2.1.

Nous proposons encore une démonstration "analytique" du théorème 2.1 pour
une fonction f holomorphe dans un ouvert U .

Théorème 2.4. Soit f holomorphe dans un ouvert U et |f | admet son maximum
local en z0 ∈ U , alors f est constante en voisinage de z0.

Démonstration : Soit r > 0 tel que le disque fermé B̄r(z0) ⊂ U . Si z0 est un
maximum local on peut choisir r tel que sur le cercle Sr = ∂B̄r(z0) = |z−z0| = r
on a :

|f(z)| ≤ |f(z0)|.

La fonction f admet un développement de Taylor en z0 :

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n =
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n (12)

où les coefficients an admettent une autre représentation (dite intégrale) :

an =
1

2πi

∮
Sr

f(ξ)
(ξ − z0)n+1

dξ (13)

ou, en passant vers la forme exponentielle ξ = z0 + r exp(iφ),

an =
1
2π

∫ 2π

0

f(z0 + r exp(iφ)) exp(−inφ)
rn

dφ.

Donc, l’expression anr
n n’est qu’un coefficient de Fourier pour la fonction pério-

dique f(z0 + r exp(iφ) d’une variable réelle φ à valeur complexe.
Nous observons que les coefficients de Fourier d’exponentielle "positive" s’an-
nullent, car

an =
rn

2π

∫ 2π

0

f(z0 + r exp(iφ)) exp(inφ)dφ =
1

2πi

∮
Sr

f(ξ)(ξ − z0)n−1dξ = 0

(la fonction f(z)(z−z0)n−1 est holomorphe pour n ≥ 1 dans le disque contenant
Sr !)
Donc, nous pouvons utiliser l’égalité de Parceval :

1
2π

∫ 2π

0

|f(z0 + r exp(iφ))|2dφ =
∞∑

n=0

|an|2r2n
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d’où la condition du théorème implique

1
2π

∫ 2π

0

|f(z0 + r exp(iφ))|2dφ ≤ |f(z0)|2

et
∞∑

n=0

|an|2r2n = |a0|2 +
∞∑

n=1

|an|2r2n ≤ |f(z0|2 = |a0|2

ce qui résulte an = 0, n ≥ 1 et f(z) = a0 pour z ∈ B̄r(z0) c.q.f.d.
Le thèorème suivant nous permet de faire une estimation (dite l’estimation de
Cauchy) des dérivées d’une fonction holomorphe dans un disque B̄r(z0) fermé :

Théorème 2.5. Si f est holomorphe dans B̄r(z0) et |f(z)| ≤ M sur le cercle
Sr = ∂B̄r(z0) alors les coefficients an de la série (12) satisfonts aux inégalités :

|an| ≤
M

rn
. (14)

Démonstration : Après la représentation intégrale (13) de an on a :

|an| ≤
1
2π

M

rn+1
2πr =

M

rn
, (n = 0, 1, . . .)

c.q.f.d.
Corollaire 2.1.

|f (n)(z0)| ≤
n!M
rn

, (n = 0, 1, . . .).

Corollaire 2.2. (“Théorème de Liouville”) Toute fonction entière bornée est
constante.
Preuve : Soit r < ∞ et B̄r(0) un disque fermé. La fonction f se représente par∑∞

n=0 anz
n. Soit |f(z)| ≤ M , alors |an| ≤ M

rn après (14). Soit r aussi grand que
l’on veut. Alors on a (pour n = 1, 2, . . .) an = 0 (le second terme tend vers 0
lorsque r →∞ et le premier terme ne dépend pas de r). D’où f(z) ≡ a0.
Une autre formulation du théorème de Liouville (2.2) est

Théorème 2.6. Si f est holomorphe sur C̄ elle est constante.

2.1.1 Etude géométrique de la surface |f(z)|.

Soit f = u(x, y) + iv(x, y) une fonction holomorphe dans un domaine D des
coordonnées réelles (x, y) ∈ D, z = x+ iy. Etudions les maximums et minimums
locaux de la fonction |f(z)| en calculant les points critiques où les dérivées ∂|f |

∂x

et ∂|f |
∂y ou, ce qui est la même chose, les dérivées ∂|f |

∂z ,
∂|f |
∂z̄ .

Proposition 2.7. Les points critiques d’une fonction holomorphe f sont soit ses
zéros soit les zéros de f ′, donc, soit les minimums de |f | sur le niveau |f | = 0
soit points-cols.

Preuve : En calculant les dérivées par z et z̄ on a :

∂|f |
∂z

=
∂(
√
ff̄)

∂z
=

f̄

2|f |
∂(ff̄)
∂z

=
f̄

2|f |
f ′(z)

et
∂|f |
∂z̄

=
∂(
√
ff̄)

∂z̄
=

f

2|f |
∂(ff̄)
∂z̄

=
f

2|f |
f̄ ′(z)

d’où le résultat. Pour voir que points critiques où f ′(z) = 0 sont des points-cols
rappellons (Chapitre 1 1.5).
Finalement, nous établirons un lien entre les extremas de |f | d’une fonction
holomorphe et les extremas de ses parties réelle u(x, y) et imaginaire v(x, y).

Proposition 2.8. Soit f = u + iv une fonction holomorphe dans un domaine
D. Soit u ≡ const (ou v ≡ const) dans D. Alors la fonction f est constante dans
D.

Preuve : Soit u ≡ const. Considérons une autre fonction holomorphe exp(f(z))
sur D. Son module |exp(f(z))| = exp(u) est une constante dans D. Alors,
d’après le théorème (2.1) cette fonction est constante. La dérivée (exp(f))′ =
exp(f)f ′(z) ≡ 0 d’où f ′(z) ≡ 0 et f ≡ 0 dans D.

2.2 Lemme de Schwarz

Théorème 2.9. Soit f une fonction holomorphe dans le disque ouvert B1(0)
telle que |f(z)| ≤ 1, ∀z ∈ B1(0) et f(0) = 0. Alors

|f(z)| ≤ |z|, ∀z ∈ B1(0).

L’égalité est achevée au moins en un point z 6= 0.

Remarque 5. Si f(z) = exp(iφ)z avec une constante φ ∈ R, alors |f | = |z| partout
dans B1(0).

Démonstration : Soit F (z) := f(z)
z . C’est une fonction holomorphe dans B1(0)

(on n’a pas de singularité à l’orgine en vue f(0) = 0). Considérons un autre
disque ouvert

Br(0) ⊂ B1(0), (r < 1).

Le module |F (z)| admet son maximum local sur le cercle Cr = ∂Br(0), et, de
plus, sur Cr, en vue de la condition |f(z)| ≤ 1 on obtient (par le théorème 2.2)

|F (z)| = |f |
|z|

=
|f |
r
≤ 1
r

(15)

d’où |F (z)| ≤ 1
r , ∀z ∈ Br(0).
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Si r tend vers 1 et z reste fixé, l’inégalité (15) implique |F (z)| ≤ 1 ou |f(z)| ≤ |z|
pour tout z ∈ Br(0). L’inégalité du théorème est démontrée puisque dans chaque
point du disque B1(0) nous pouvons considérer dans un disque Br(0), r < 1.
Discutons le cas d’égalité. Soit z0 ∈ B1(0) un point où l’égalité f(z) = |z| est
réalisée. Alors, F (z) admet son maximum F (z0) = 1. La fonction F (z) est une
constante avec |F | = 1 d’où F (z) = exp(iφ) et f(z) = exp(iφ)z.

2.3 Principe de Phragmen-Lindelöf

Une généralisation du principe du maximum est possible si la fonction f ad-
met une croissance "controllée" lorsque z s’approche d’un point singulier de la
frontière.
Pour cela, considérons un angle Dα =

{
z ∈ C : | arg z| < π

2α

}
. On suppose que

∞ est un point singulier de la frontière ∂Dα. Nous introduisons deux paramètres
numériques qui caractérisent la croissance de f au voisinage de l’infini : soit
γr = {|z| = r, z ∈ Dα} un arc de l’angle et

Mf (r) = max
z∈γr

|f(z)|.

Définition 2.1. On dit que ρ est l’ordre angulaire de f si

ρ = lim sup
r→∞

log logMf (r)
log r

et que σ dit de type angulaire de f si

σ = lim sup
r→∞

logMf (r)
rρ

.

Théorème 2.10. Soit f une fonction holomorphe dans l’angle Dα, continue aux
points finis de la frontière ∂Dα et telle que |f(z)| ≤ M dans tout point fini de
∂Dα. Si l’ordre angulaire ρ de f satisfait à ρ < α alors |f(z)| ≤M partout dans
Dα.

Démonstration : Soient deux nombres ε > 0 et ρ < ρ′ < α. Etudions la fonction

fε(z) = f(z) exp(−εzρ′),

telle que la branche de exp(−εzρ′) est définie par | arg z| < π
2α . Nous prenons

z = r exp(iφ) :
|fε(z)| = |f(z)| exp(−εrρ′ cos(ρ′φ)).

Sur la frontière ∂Dα on a : φ = ± π
2α et |ρ′φ| = πρ′

2α < π
2 . On obtient |fε(z)| ≤M

et ( en utilisant la notion et la définition (2.1) de l’ordre angulaire) que

|fε(z)| < C1 exp(C2r
ρ − εrρ′ cos(ρ′φ)).

Puisque

cos(ρ′φ) ≥ cos(
πρ′

2α
) > 0 ρ < ρ′

sur l’arc, on obtient

lim
r→∞

C1 exp(C2r
ρ − εrρ′ cos ρ′φ) = 0,

et, alors, pour r assez grands |fε(z)| ≤M sur cet arc. Le principle du maximum
s’appliquant au secteur ∂Dα ∪ γr dit que |fε(z)| ≤ M pour tout z du secteur.
En faisant ε→ 0, (vue que ε > 0 est arbitraire), on obtient |f(z)| <≤M en tout
z ∈ Dα c.q.f.d.

2.4 Formule de Poisson

Tout d’abord, nous démontrerons un corollaire utile de la formule de Cauchy :

Théorème 2.11. Soit f une fonction holomorphe dans le disque Br(0), prolon-
geable par continuité dans le disque fermé B̄r(0). Alors

f(z) =
1
2π

∫ 2π

0

f(ξ)P (ξ, z)dθ =
1
2π

∫ 2π

0

f(ξ)
r2 − |z|2

|ξ − z|2
dθ, (16)

Ici ξ = r exp(iθ).

Remarque 6. L’intégrale (16) s’appelle l’intégrale de Poisson et la fonction

P (ξ, z) =
1
2π

r2 − |z|2

|ξ − z|2
=

1
2π
<ξ + z

ξ − z

s’appelle le noyau de Poisson.

Preuve : Soit z ∈ Br(0), alors d’après la formule de Cauchy :

f(z) =
1

2πi

∮
Sr

f(ξ)
ξ − z

dξ =
1
2π

∮ 2π

0

f(ξ)ξ
ξ − z

dθ. (17)

En tenant compte du fait que par le théoréme de Cauchy

1
2π

∫ 2π

0

f(ξ)ξz̄
ξz̄ − r2

dθ = 0,

parce qu’un seul pôle de la fonction sous l’intégrale est ξ = r2

z̄ et il est en dehors
du disque Br(0) car il est symétrique de z ∈ Br(0) par rapport à Sr), on obtient
(16), en utilisant la représentation

ξ

ξ − z
− ξz̄

ξz̄ − r2
=
r2 − |z|2

|ξ − z|2
.
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Remarque 7. Comme f est holomorphe (on a ∂̄f = 0 dans Br(0)) elle est aussi
harmonique, c’est-à-dire, ∆f = 0 car ∆ = 4∂∂̄. Il est évident que les parties
réelle et imaginaire de f sont harmoniques (les conditions de Cauchy-Riemann
du Chapitre 1 (6)).

Réciproquement, si u(x, y) est une fonction à valeur réelle u : Br(0) 7→ R définie
comme la partie réele d’une fonction complexe f par la formule

f(z) =
1
2π

∫ 2π

0

u(ξ)
ξ + z

ξ − z
dθ

dans Br(0) alors u est harmonique dans Br(0) car f est holomorphe (voir TD2).

2.5 Fonction de Schwarz
On peut déduire de la formule de Poisson en utilisant une focntion u0(ζ) sur le
cercle Sr = |ζ| = r. On pose ζ = r exp(it), alors u0(ζ) = u0(r exp(it)) = ũ0(t) et
ũ0(0) = ũ0(2π).

Définition 2.2. L’ intégrale suivante

f(z) =
1
2π

∮
Sr

u0(ζ)
ζ + z

ζ − z

dζ

ζ
=

1
2π

∫ 2π

0

u0(r exp(it))
r exp(it) + z

r exp(it)− z
dt (18)

est dite l’intégrale de Schwarz (ou la fonction de Schwarz)

Les propriétés de la fonction de Schwarz :
1. f(z) est une fonction holomorphe dans tout le domaine U qui ne contient

pas de points de la courbe Sr. Par exemple, f est holomorphe dans le disque
ouvert Br(0).
Pour le vérifier il suffit de représenter la formule 2.2 comme

f(z) =
1
2π

∮
Sr

u0(ζ)
2dζ
ζ − z

− 1
2π

∮
Sr

u0(ζ)
ζ

dζ. (19)

La premiére intégrale dans (19) est une intégrale du type Cauchy, le second
terme est une constante.

2. Soit z ∈ Br(0), u0(ζ) ≡ 1 alors

f(z) =
1
2π

∮
Sr

2dζ
ζ − z

− 1
2π

∮
Sr

dζ

ζ
= 2− 1 = 1. (20)

3. Soit f = u + iv et z = |z| exp(iθ) ∈ Br(0). On peut calculer (en utilisant
(2.2)) la valeur de u(|z| exp(iθ)) :

<f(z) = < 1
2π

∫ 2π

0

u0(r exp(it))
r exp(it) + |z| exp(iθ)
r exp(it)− |z| exp(iθ

dt =

< 1
2π

∫ 2π

0

u0(r exp(it))
(r exp(it) + |z| exp(iθ))(r exp(−it)− |z| exp(−iθ))
(r exp(it)− |z| exp(iθ))(r exp(−it)− |z| exp(−iθ))

dt =

< 1
2π

∫ 2π

0

u0(r exp(it))
r2 − |z|2 + r|z|(exp(i(θ − t)− exp(−i(θ − t))
r2 + |z|2 − r|z|(exp(i(t− θ) + exp(−i(t− θ)

dt =

< 1
2π

∫ 2π

0

u0(r exp(it))
r2 − |z|2 + 2ir|z| sin(θ − t)
r2 + |z|2 − 2ir|z| cos(t− θ)

dt =

1
2π

∫ 2π

0

u0(r exp(it))
r2 − |z|2

r2 + |z|2 − 2r|z| cos(t− θ)
dt = u(|z| exp(iθ)).

Nous reconnaître dans cette formule une version de la formule (16).
4. On utilise la propriete 2 et obtient ∀z = |z| exp(iθ) ∈ Br(0) :

1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z|2

r2 + |z|2 − 2r|z| cos(t− θ)
dt = 1. (21)

La fonction u(|z|, θ) = <f est bien définie et continue dans Br(0).
En fait, elle est aussi continue dans l’adhérence B̄r(0), et plus précisement, on
peut démontrer le

Théorème 2.12. La fonction u0(r, t) est une limite uniforme de la fonction
u(|z|, θ) lorsque z = |z| exp(iθ) → ζ = r exp(it) le long de tout chemin apparte-
nant à Br(0).

Démonstration : On considère une fonction F (z, ζ) : C → R telle que

ζ = r exp(it), z = |z| exp(iθ), 0 ≤ |z| < r, 0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ t < 2π.

Soit :
1. F (z, ζ) continue et non-negative ;
2.

1
2π

∫ 2π

0

F (z, ζ)dt = 1, ∀z;

3. F (z, ζ)−→→0 lorsque z → ζ0, ζ0 = r exp(it0) ∈ Sr et ζ 6= ζ0 uniformement par
ζ.

Alors ∀u : C → R, où u(ζ) est continue par morceaux et n’ayant que des points
de discontinuité de première espèce, pour tout point de continuité ζ0 la limite

lim
ζ→ζ0

1
2π

∫ 2π

0

u(ζ)F (z, ζ)dt = u(ζ0). (22)

Pour vérifier cette assertion on remarque que (en vue de 2)

u(ζ0) =
1
2π

∫ 2π

0

u(ζ0)F (z, ζ)dt. (23)
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La fonction u est continue en ζ0 et l’accroissement

∆ =
1
2π

∫ 2π

0

(u(ζ)− u(ζ0))F (z, ζ)dt

se développe comme

∆ = I1+I2 =
1
2π

∫
|t−t0|<2δ

(u(ζ)−u(ζ0))F (z, ζ)dt+
1
2π

∫
|t−t0|>2δ

(u(ζ)−u(ζ0))F (z, ζ)dt,

où I1 et I2 se calculent le long des morceaux des arcs du sercle Sr avec les
arguments satisfaisant les conditions correspondantes : |t−t0| < 2δ et |t−t0| > 2δ.
Maintenant, ∀ε > 0 il existe un tel nombre δ > 0 tel que la condition |t− t0| < 2δ
implique |u(ζ)− u(ζ0)| < ε alors

|I1| ≤
1
2π

∫
|t−t0|<2δ

|u(ζ)− u(ζ0)|F (z, ζ)dt <
ε

2π

∫
0

2πF (z, ζ)dt = ε.

Soit |θ− t0| < δ alors si |t− t0| > 2δ on a |θ− t| > δ et (en vue de 3) il existe un
tel nombre ρ < r tel que pour |z| > r − ρ on a F (z, ζ) < ε.
Alors pour tout z tel que |θ − t0| < δ et |z| > r − ρ on obtient

| 1
2π

∫
|t−t0|>2δ

(u(ζ)− u(ζ0))F (z, ζ)dt| < ε

2π
2M(2π − 2δ) < 2Mε,

où M = supζ∈Sr
|u(ζ)|, donc, |∆| < (1 + 2M)ε

Mais ε est arbitraire et puis

lim
ζ→ζ0

1
2π

∫ 2π

0

u(ζ)F (z, ζ)dt = u(ζ0).

Si on prend F (z, ζ) = r2−|z|2
r2+|z|2−2r|z| cos(θ−t) , u(ζ) = u0(ζ) on obtient le théorème.

2.6 Réciproque du théorème du maximum

Nous proposons ici un argument qui affirme que les propriétés des fonctions for-
malisées dans le théoreme du maximum caractérisent toute fonction holomorhes.

Théorème 2.13. Soit B̄1(0) le disque unité fermé, S1 = ∂B1(0) son sercle
unitaire et C(B1(0); C) - l’ensemble de fonctions complexes continues telles que
1 ∈ C(B̄1(0); C) et si f ∈ C(B̄1(0); C) on a id(f) est aussi une fonction de
C(B̄1(0); C) où id : z → z est la fonction identité. Si encore

||f ||B1(0) = ||f ||S1 (24)

alors toute fonction f ∈ C(B̄1(0); C) est holomorphe dans B1(0).

Démonstration : Les conditions que 1 ∈ C(B̄1(0); C) et que id(f) ∈ C(B̄1(0); C)
si f ∈ C(B̄1(0); C) garantissent que C(B̄1(0); C) contient les polynômes. La
condition (24) nous assure (avec les théorèmes de Riesz et de Hahn-Banach)
qu’il existe une mesure positive µz (pour chaque z ∈ B1(0)) tel que

f(z) =
∮

S1

fdµz (25)

pour f ∈ C(B̄1(0); C).
Soit f(z) = fn(z) = zn, n = 0, 1, 2 . . ., alors grace (25) on obtient

zn = |z|n exp(−iθ) =
∮

S1

fndµz.

Mais f−n = f̄n sur S1 alors

|z||n| exp(−inθ) =
∮

S1

fndµz, (n = 0,±1,±2, ...).

Cette intégrale est réelle et la série réelle suivante
∞∑
−∞

|z||n| exp(in(θ − t)), t− réel, (26)

est convergente (elle est majorée par la série
∑

n |z||n| et |z| < 1.
Pour calculer sa somme il suffit d’observer que (26) est la partie réelle de la série

1 + 2
∞∑
1

zn exp(−int) =
exp(it) + z

exp(it)− z

d’où (après (6))
∞∑
−∞

|z||n| exp(in(θ−t) = P (ξ, z) = P (θ−t) =
1− |z|2

1− 2|z| cos(θ − t) + |z|2
, ξ = exp(iθ) ∈ S1.

On a : ∫ 2π

0

P (θ − t) exp(int)dt = |z||n| exp(inθ), n = 0,±1,±2, ...

et puis ∫ 2π

0

P (θ − t)f(exp(int))dt =
∮

S1

fdµz

pour tout polynôme trigonométrique f et donc pour toute f ∈ C(S1).
La formule de Poisson (23)avec (2) et (21) nous assure que pour tout z =
|z| exp(iθ) toute f ∈ C(B̄1(0); C) s’écrit comme

f(z) =
1
2π

∫ 2π

0

1− |z|2

1− 2|z| cos(θ − t) + |z|2
f(exp(it)dt
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et donc est une fonction harmonique (comme prolongation unique d’une fonction
harmonique donnée par sa partie réelle).
Montrons que f est, en fait, holomorphe dans B̄1(0). Soit id(z) = la fonction
définie au-dessus. Si f ∈ C(B̄1(0),C la composée f◦id est aussi dans cet ensemble
et puis elle est harmonique ∆(f ◦ id) = 0. Alors , le règle de Leibniz pour f ◦ id
montrer que

0 = ∆(f ◦ id) = f∆(id) + id∆(f) + ∂f∂̄id+ ∂id∂̄f = 0 + 0 + ∂f · 0 + ∂̄f .

C.q.f.d.

3 Prolongement analytique

3.1 Prolongement le long d’une courbe

3.1.1 Prolongement analytique : la notion générale.

Définition 3.1. Le prolongement analytique d’une fonction f définie sur un
ensemble X ⊂ C s’appelle une fonction f̃ définie sur un domaine D tel que
X ⊂ D et f̃ |X = f .

3.1.2 Notion d’un élément canonique.

Grosso modo, un élément canonique est un couple (Br(z0), f) composé d’un
disque ouvert Br(z0) : {|z − z0| < r} et d’une fonction f telle que le disque
Br(z0) est le plus grand disque où f est holomorphe à l’intéreur.
Un élément canonique se note par F = (Br(z0), f) avec la terminologie suivante :
z0 est le centre de l’élément F , la valeur f(z), z ∈ Br(z0) s’appelle valeur de F
en z.
Nous appellons F un élément (dit parfois non canonique) si le disque Br(z0)
n’est pas maximal d’holomorphie de f .
Soient F = (Br(z0), f) et G = (B′r(z

′
0, g) deux éléments tels que

Br(z0)
⋂
B′r(z

′
0) 6= ∅. On dit que F et G sont le prolongement analityque l’un

de l’autre si f ≡ g sur Br(z0)
⋂
B′r(z

′
0).

Définition 3.2. Soient Fα = (Brα(z0,α), α = 1, . . . , n des éléments. On dit que
Fα est une chaîne (ou Fα sont enchaînés) si Fα+1 et Fα sont le prolongement
analytique l’un de l’autre, α = 1, . . . , n− 1.

Cette définition donne une motivation de la notion d’un prolongement analytique
entre deux éléments F et G :

Définition 3.3. L’élément G = (B′r(r
′
0), g) est un prolongement analytique de

l’élément F = (Br(z0), f) s’il existe une chaîne finie Fα, α = 1, . . . , n telle que
F1 = F, f1 = f et Fn = G, fn = g.

3.1.3 Prolongement le long d’un chemin.

Soit γ : [a, b] → C un chemin continu tel que γ(a) = z0,0 pour le centre z0,0 d’un
élément canonique F0 = (Br0(z0,0), f0).

Définition 3.4. L’élément canonique F0 = (Br0(z0,0), f0) est prololongeable le
long du chemin γ s’il existe une famille d’éléments

Ft = (Brt
(z0,t), ft), z0,t = γ(t), rt 6= 0, t ∈ [a, b],
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telle que ∀ε > 0 et quelque soit t0 ∈ [a, b], γ(t0) = z0,t0 ∈ Brt0
d’un élément Ft0

de cette famille la condition suivante est satisfaite : ∀t ∈ (t0 − ε, t0 + ε) tel que
γ(t) ∈ Brt0

les éléments Ft et Ft0 sont les prolongements analytiques l’un de
l’autre.

Remarque 8. Il faut noter dans cette définition que ε > 0 soit petit : Ft et Ft0

sont les prolongements l’un de l’autre pour seuls t "proches" de t0.

Si un élément F0 = (Br0(z0,0), f0) est prololongeable le long de γ on dit que l’élé-
ment F1 = (Br1(z0,1), f1) tel que γ(b) = z0,1 provient de F0 par le prolongement
analytique le long de γ.
Nous avons besoin de démontrer que cette définition est correcte, c’est-à-dire que
le prolongement analytique de F0(l’élément F1) ne dépend pas du choix de la
famille Ft. Pour cela on prend la convention suivante : deux éléments canoniques
F = (Br(z0), f et F ′ = (B′r(z

′
0), f

′ sont égaux (F = F ′) si r = r′, z0 = z′0 et
f ≡ f ′ dans le disque.

Théorème 3.1. Le prolongement analytique d’un élément canonique F le long
d’un chemin γ est bien défini (ne dépend pas du choix de la famille Ft).

Démonstration : Soit Gt une autre famille du prolongement le long du γ telle que
F = F0 = G0 (γ(a) = z0,0 est le centre commun. Soit I ⊂ [a, b] : Ft = Gt|t ∈ I.
Cet ensemble n’est pas vide car a ∈ I. C’est un ouvert dans [a, b] : soit t0 ∈ I
tel que Ft0 = Gt0 . Pour un petit ε > 0 et quelque soit t de ε−voisinage de t0
le point γ(t) ∈ Brt0

(z0,t0)− le disque commun de Ft0 = Gt0 . Selon la définition
3.3 les élément Ft et Gt sont les prolongements analytiques l’un de l’autre des
éléments Ft0 = Gt0 pour t de t de ε−voisinage de t0 et puis sont confondus. Donc
ε−voisinage de t0 ⊂ I.
De l’autre côté, I est fermé : si t0 ∈ [a, b] est un point d’accumulation (Chapitre
1, (1.13) de I on considère un tel ε−voisinage de t0 que ∀t de ce voisinage les
points γ(t) ∈W0, où W0 dénote le plus petit disque de convergence des éléments
Ft0 et Gt0 . Il existe un point t1 du voisinage que Ft1 = Gt1 . Les éléments Ft0 et
Gt0 sont les prolongements analytiques de l’un de l’autre de deux éléments égaux
Ft1 = Gt1 lorsque γ(t1) ∈W0. Alors, on obtient que ft0 ≡ gt0 dans W0 ∩W1, où
W1 est le disque de convergence de Ft1 et Gt1 . Le théorème d’unicité (Chapitre
1, ??) montre que ft0 ≡ gt0 partout dans W0 et par conséquent Ft0 ≡ Gt0 , donc
t0 ∈ I et I est à la fois fermè et ouvert. Alors I = [a, b] et F1 = G1.
On se pose la question suivante : comment les notions d’un prolongement ana-
lytique le long d’un chemin γ et d’un prolongement anlytique d’éléments d’une
chaine Fα sont liés ? Nous utilisons le fait suivant :

Lemme 3.2. Soit R(t) le rayon d’un élément F1 d’une famille d’éléments réa-
lisant le prolongement analytique le long d’un chemin γ tel que tout disque de
convergence Brt a du rayon fini. Alors R(t) est continue sur [a, b].

Preuve : Soit t0 ∈ I = [a, b] un point quelconque et U0 ⊂ I un tel voisinage
de t0 que ∀t ∈ U0 les élément Ft et Ft0 sont les prolongement analytique l’un
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de l’autre. Alors leurs disques de convergence ne peuvent appartenir proprement
l’un à l’autre. Par exemple, si Brt ⊂ Brt0

(proprement), alors ft est holomorphe
dans un disque B(γ(t)) du rayon plus grand que le rayon de Brt . C’est-à-dire
que rt n’est pas le rayon d’un disque de convergence. Donc, les cercles ∂Brt0

et
∂Brt

doivent avoir au moins un point commun γ tel que les triples γ(t0), γ(t), γ
est l’ensemble des sommets d’un triange (qui dégénère en segments, si Brt

est
tangent intérieurement à la frontiere ∂Bt0). L’inégalité du triangle nous dit que :

|R(t)−R(t0)| < |γ(t)− γ(t0)|.

Mais l’application γ(t) est continue sur I d’où le résultat.
Maintenant on peut démontrer le théorème de coïncidence :

Théorème 3.3. Soit G le prolongement analytique de F le long d’un chemin γ,
alors il est un prolongement analytique au sens de la définition (3.3).

Démonstration : Soit Ft, t ∈ I une famille d’éléments réalisant le prolongement
le long de γ. Si le rayon de convergence R(t) = ∞ le théorème est trivial. On
suppose que le rayon est fini, et par le lemme (3.2) est continue sur I. Il existe
un nombre positif ε > 0 tel que R(t) ≥ ε, ∀t ∈ I.
Car la fonction γ est uniformement continue sur I on peut choisir une partition
finie des points tα : a = t0 < t1 < . . . < tn = b tels que ∀α ∈ (1, . . . , n) et pour
tout t′, t′′ ∈ [tα−1, tα] l’on ait

|γ(t′)− γ(t′′)| < ε.

De la définition de (3.4) les éléments Fα = Ftα sont les prolongements analytiques
l’un de l’autre à Fα−1 = Ftα−1 , α = 1, . . . , n.
Mais F0 = F et Fα = G et donc G est un prolongement analytique de F au sens
de (3.3).

3.1.4 Théorème de monodromie

Soient I = [0, 1], I2 = I × I et φ : I2 7→ U ⊂ C- l’homotopie entre la courbe
γ1 et la courbe γ2, de mêmes sources et de mêmes “cibles”. Leur “paramètrage”
est donnée par γ1 : I 7→ U et γ2 : I 7→ U . Alors , on a : φ(0, s) = γ1(0) =
γ2(0), φ(1, s) = γ1(1) = γ2(1), ∀s ∈ I.

Théorème 3.4. Soient γ1 ≡ γ2 dans la classe des courbes aux éxtremités com-
munes et F -un élément qui admet un prolongement analytique le long de toute
courbe γs : s → φ(s, t), t ∈ I, où φ est l’homotopie entre γ1 et γ2. Alors les
prolongements de F le long des chemins γ1 et γ2 sont confondus.

Démonstration : Soit Gt(s) la famille des éléments réalisant le prolongement
analytique de F le long du chemin γs et ce prolongement nous le désignons par
G(s) ≡ G1(s).
Soit E := {s ∈ I|G(s) = G(0)}. L’ensemble E n’est pas vide car s = 0 ∈ E.
Soit s0 ∈ E. Le lemme (3.2) montre qu’il existe un nombre positif ε > 0, que les

rayons R(t) de la famille Ft(s0), t ∈ I réalisant le prolongement le long de γs

satisfont à la condition R(t) ≥ ε, t ∈ I.
L’homotopie φ : I2 → U est une application uniformement continue sur le com-
pact I2 et puisque il existe un voisinage Os0 ⊂ I tel que

|φ(s, t)− φ(s0, t)| <
ε

2
, ∀s ∈ Os0 . (27)

Choisissons des points tα ∈ I, α = 0, 1, . . . , n de telle maniére que les valeurs
φ0

alpha := φ(s0, tα) satisfonts à l’inégalité

|φ0
α − φ0

α−1| <
ε

2
(28)

et les éléments Ftα
(s0) et Ftα−1(s0) soient les prolongements analytiques l’un de

l’autre.
Désignons la valeur φ(s, tα par φs

α et obsérvons que (grace à (27) et (28)) on a :

|φs
α − φ0

α−1| ≤ |φs
α − φ0

α|+ |φ0
α − φ0

α−1| < ε. (29)

Il est évident que les éléments Ft1(s) et Ft1(s0) sont des prolongements ana-
lytiques l’un de l’autre (parce que Ft0(s0) et Ft1(s) sont des prolongements
analytiques l’un de l’autre grace à (29) ainsi que Ft0(s0) et Ft1(s0) sont des
prolongements analytiques l’un de l’autre et, de plus, tous les trois éléments
Ft0(s0), Ft1(s0), Ft1(s) ont l’intérsection non-vide).
On déduit par analogie que les éléments Ft2(s) et Ft2(s0) sont des prolongations
analytiques l’un de l’autre etc. Finalement, Ftn

(s) et Ftn
(s0) sont des prolon-

gations analytiques l’un de l’autre et, de plus, ils ont le même centre et, par
conséquente, coïcident : Ftn(s) = G(s) = Ftn(s0) = G(s0). Alors, Os0 ⊂ E et E
est un ouvert.
Soit s0 un point d’accumulation de E et Os0- le voisinage du point comme au-
dessus. Il existe un point s ∈ Os0 tel que le prolongement de l’élément F le long de
γs existe et est égal à G(s) = G(0). Réitérant, on obtient que les prolongements
analytiques le long γs et le long γ0 sont égaux au même élément G(s0) = G(s) =
G(0) et alors, s0 ∈ E, c’est-à-dire, E est fermé. Donc, E = I et en particulier,
G(1) = G(0) c.q.f.d.

Théorème 3.5. Si un élément F admet un prolongement analytique le long d’un
chemin quelconque dans un domaine simplement connexe U (partant du centre
de F ), son prolongement ne dépend que d’extrémités de ce chemin et définit une
fonction holomorphe dans U

Démonstration : Soient γ1 et γ2 deux chemins d’extrémités communes dans le
domaine simplement connexe U . Alors, (en vue de (Chapitre 1,1.6)), ils sont
homotopes dans U. Supposons que le centre de l’élément F est le point “source”
commun de γ1 et γ2 et que l’autre extrémité commune est un point z ∈ U
quelconque. Le théorème 3.4 montre que des prolongements analytiques le long
de γ1 et de γ2 sont confondus. La valeur de ces prolongements au point z définit
une fonction analytique (holomorphe) dans U c.q.f.d.
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3.2 Principes de prolongement analytique
3.2.1 Rappel : Chemins et courbes de Jordan

Dans la suite nous aurons besoin d’imposer des conditions supplémentaires aux
chemins et courbes envisagés.

Définition 3.5. Un chemin γ : [] 7→ C̄ est un chemin de Jordan si l’application
γ est continue et bijective.

Rappellons que deux chemins γ1 : [a1, b1] 7→ C̄ et γ2 : [a2, b2] 7→ C̄ sont équi-
valents s’il existe une fonction τ : [a1, b1] 7→ [a2, b2] telle que : τ est continue et
strictement croissante surjective et

γ1(t) = γ2([τ(t)]), ∀t ∈ [a1, b1].

Il est évident que c’est une relation d’équivalence. Quand nous parlons d’une
courbe, il s’agit d’une classe de chemins équivalents.
Soit γ une courbe de Jordan fermée lisse.

Définition 3.6. Le nombre positif δ0 s’appelle le rayon standard de γ si tout
circle du rayon δ < δ0 centré dans tous points de γ coupe la courbe exactement
en deux points.

3.2.2 Principe de continuité

Nous étudions des questions pratiques de construction d’un prolongement ana-
lytique. Le premiér principe utile est formalisé dans le résultat suivant qu’il
s’appelle Principe de continuité :

Théorème 3.6. Soient deux domaines U1, U2 tels que U1

⋂
U2 = ∅. Soit sa

frontiére commune contient un morceau (fermé où non) d’une courbe de Jordan
lisse γ0. Alors, si une fonction f1 (resp. f2) est analytique dans U1 (resp. U2) et
f1,2 sont continues jusqu’au γ0 et

f1(z) = f2(z), ∀z ∈ γ0,

alors la fonction

f(z) =

 f1(z) si z ∈ U1,
f2(z) si z ∈ U2,
f1(z) = f2(z) si z ∈ γ0

est analytique dans le domaine U = U1

⋃
U2 ∩ γ.

Démonstration :Soit Bδ(z0) ⊂ U le disque du centre z0 ∈ γ0, où z0 est un point
de la courbe γ0 quelconque. On suppose que δ < δ0 où δ0 est le rayon standard
(3.6) de cette courbe γ0.
Considérons l’intégrale du type Cauchy :

F (z) =
1
2π

∮
Sδ0

f(ζ)dζ
ζ − z

. (30)

Cette intégrale est une fonction analytique en voisinage de Bδ(z0).
Ensuite, soient γ1 = ∂U ′, où U ′ = U1

⋂
Bδ(z0) et γ2 = ∂U ′′, où U ′′ =

U2

⋂
Bδ(z0). On a (par définition de f) :

F (z) =
1
2π

∫
Γ1

f1(ζ)dζ
ζ − z

+
1
2π

∫
Γ2

f2(ζ)dζ
ζ − z

,

où Γi(γi, γ
−
i ), i = 1, 2 et γ− le chemin γ d’orientation opposée.

En utilisant le théorème et la formule de Cauchy, on obtient :

1
2π

∫
Γ1

f1(ζ)dζ
ζ − z

=
{
f1(z) si z ∈ U′

0 si z ∈ U′′,

et
1
2π

∫
Γ2

f2(ζ)dζ
ζ − z

=
{

0 si z ∈ U′

f2 si z ∈ U′′,

d’où on a ∀z ∈ Bδ(z0), F (z) = f(z) c.q.f.d.

3.2.3 Rappel : Points symétriques par rapport à un cercle

Définition 3.7. On dit que des points z et z∗ de C sont symétriques par rapport
à un cercle Sr(z0) = |z − z0| = r si

Arg(z∗ − z0) = Arg(z − z0), et|z − z0||z∗ − z0| = r2

Autrement dit, il sont situés sur un même rayon de sommet z0 de telle sorte que
le produit de leurs distances à z0 est égal à r2.
Géométriquement, on obtient que tout cercle SR de C̄ passant par ces point est
orthogonal à Sr(z0).
Rappellons aussi que l’application ı : C̄ 7→ C̄ telle que ı(z) = z∗ s’appelle symétrie
par rapport à Sr ou inversion.
La formule simple reliant des points symétriques se résulte de la définition (3.7) :

z∗ − z0 =
r2

z − z0
. (31)

3.2.4 Principe de symétrie de Riemann-Schwarz

Théorème 3.7. Soit la frontiére ∂U d’un domaine U contient un arc d’un
cercle γ et ne contient pas du même coup deux points symétriques par rapport
à γ. Ensuite, soit f analytique dans U , continue jusqu’au γ et admet sur γ des
valeurs réelles. Alors il existe un prolongement F analytique de f vers le domaine
U∗, symétrique à U par rapport à γ tel que ces valeurs F (z∗) en tout point z∗,
symètrique par rapport à z, sont conjugués à f(z).
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Démonstration : Sans perte de généralité on suppose que γ est un segment de
l’axe réel et U situé en demi-plan supérieur (c’est toujours possible d’obtenir par
une transformation homographique (44)). Soit z∗ un point du domaine U∗. On
va définir un point z ∈ U par la loi z = z̄∗ et une fonction f∗ sur U∗ par la
formule :

f∗(z∗) = f̄(z) = f̄(z̄∗).

Alors on peut calculer l’accroissement ∆f∗ comme

∆f∗ = f∗(z∗ + ∆z∗)− f∗(z∗) = f̄(z + ∆z)− f̄(z) = (f(z + ∆z)− f(z)).

En passant à la limite

lim
∆z∗→0

f∗(z∗ + ∆z∗)− f∗(z∗)
∆z∗

= lim
∆z→0

(
(z + ∆z)− f(z)

∆z
),

on obtient que la fonction f∗ est dérivable dans U∗ et (f∗)′ = ¯f ′(z).
La fonction f∗ est analytique dans U∗ et, en ajoutant sa valeur sur γ comme
f∗(x) = f(x), elle est continue dans U∗

⋃
γ.

Maintenant, F résulté de f et de f∗ par le Principe de Continuité (3.6).

4 Zéros des fonctions holomorphes

4.1 Produits infinis

4.1.1 Notion de produit infini.

Etant donné une suite complexe {un}n∈N considérons le produit de n facteurs
numériques non-nuls :

Pn = (1 + u1)(1 + u2) . . . (1 + un) =
n∏

k=1

(1 + uk),

qui s’appélle le produit partiel. Par récurrence, Pn+1 = (n + 1)Pn. On obtient
une suite Pnn∈N de nombres complexes non-nuls.

Définition 4.1. S’il existe une limite P = limn→∞ Pn = limn→∞
∏n

k=1(1 + uk)
elle s’appelle le produit infini et se note P =

∏∞
k=1(1 + uk).

On dit que le produit infini
∏∞

k=1(1 + uk) est convergent si la limite 4.1 est
une valeur finie non nulle. Sinon, si limn→∞ Pn = 0 ou la suite {Pn}n∈N est
divergente, le produit infini

∏∞
k=1(1 + uk) est dit divergent.

Exemple 5. Soit uk = 1
k(k+2) . Le produit infini

∏∞
k=1[1 + 1

k(k+2) ] est convergent
parce que

Pn =
n∏

k=1

[1 +
1

k(k + 2)
] =

n∏
k=1

(k + 1)2

k(k + 2)
= 2

n+ 1
n+ 2

.

Alors, on a la valeur de la limite P = limn→∞ Pn = limn→∞ 2n+1
n+2 = 2 et le

produit infini est convergent.
D’autre côté, le produit infini

∏
k=1(1+ 1−k

k ) est divergent car son produit partiel

Pn =
n∏

k=1

1
k

=
1
n!

et sa limite P = limn→∞
1
n! = 0.

4.1.2 Critère de convergence.

Le produit infini
∏∞

k=1(1 + uk) converge vers le nombre complexe non nul P si,
quel que soit le petit nombre ε > 0, il existe un nombre N = N(ε) tel que pour
tout n ≥ N on a | P

Pn
− 1| < ε.

En effet, si le produit
∏∞

k=1(1 + uk) converge vers P, P 6= 0 alors P
Pn

tend vers
1 lorsque n→∞ parce que

lim
n→∞

P

Pn
=

P

limn→∞ Pn
=
P

P
= 1, (P 6= 0).

Inversement, si limn→∞
P
Pn

= 1, alors
∏n

k=1(1 + uk) converge vers le nombre P.
Une condition necessaire de la convergence est donnée par le théorème suivant :
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Théorème 4.1. Si le produit infini
∏∞

k=1(1 + uk) est convergent, alors
limk→∞ uk = 0.

Voici l’argument :Pn−1 =
∏n−1

k=1 et Pn

Pn−1
= 1 + un et un = Pn

Pn−1
− 1. Si, mainte-

nant, limn→∞ Pn = limn→∞ Pn−1 = P, P 6= 0,, alors

lim
n→∞

un = lim
n→∞

Pn

Pn−1
− 1 = 0,

c.q.f.d.
Un autre critère de convergence est donné par la

Proposition 4.2. Soit log la détermination principale du logarithme. Pour n
assez grand log(1 + un) existe. S’il existe N tel que la série

∑∞
n=N log(1 + un)

est convergente, le produit infini
∏∞

k=1(1 + uk) est convergent.

La démonstration est directe : on a pour tout n ≥ N :

n∏
k=N

(1 + uk) = exp(
n∑

k=N

log(1 + uk)).

Donc
∏n

k=N (1 + uk) a une limite de forme exp(...), et, se trouve, non nulle.

Remarque 9. La réciproque de la proposition est aussi exacte.

4.1.3 Convergence absolue et convergence faible

Définition 4.2. On dit que le produit infini
∏∞

k=1(1 + uk) est absolument
convergent si la série

∑∞
k=1 uk est absolument convergente.

L’assertion suivante est immediate : chaque produit infini absolument convergent
est convergent.

Définition 4.3. Un produit infini
∏∞

k=1(1 + uk) est faiblement convergent s’il
est convergent mais le produit infini

∏∞
k=1(1 + |uk|) est divergent.

Exemple 6. Soit
∏∞

k=1[1 + (−1)k+1 1
k ]. Alors il est faiblement convergent, car

Pn =
n+ 1
n

, si n est impair et Pn = 1, si n est pair

d’où limn→∞ Pn = 1 et le produit est convergent.
De l’autre côté, la série

∑∞
k=1 |uk| =

∑∞
k=1

1
k est divergente. Donc, le produit

infini n’est pas absolument convergent.

La condition suffisante est un résultat de la discussion précédente :

Théorème 4.3. Soit le produit
∏∞

k=1(1+uk) de facteurs positifs (uk > −1, k =
1, 2, . . .) Alors, ce produit est convergent si la série

∑∞
k=1 log(1 + uk) est conver-

gente et, vice-versa, le produit est divergent si la série logarithme est divergente.

Soit S la somme de la série logarithmique
∑∞

k=1 log(1 + uk) alors la valeur P
du produit infini

∏∞
k=1(1 + uk) est égale P = exp(S). En effet, pour une somme

partielle Sn et pour le produit partiel Pn on obtient facilement Sn = log(Pn)
d’où Pn = exp(Sn). Par continuité de la fonction exponetielle et de la fonction
logarithmique on a limn→∞ Sn = S et aussi limn→∞ Pn = exp(S) c.q.f.d.

4.1.4 Produits infinis de fonctions holomorphes.

Soit {an(z)}n∈N une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert U. Posons
an(z) = 1 + un(z), Pn(z) =

∏n
k=1 ak(z). Ainsi les fonctions uk(z) et les Pn(z)

sont aussi des fonctions holomorphes dans U.
Considérons le produit infini fonctionnel

∏∞
n=1 an(z). On peut comprendre sa

convergence simple (ou point par point). On définit une fonction a en posant
pour z ∈ U :

a(z) =
∞∏

n=1

an(z).

Théorème 4.4. On suppose que pour tout compact K b U il existe un nombre
naturel N tel que :
(1) log an(z) existe pour tout n ≥ N et pour tout z ∈ K;
(2) la série

∑∞
n=N log an(z) converge uniformément sur K.

Alors, la fonction a(z) est holomorphe dans U et la série de fonctions méro-
morphes

∑∞
n=1

a′n
an

converge uniformèment sur tout compact vers a′

a

Démontrons le théorème. Soit D un disque ouvert dont l’adhérence D̄ ⊂ U. Il
existe un nombre N tel que la série logarithmique

∑∞
n=1 log an(z) existe et de

converge uniformément dans D̄ et, par consequente, dans D. Car log est une
fonction continue la suite des facteurs tronqués

∏n
k=N ak(z) est aussi uniformé-

ment convergente dans D. Soit f(z) =
∑∞

n=N log an(z) la fonction holomorphe
correspondante dans D. Nous pouvons re-écrire la fonction a(z) comme

a(z) = (
N−1∏
n=1

an(z)) exp f(z)

pour tout z ∈ D, d’où
a′

a
= (

N−1∑
k=1

a′k
ak

) + f ′(z)

or, uniformément sur tout compact K b D

f ′(z) =
∞∑

k=N

a′k
ak

et donc a′

a =
∑∞

k=1
a′k
ak

uniformément sur tout compact K b D, d’où le résultat
sur U (en faisant variation par D).
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4.1.5 Convergence normale.

Définition 4.4. Le produit infini
∏∞

k=1(1 + uk(z)) converge normalement sur
tout compact si la série

∑∞
k=1 uk(z) converge normalement sur tout compact.

La convergence normale implique ainsi que le produit
∏∞

k=1(1 + uk(z)) est
absolument convergent. Pour un produit normalement convergent les condi-
tions du théorème (4.4) sont remplies. En effet, on a pour un compact K b
U : limn→∞ un(z) = 0 et ceci uniformément sur K. Alors, il existe un tel
nombre naturel N que |un(z)| < 1 pour tout n > N, ∀z ∈ K. Le logarithme
log(1 + un(z)) existe sur K pour tout n ≥ N . Car limx→0

log(1+x)
x = 1 la série∑∞

k=N log(1+uk(z)) est normalement convergente sur K, alors est uniformèment
convergente. Ceci implique la

Proposition 4.5. Soit {un(z)}n∈N une suite de fonctions holomorphes dans un
ouvert U, telle que le produit infini

∏∞
k=1(1 + uk(z)) converge normalement sur

tout compact. Alors le produit définit une fonction a holomorphe dans U et la
série

∑
k=1

u′k
1+uk

converge uniformément sur tout compact vers a′

a .

4.1.6 Rappel : développements classiques. Formules d’Euler

Soit z 6= πn, n ∈ Z L.Euler a démontré la formule magnifique suivante :

cot z =
1
z

+ 2
∞∑

n=1

z

z2 − π2n2
. (32)

Notons Φ(z) = cot z − 1
z . Elle se prolonge par Φ(0) = 0 en utilisant le dévelop-

pement limité

z cos z − sin z = −z
3

3
+ o(z3).

Théorème 4.6. Pour tout z 6= πn, n ∈ Z Φ(z) = 2
∑∞

n=1
z

z2−π2n2 .

Démonstration de la formule d’Euler. Nous utilisons la formule intégrale de Cau-
chy. Introduisons une autre fonction φ(z) telle que

φ(ξ) =
Φ(ξ)
ξ − z

.

C’est une fonction méromorhe avec un pôle simple ξ = z et en tout point ξn =
πn, n ∈ Z, n 6= 0.
Le résidu Resξ=zφ(ξ) = Φ(z) par construction de la fonction φ. Les résidus en
tout point ξn sont :

Resξ=ξnφ(ξ) = lim
ξ→πn

ξ − πn
ξ − z

Φ(ξ) =
1

πn− z
.

rRnr−Rn

x
-

y6

O

γn
-

?

�

6

Fig. 3 –

Soit Rn = πn+ π
2 . En choisissant le contour γn = ∂Γn où

Γn = {z| −Rn ≤ <z,=z ≤ Rn}

avec l’oréntation positive, on a (pour tout z : |z| < Rn) :

1
2πi

∮
γn

φ(ξ)dξ = Resξ=zφ(ξ) +
∑

ξ=ξn∈Γn

Res φ(ξ) =

= Φ(z) +
n∑

k=−n, k 6=0

1
πk − z

= Φ(z)− 2
n∑

k=1

z

z2 − π2k2
.

Le résultat est atteint en vue du

Lemme 4.7. ∣∣∣∣∮
γn

φ(ξ)dξ
∣∣∣∣→ 0

lorsque n→ +∞.

Preuve : Quand Φ(0) = 0 on a ∮
γn

Φ(ξ)
ξ

dξ = 0,

d’où

1
2πi

∮
γn

Φ(ξ)
ξ − z

dξ =
1

2πi

∮
γn

[
Φ(ξ)
ξ − z

− Φ(ξ)
ξ

]
dξ =

1
2πi

∮
γn

zΦ(ξ)
ξ(ξ − z)

dξ.

Un résultat téchnique (voir TD4) montre que

|Φ(ξ)| ≤ (R−1
n + coth(

π

2
) < 1 + coth(

π

2
) = C,
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alors ∣∣∣∣ 1
2πi

∮
γn

zΦ(ξ)
ξ(ξ − z)

dξ

∣∣∣∣ ≤ C|z|
Rn − |z|

et

lim
n→+∞

C|z|
Rn − |z|

= 0

pour tout z fixé.

Remarque 10. On peut re-écrire la formule (4.6) en observant que

Φ(z) =
∞∑

n=1

(
1

z − πn
+

1
z + πn

)
=

∞∑
n=1

(
1

z − πn
− 1
πn

)
+

−1∑
n=−∞

(
1

z − πn
− 1
πn

)
=

=
∞∑

n=−∞n 6=0

(
1

z − πn
− 1
πn

)
(33)

4.1.7 Produit infini et sinus.

On obtient une factorisation de sin z.

Théorème 4.8.

sin z = z
∞∏

k=1

(
1− z2

π2k2

)
(34)

Démonstration : Nous utilisons la proposition (4.5) : la série
∑∞

k=1 uk(z) =∑∞
k=1

z2

π2k2 converge normalement sur tout compact. Notons par a(z) la fonc-

tion correspondante à
∏∞

k=1

(
1− z2

π2k2

)
donc

F (z) := z

∞∏
k=1

(
1− z2

π2k2

)
= za(z)

et (logF (z))′ = 1
z + a′

a , mais (4.5) implique

a′

a
=

∞∑
k=1

u′k
1 + uk

=
∞∑

k=1

2z
z2 − π2k2

,

d’où

(logF (z))′ = cot z = (log sin z)′

et, donc, F (z) = C sin z pour une constante C. Mais nous obtenons, pour z 6= 0,
limz→0

F (z)
z = 1 d’où C ≡ 1. c.q.f.d.

Corollaire 4.1. Formule de Wallis. Soit z = π
2 . On obtient

2
π

=
∞∏

k=1

(
1− 1

4k2

)
et la formule de Wallis :

π

2
=

∞∏
k=1

(2k)2

(2k − 1)(2k + 1)
=

2
1

2
3

4
3

4
5
. . .

2k
2k − 1

2k
2k + 1

.

4.2 Théorèmes de Weierstrass-Mittag-Leffler
Nous rappellons la définition des fonctions entières.

Définition 4.5. On appelle fonction entière une fonction holomorphe dans C̄.

Autrement dit, une fonction entière ne posséde pas de point singulier fini. Consi-
dérons une fonction entière f en voisinage du point singulier isolé z0 = ∞ :

(a) soit z0 = ∞ un faux singularité, alors f ≡ const ;

(b) soit z0 = ∞ un pôle, alors la partie principale g de la série de Laurent de
f en voisinage de z0 est un polynôme, d’où f elle même est un polynôme (la
différence f − g est une fonction entière "régulière" en ∞) ;

(c) soit z0 = ∞ un point singulier essentiel, alors f s’appelle fonction entière
transcendante. Telles sont les fonctions exp z, sin z, cos z.

Théorème 4.9. Soit {an}n∈N une suite de points complexes satisfaisant la
condition limn→∞ an = ∞. Il existe une fonction entière f telle que {an}N est
exactement l’ensemble des zéros de f et l’ordre du zéro de f en point an égal au
"nombre d’entrée" de an comme un terme de la suite {an}N

Démonstration : En remplaçant f par une autre fonction entière f̃ = f
zm , où m

est l’ordre du zéro de f en z = 0, supposons que an 6= 0, ∀n. Nous supposons
aussi que {an}N est rangé dans l’ordre de croissance de leurs modules.
Considérons le produit infini

∏∞
n=1

(
1− z

an

)
avec sa série logarithmique∑∞

n=1 log
(
1− z

an

)
(voir 4.4).

Nous choisissons un nombre fixe q, 0 < q < 1 et soit An = {z : |z| ≤ q|an|} .
Ensuite,

log
(

1− z

an

)
= −

∞∑
n=1

1
n

(
z

an
)n

et pour un nombre naturel N(n) on a :

log
(

1− z

an

)
+

N(n)∑
k=n

1
k

(
z

an
)N(n) = −

∞∑
k=N(n)+1

1
k

(
z

an
)k.
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Soit z ∈ An et log
(
1− z

an

)
est déterminé tel que log 1 = 0. Pour de tels z on

peut majorer (en utilisant la somme de la série géométrique) :∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=N(n)+1

1
k

(
z

an
)k

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ zan

∣∣∣∣N(n)+1 ∞∑
k=0

qk

N(k) + 1 + k
≤ 1

1− q

∣∣∣∣ zan

∣∣∣∣N(n)+1

(35)

Notre choix de N(n) est tel que la série

∞∑
n=1

(
z

an

)N(n)+1

(36)

converge normalement dans tout disque fermé BR(0) (il suffit pour cela de poser
par exemple N = n− 1).
Soit K un compact fixe. Il existe un nombre assez grand L tel que pour tout
n ≥ L K b An. Maintenant, en vue de 35 la série

−
∞∑

n=L

∞∑
k=N(n)+1

1
k

(
z

an
)k =

∞∑
n=L

log
(

1− z

an

)
+

N(n)∑
k=1

1
k

(
z

an

)k


normalement converge sur K alors, grâce à 4.4, le produit infini

∞∏
n=L

(
1− z

an

)
exp

N(n)∑
k=1

1
k

(
z

an

)N(n)


aussi normalement converge sur K et pour cette raison il définit une fonction
fL(z) holomorphe non nulle dans K.
Le produit infini

∞∏
n=1

(
1− z

an

)
exp

N(n)∑
k=1

1
k

(
z

an

)N(n)
 ,

différe de fL par un nombre fini de facteurs, définit sur K une autre fonction
holomorphe f qui s’annule seulement aux points an ∈ K.
Nous avons choisi le compact K arbitrairement. Alors la fonction f est entière
avec ses zéros aux points de {an}N. c.q.f.d.

Corollaire 4.2. Toute fonction entière f(z) admet un développement comme un
produit infini par ses zéros :

f(z) = zm exp(g(z))
∞∏

n=1

(
1− z

an

)
exp

N(n)∑
k=1

1
k

(
z

an

)N(n)
 , (37)

où m est l’ordre du zéro de f en z = 0, g(z) une fonction entière et les nombres
N(n) sont tels que la série 36 normalement converge sur tout compact.

Exemple 7. (sin z "revisé")
La fonction entière sin z possède des zéros simples aux points πnn ∈ Z. La série∑∞

n=1
z2

n2 converge normalement sur tout compact, alors, en choisissantN(n) ≡ 1,
on a :

sin z = z exp(g(z))
∞∏

n=−∞n 6=0

(
1− z

πn

)
exp

( z

πn

)
En intégrant la formule (33) on trouve que g(z) = 0 et que la fonction sin z s’écrit
comme

sin z = z
∞∏

n=−∞n 6=0

(
1− z

πn

)
exp

( z

πn

)
= z

∞∏
n=1

(
1− z2

π2n2

)
.

On peut généraliser cette démonstration pour avoir le théorème de Weierstrass
pour un domaine quelconque D :

Théorème 4.10. Soit {an}N, an ∈ D une suite sans points d’accumulation dans
D. Il existe une fonction f holomorphe dans D telle que {an}N soit exactement
l’ensemble des zéros de f et l’ordre du zéro de f en point an égal au "nombre
d’entrée" de an comme un terme de la suite {an}N.

Démonstration : Nous supposons que ]({an}N) = ∞. On va trouver ∀an ∈ D un
tel point bn ∈ ∂D que la distance ρ(an, ∂D) est minimale :

ρn = ρ(an, bn) = min
b∈∂D

{ρ(an, b) = |an − b|} .

La limite de la suite numérique limn→∞ ρn = 0 et ∀z ∈ {|z − bn| > ρn} on peut
développer

log
(
z − an

z − bn

)
= log

(
1− ρn

z − bn

)
= −

∞∑
k=1

1
k

(
ρn

z − bn

)k

.

Ce développement converge uniformément en z pour ρ(z, bn) > 2ρn et donc on
va choisir un nombre naturel N(n) tel que (voir (35)) :∣∣∣∣∣∣log

z − an

z − bn
−

N(n)∑
k=1

1
k

(
ρn

z − bn

)k
∣∣∣∣∣∣ < 1

2n
.

Le produit infini

∞∏
n=1

(
z − an

z − bn

)
exp

N(n)∑
k=1

1
k

(
ρn

z − bn

)k
 (38)

converge uniformément pour ce choix de N(n) sur tout compact K b D. En effet,
il existe un nombre L pour chaque compact K tel que ρ(z, bn) > 2ρn, ∀n ≥ L et
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z ∈ K. Alors, la série de fonctions holomorphes sur K

∞∑
n=L

log
z − an

z − bn
+

N(n)∑
k=1

1
k

(
ρn

z − bn

)k


converge uniformément sur K ainsi que le produit infini tronqué :

∞∏
n=L

(
z − an

z − bn

)
exp

N(n)∑
k=1

1
k

(
ρn

z − bn

)k


et puis, ils définissent deux fonctions holomorphes sur K réspectivement : fL(z)
et gL(z) telles que fL(z) = exp(gL(z)). Donc, le produit (38) définit une fonction
f(z) holomorphe sur K s’annulant aux points an ∈ K ce que montre le théorème,
puisque K est arbitraire.

4.3 Théorème de Mittag-Leffler
Définition 4.6. On dit qu’une série

∑∞
n=1 gn(z) de fonctions méromorphes est

convergente (resp. uniformément convergente) sur un sous-ensemble M ⊂ C, si
ne que de nombre fini des ses termes a des pôles sur M et la série est conversgente
(resp. uniformément convergente) sur M après d’elimination des ces termes.

Théorème 4.11. Soit bii∈N une suite de points telle que limi→∞ bi = ∞ et
|b1| ≤ |b2| ≤ ..., et

gi(z) =
βi∑

n=1

ci−n

(z − bi)n

une suite des fonctions.
Alors, il existe une fonction méromorphe f avec des pôles dans les points bi et
des parties principales dans gi(z) dans ces points.

Démonstration : Sans pert de généralité, on prend b1 6= 0. La fonction gi(z) est
analytique dans le disque B|bi|(0) = {z ∈ C : |z| < |bi|} et, par conséquent, elle
s’écrit comme une série

gi(z) =
∞∑

k=0

g
(k)(0)
i

k!
zk. (39)

On va fixer q ∈ R tel que 0 < q < 1. Le disque Bj = {z ∈ C : |z| < q|bj |}
est un sous-ensemble compact dans le disque B|bj |(0) et puis la s‘érie (39) est
absolument et uniformément convergente dans Bj . Il existe un tel nombre nj ∈ N
que ∣∣∣∣∣gj(z)−

nj∑
k=0

g
(k)
j (0)
k!

zk

∣∣∣∣∣ < 1
2j
, ∀z ∈ B̄j .

On va noter Pj(z) =
∑nj

k=0

g
(k)
j (0)

k! zk.

Alors

|gj(z)− Pj(z)| <
1
2j
, ∀z ∈ B̄j .

La série
∑

j(gj − Pj) converge uniformément sur tout compact B̄|bj |(0) ⊂ C au
sens (4.6). En effet, il existe un tel nombre naturel N ∈ N tel que ∀K̃ ⊂ C et
∀n ≥ N l’ensemble K̃ ⊂ Kn = {|z| < q|bn|}.
Considèrons la série

∑
j≥N (gj−Pj). Ses terms sont des fonctions analytiques sur

B̃ et ils ont comme une majorante la série géomt́rique
∑

j≥N
1
2j . Alors sa somme

fN (z) est une fonction analytique dans le disque K̃.
Soit f une fonction donnée par

f(z) =
N−1∑
j=1

(gj − Pj) + fN (z).

Cette fonction est analytique dans le disque K̃, sauf les pôles bj , j = 1, . . . , N−1
et ces parties principales dans bj sont gj(z). Le disque K̃ est un compact arbitraire
alors f est méromorphe et admet les pôles donnés bj avec les parties principales
gj c.q.f.d.

Corollaire 4.3. Toute fonction méromorphe f se représente comme la somme
d’une série :

f(z) = h(z) +
∞∑

n=1

(gn(z)− Pn(z)), (40)

convergente uniformément sur tout compact et h est une fonction entière. Les
parties principales des développements de Laurent en voisinage de bn sont les
fonctions gn (les pôles son numérotés selon la croissance des leurs valeurs abso-
lues, b1 6= 0 et Pn sont des polynômes.

it Preuve : On va construire une fonction f0 ( après le théorème 4.11) telle que :

f0(z) =
∞∑

n=1

(gn(z)− Pn(z)),

telle que ses pôles et les partie principales sont les mêmes comme pour f . Alors,
f − f0 = h où h est une fonction entier.

4.4 Fonction gamma d’Euler

Une application magnifique de la théorie de factorisation est la définition de
Weierstrass de la fonction gamma d’Euler.

23



4.4.1 Préparation. Constante d’Euler

Nous considérons une fonction entière F (z) donnée par le produit infini

F (z) =
∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
exp

(
− z
n

)
(41)

qui normalement converge sur tout compact. Ses zéros (toujours simples) sont les
entièrs negatifs tandis que les zéros de la fonction F (z − 1) sont aussi les entièrs
negatifs plus encore un zéro simple z = 0. Alors, la fonction F (z−1)

zF (z) n’a que de
fausses singularités et détermine une fonction entière qui ne s’annule jamais. On
peut écrire cette fonction comme

F (z − 1
zF (z)

= exp(f(z)), (42)

où f est une certaine fonction entière.

Proposition 4.12. La fonction f(z) est une constante C (dite d’Euler) et

C = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− log n

)
.

Preuve : Soit z 6= 0,−1,−2, . . . ,−n, . . . , alors

logF (z − 1) = z + logF (z) + f(z)

et puisque

(logF (z))′ =
∞∑

n=1

(
1

z + n
− 1
n

)
,

on obtient
∞∑

n=1

(
1

z + n− 1
− 1
n

)
=

1
z

+
∞∑

n=1

(
1

z + n
− 1
n

)
+ f ′(z).

On peut presénter 1 comme la somme

1 = 1− 1
2

+
1
2
− 1

3
+ . . . =

∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
=

∞∑
n=1

1
n(n+ 1)

et, utilisant cette représentation, écrire

f ′(z) + 1 +
∞∑

n=1

(
1

z + n
− 1
n

)
=

∞∑
n=1

(
1

z + n
− 1
n+ 1

)
et obtenir que f ′(z) = 0, d’où f = C. Pour nous en assurer, notons qu’on pour
z = 0

exp(C)F (1) = 1

ou

C = − lim
n→∞

log

(
n∏

k=1

(
1 +

1
k

)
exp(−1

k

)
= lim

n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− log(1 + n)

)
=

= lim
n→∞

(
1 +

1
2

+ . . .+
1
n
− log n

)
.

Ce calcul démontre que la limite existe (elle est connue comme la constante
d’Euler. Sa valeur numérique ( mais pas du tout sa nature algébrique !) est aussi
connue :

C = 0, 577215664...

Une question toujours ouverte :

Problème 1. Le nombre C est-il rationnel ? algébrique ?

4.4.2 Définition de Weierstrass

Définition 4.7. La fonction gamma Γ(z) est une fonction méromorphe sur C
sans zéros et avec de pôles simples aux entièrs non-positifs donnée par la formule
explicite

Γ(z) =
1

zF (z) exp(Cz)
,

où F (z) est la fonction (41) et C−la constante d’Euler.

Proposition 4.13. Γ(z + 1) = zΓ(z).

Preuve : On a directement par (4.7)

Γ(z + 1) =
1

(z + 1)F (z + 1) exp(C(z + 1)

et
Γ(z + 1)

Γ(z)
=

zF (z) exp(Cz)
(z + 1)F (z + 1) exp(Cz) exp(C)

= z

en vue de (42).

Corollaire 4.4.
Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.

En effet, Γ(1) = 1
F (1) exp(C) = 1 et puis, par réccurence, Γ(n+ 1) = n!.

4.4.3 Formule des compléments

Théorème 4.14.
Γ(z)Γ(1− z) =

π

sinπz
.
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Démonstration : La formule explicite (via un produit infini) pour la fonction
gamma est une consequence directe de (4.7) :

1
Γ(z)

= z exp(Cz)
∞∏

n=1

(
1 +

z

n

)
exp

(
− z
n

)
(43)

d’où
1

Γ(z)Γ(−z)
= −z2

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

Rappellons la factorisation (4.8) de sin z qu’on peut re-écrire dans la forme

sinπz
πz

=
∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)
,

donc on obtient
1

Γ(z)Γ(−z)
= −z sinπz

π
.

Mais Γ(−z + 1) = −zΓ(−z), ce qui donne le résultat désiré.

Remarque 11. En faisant z = 1
2 dans (4.14), on trouve Γ( 1

2 )2 = π, d’où Γ( 1
2 ) =√

π.

Ce résultat est en relation avec la valeur de l’intégrale gaussienne (cf. Chapitre
5, 5.2)

Γ(
1
2
) =

√
π =

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx.

4.5 Formule de Jensen

4.5.1 Rappel : fonctions homographiques.

Elle sont de la forme

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0, (44)

où a, b, c, d sont des nombres complexes fixes. Nous rappellons ( sans démonstra-
tion) les propriétes basiques des fonctions homographiques :

1. Tout fonction homographic 44 réalise un homéomorphisme de C̄ sur C̄ ;

2. L’application homographique 44 est conforme en tout point de C̄ ;

3. Toute application homographique 44 envoie cercle de C̄ sur cercle C̄ ;

4. Pour tout triplet de points z1, z2, z3 ∈ C distincts et tout triplet de points
w1, w2, w3 ∈ C distincts, il existe une applications homographique L et une
seule telle que L(zk) = wk, k = 1, 2, 3.

4.5.2 Cas holomorphe

Théorème 4.15. Soit f une fonction holomorphe sur un disque fermé B̄r(0)
telle que f n’a pas de zéros sur le cercle Sr = ∂B̄r(0) et f(0) 6= 0.
On note z1, . . . , znles zéros de f dans le disque. Alors

log |f(0)
rn

z1 . . . zn
| = 1

2π

∫ 2π

0

log |f(r exp(iθ)|dθ.

Démonstration : Si f n’a pas de zéros dans le disque, on peut déduire de la
formule de Cauchy ( en régardant sa partie réelle) que

log(f(0)) =
1

2πi

∮
Sr

log f(z)
z

dz,

avec détermination du logarithme

log f(z) = log f(0) +
∫ z

0

f ′(t)
f(t)

dt.

On régardons la fonction homographique (44) gw(z) telle que pour un w ∈ B̄r(0)
fixé

gw(z) =
r(z − w)
r2 − zw̄

. (45)

la propriété principale de cette fonction est de s’annuller pour z = w et |gw(z)| ≡
1 sur Sr :

|r(r exp(iθ)− w)
r2 − r exp(iθ)w̄

| = |r exp(iθ)− w

r − exp(iθ)w̄
| =

|r − exp(−iθ)w
r − exp(iθ)w̄

| = |r − exp(−iθ)w
¯r − exp(−iθ)w

| ≡ 1.

Maintenant, pour chaque zéro zk, k = 1, . . . , n nous construisons la fonction
homographique (44)gk(z) par la même formule :

gk(z) =
r(z − zk)
r2 − zz̄k

et une fonction auxiliere

F (z) =
f(z)∏n

k=1
r(z−zk)
r2−zz̄k

. (46)

On a |F (z)| = |f(z)| sur Sr et |F (0)| = |f(0) rnQ
k zk

|.
D’autre côté,

log |F (0)| = 1
2π

∮
Sr

log |F (z)|
z

dz =
1
2π

∮
Sr

log |f(z)|
z

dz

d’où le résultat du théorème.
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4.5.3 Cas méromorphe

Une généralisation de la formule de Jensen immédiate on peut obtenir sans soucis
en utilisant des fonction homographiques associées avec des zéros et des pôles de
la fonction donnée :

Théorème 4.16. Soit f une fonction méromorphe dans un disque fermé B̄r(0)
telle que f n’a pas ni zéros ni pôles sur le cercle Sr = ∂B̄r(0) et f(0) 6= 0,∞.
On note z1, . . . , zn les zéros et p1, . . . , pn les pôles de f dans le disque. Alors

log |f(0)| = 1
2π

∫ 2π

0

log |f(r exp(iθ)|dθ −
n∑

k=1

log
r

zk
+

n∑
k=1

log
r

pk
.

4.5.4 Inégalité de Jensen

Théorème 4.17. Soit f une fonction entière telle que |f(0)| = 1, n = Zf (r) -
le nombre de ses zéros dans le disque Br(0) (comptant avec leurs multiplicités).
Posons Mr = maxSr

|f(z)|, où Sr = ∂Br(0). Alors∫ r

0

Zf (t)
t

dt ≤ logMr.

Démonstration :Soient z1, . . . , zn les zéros de f contenus dans le disque Br(0)
rangés dans l’ordre croissant de leurs modules. Régardons les fonctions homo-
graphiques associées à chacun comme dans le théorème 4.15 :

gk(z) =
r(z − zk)
r2 − zz̄k

, k = 1, . . . , n

ainsi que la fonction auxiliere F (z) de (46).
Après le principe du maximum (Chap.2 2.1) pour Br(0) on a |F (z)| ≤ Mr ou,
en faisant z = 0,

|F (0)| = rn∏n
k=1 |zk|

= |z2
z1
||z3
z2
|2 . . . | zn

zn−1
|n−1| r

n

|zn|n
≤Mr.

La partie gauche de cette inégalité est représentée comme la somme d’intégrales
(en passant vers le logarithme terme apré terme) :

log |z2
z1
|+ 2 log |z3

z2
|+ . . .+ (n− 1) log | zn

zn−1
|+ n log

r

|zn|
=

∫ |z2|

|z1|

dt

t
+ 2

∫ z3

z2

dt

t
+ . . .+ (n− 1)

∫ zn

zn−1

dt

t
+ n ∈r

zn

dt

t
=
∫ r

0

Zf (t)
t

dt,

en comptant Zf (t) = k, si |zk| < t < |zk+1| et Zf (t) = 0, si 0 < t < |z1|.
D’où l’assertion du théorème.

4.6 Produit de Blaschke

4.6.1 Rappel : Espace H∞

Soit f une fonction holomorphe et bornée dans le disqueB1(0). Introduisons la
norme suivante de f :

||f ||∞ = sup
z∈B1(0)

|f(z)|. (47)

L’ensemble des fonctions holomorphes bornées dans B1(0) munie de la norme
(47) se note H∞.
Nous notons, comme d’habitude, L∞(S1) l’espace des fonctions essentiellement
bornées sur S1 = ∂B1(0) avec la norme de la borne supérieure essentielle :

Définition 4.8. (Rappel) Soit f : S1 7→ R+ := {x ∈ R |0 ≤ x ≤ ∞} une
fonction mesurable par rapport à la mesure de Lebesgue µ.
Soit

A = {α ∈ R |µ(f−1(α < x ≤ ∞)) = 0}.

Si A = ∅, posons β = ∞, sinon β = inf A. Puisque

f−1(β < x ≤ ∞)) =
∞⋃

n=1

f−1(β +
1
n
< x ≤ ∞)),

et puisque la réunion d’une famille dénombrable d’ensembles de mesure nulle est
de mesure nulle, on voit que β ∈ A. On appelle β la borne supérieure essentielle
de f .

La norme ||f ||∞ de la borne supérieure essentielle d’une fonction f mesurable á
valeur complexe sur S1 définie comme la borne supérieure essentielle de |f |.

4.6.2 Facteurs de Blaschke

Soit a ∈ B1(0), a 6= 0. Nous définissons une famille de fonctions homographiques
(voir (45)) ba(z) telles que ba(z) est holomorphe sur B1(0), que ba(z) = 0 si et
seulement si z = a et que |ba(z)| = 1 sur S1 :

ba(z) =
a− z

1− zā

|a|
a

(48)

On appelle la fonction homographique ba(z) un facteur de Blaschke.
Maintenant nous pouvons définir un produit infini (voir (4.1) sur B1(0)

B(z) = zk
∞∏

n=1

ban(z), (49)

pour un entier k ≥ 0 et pour une suite de nombres {an}n∈N dans B1(0) non nuls.
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Théorème 4.18. Soit {an}n∈N une suite dans B1(0) telle que an 6= 0

∞∑
n=1

(1− |an|) <∞. (50)

Alors la fonction B(z) de (49) est de l’espace H∞ et ne possède aucuns zéros
que dans les points an (et z = 0 si k est strictement positif).

Démonstration : Soit αn(z) = 1− ban
(z). Alors

B(z) = zk
∞∏

n=1

(1− αn(z)).

On a la série correspondante :

∞∑
n=1

|αn(z)| =
∞∑

n=1

|1− an − z

1− zān

|an|
an

| = (51)

=
∞∑

n=1

| an + |an|z
(1− zān)an

|(1− |an|) ≤
1 + r

1− r

∞∑
n=1

(1− |an|)

si |z| < r.
Grâce aux résultats de (1.1.5) la série (51) converge absolument et normalement
sur tout compact dans le disque, alors le produit (49) est aussi absolument etnor-
malement convergent sur tout compact dans B1(0). Donc, B(z) est une fonction
holomorphe dans le disque B1(0) avec des zéros (peut-être multiples) aux points
de la suite ann∈N. Les thèorèmes de Weierstrass (4.10) et d’unicité (Chapitre 1
th.1.9) montrent que on n’a pas d’autres zéros de B(z). Puisque chaque facteur
de Blaschke de (49) a une valeur absolue inférieure à 1 dans B1(0), on obtient
|B(z)| < 1, c.q.f.d.

4.6.3 Classe de Nevanlinna

En fait, la condition (50) est aussi nécessaire : les zéros d’une fonction de classe
H∞ non identiquement nulle satisfont la condition (50).
Soit

log+(t) =
{

log(t), si, t ≥ 1
0, si, t < 1.

Définition 4.9. On dit qu’une fonction f holomorphe dans le disque B1(0)
appartient à la classe de Nevanlinna (se note N(B1(0)) si

sup
0<r<1

{
1
2π

∫ 2π

0

log+ |f(r exp(iθ))|dθ
}
<∞. (52)

Remarque 12. Il est clair que H∞ ⊂ N(B1(0) et la différence principale entre les
deux classes est que la condition (52) implique des restrictions sur la croissance
de f lorsque |z| = r → 1 tandis que la condition de borne sur les intégrales

1
2π

∫ 2π

0

log |f(r exp(iθ)|dθ

n’impose rien sur la croissance.

Théorème 4.19. Soit f ∈ N(B1(0)) et f 6= 0 identiquement dans B1(0). Soit
{an} l’ensemble des zéros de f (en comptant avec leur multiplicité et rang+ c© par
la croissance de leur module : |an| ≤ |an+1|) Alors la série (50) est convergente.

Remarque 13. On suppose que f possède le nombre infini de zéros dans le disque,
sinon le théorème est trivial.

Démonstration : On peut toujours supposer que f(0) 6= 0 ( sinon on peut rem-
placer f par une autre fonction g(z) = z−kf(z), où k est l’ordre du zéro de f à
l’origine.).
Soit Zf (r) le nombre des zéros de f dans un disque Br(0), r < 1. Fixons un
entier k tel que Zf (r) > k.
Selon la formule de Jensen (4.15)

log

|f(0)|
Zf (r)∏
n=1

r

|an|

 =
1
2π

∫ 2π

0

log |f(r exp(iθ))|dθ

et on obtient immédiatement

log

{
|f(0)|

k∏
n=1

r

|an|

}
≤ 1

2π

∫ 2π

0

log+ |f(r exp(iθ))|dθ. (53)

Mais f ∈ N(B1(0) alors il existe une constante C telle que

|f(0)|rk∏k
n=1 |an|

≤ C, 0 < r < 1. (54)

L’inégalité (54) reste valable pour tout k lorsque r → 1 (remarquons que Zf (r) →
∞!) alors on obtient

∞∏
n=1

|an| ≥ C−1|f(0)| > 0. (55)

Si Pk =
∏k

n=1 |an| un produit partiel, on a :

Pk ≤ exp(−
k∑

n=1

(1− |an|)).
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En supposant que la série (50) est divergente lorsque k →∞ (
∑∞

n=1(1−an) = ∞)
on obtient

∞∏
n=1

|an| = 0

contrairement à (55). C.q.f.d.

Corollaire 4.5. Si f ∈ N(B1(0) et {an} est l’ensemble des zéros de f sur B1(0),
alors la condition ∑

n

(1− |an|) = ∞

implique que f(z) ≡ 0 dans B1(0).

5 Méthode du col

5.1 Rappel : L’intégrale de Gauss

Soit Q(x) une forme quadratique sur Rn et A = ||aij || est sa matrice dans une
base orthonormée : si x = (x1, . . . , xn) et <,> est le produit scalaire euclidien,
on a

Q(x) =< Ax,x >=
n∑

i,j=1

aijxixj .

On suppose aussi que Q(x) est réele et positive, c’est-à-dire,

< Ax,x >≥ σ||x||2, σ > 0.

Nous evaluerons l’intégrale de Gauss

In =
∫

Rn

e−Q(x)dx =
∫

Rn

e−<Ax,x>
n∏

i=1

dxi.

Proposition 5.1. ∫
Rn

e−<Ax,x>
n∏

i=1

dxi =
πn/2

√
detA

.

On va diagonaliser la forme Q(x) =< Ax,x > par une transformation linéaire
non-dégénérée x = By :

< Ax,x >=< ABy, By >=< B∗ABy,y >= ||y||2,

où B∗ denote la transformation adjointe à B :< Bx,y >=< x, B∗y > .
Alors, on obtient

BB∗ = A−1, detA(detB)2 = 1.

L’intégrale In se réduit vers

In = |detB|
∫

Rn

e−<ABy,By>dy =
1√

detA

∫
Rn

e−||y||
2
dy = .

(par le théorème de Fubini)

=
1√

detA

n∏
j=1

∫
Rn

e−y2
j dyj =

πn/2

√
detA

.

Nous avons utilisé ici le calcul de l’intégrale de Gauss unidimensionnelle :
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Lemme 5.2.

I1 =
∫ +∞

−∞
e−y2

dy =
√
π.

Pour le vérifier on va faire “le truc de Feinman” et le théoréme de Fubini pur
n = 2 :

(I1)2 = (I1)(I1) = (
∫ +∞

−∞
e−y2

dy)(
∫ +∞

−∞
e−x2

dx) =
∫ ∫

R2
e−(x2+y2)dxdy.

En passant aux coordonnées polaires dans R2, on obtient :

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, dxdy = ρdρdθ, 0 ≤ ρ ≤ +∞, 0 ≤ θ ≤ 2π

et

(I1)2 =
∫ 2π

0

∫ +∞

0

e−ρ2
ρdρdθ = π

∫ +∞

0

e−ρ2
d(ρ2) = π.

Il évident que toutes intégrales ici sont (absolument) convergentes.

La proposition nous permet aussi d’evaluer une généralisation n−dimensionnelle
Fn de l’intégrale dite de Fresnel :

Corollaire 5.1.

Fn =
∫

Rn

e±i<Ax,x>
n∏

k=1

dxk =
πn/2

√
detA

e±i πn
4 .

Pour n = 1 l’intégrale de Fresnel convergente est

F1 =
∫ +∞

−∞
e±ix2

dx =
√
πe±iπ/4.

5.2 Métode du col réel
Nous nous intéressons au comportement asymptotique (lorsque t → ∞) d’une
famille d’intégrales réelles du type

I(t) =
∫ b

a

g(x)etf(x)dx. (56)

On suppose, de plus, que la fonction f(x) possède un maximum dans un point
c ∈ (a, b), alors f ′(c) = 0, f ′′(c) < 0.
Soit g(c) 6= 0. On va voir le développement de Taylor de f autour du point c :

f(x) ∼= f(c) + 1/2(x− c)2f ′′(c).

Le comportement asymptotique de (56) lorsque t→∞ soit donné par l’intégrale∫ c+ε

c−ε

g(c)et(f(c)+1/2(x−c)2f ′′(c))dx,

où ε > 0 est fini.
Une transformation immédiate (le changement des variables y =√
−tf ′′(c)/2(x− c) montre que

I(t) ∼=
g(c)etf(c)√
−tf ′′(c)/2

∫ ∞

∞
e−y2

dy.

L’intégrale de Gauss
∫∞
∞ e−y2

dy égale à
√
π et, par consequent, l’asymptotique

de l’intégrale (56) lorsque t→∞ est donnée par la formule :∫ a

b

g(x)etf(x)dx ∼= etf(c)g(c)

√
− 2π
tf ′′(c)

. (57)

5.3 Exemple : formule de Stirling
On va appliquer l’asymptotique (57) à l’intégrale suivante, définissant la fonction
Γ (43) comme l’intégrale :

Γ(t+ 1) =
∫ ∞

0

e−xxtdx =
∫ ∞

0

e−x+tlogxdx =
∫ ∞

0

et(logx− x
t )dx.

On trouve que f ′(x) = 0 avec x = t et f ′′(t) = − 1
t2 < 0. Dan ce cas, en utilisant

la formule (57), on obtient

Γ(t+ 1) ∼= etlogt−1)

√
−2π

t(−t−2)
= tte−t

√
2πt, t→∞.

On sait que la fonction Gamma Γ(t + 1) pour t = n, n ∈ N s’exprime par la
factorielle de n : Γ(n+ 1) = n!. Alors, l’approximation de la factorielle pour un
n naturel est

n! ∼= (
n

e
)n
√

2πn, (58)

(la formule celébre de Stirling).

5.4 Méthode du col réel. Comportement asymptotique
lorsque t → +0.

Considérons l’intégrale :

I(t) =
∫ b

a

e−f(x)/tdx,
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où la fonction f(x) est une fonctionn réelle, analytique dans un voisinage de (a, b),
t est un paramètre positif. Nous voulons évaluer cette intǵrale lorsque t→ +0.
Pour les petites valeurs de t l’intégrale est dominée par les maxima de l’intégrante
( par les minima de f(x)).
On va considérer deux cas :
a) Un minimum de f(x) est un point intérieur de l’intervalle (a, b). Les minima
sont c donnés par f ′(c) = 0, f ′′(c) > 0.
Nous nègligeons des corrections d’ordre e−const/t alors il suffit, (comme dans
le cas de l’asymptotique t → ∞,) d’effectuer l’intégration sur le voisinage fini
(c−ε, c+ε) de x = c, où ε > 0 arbitrairement petit. En utilisant le développement
de Taylor

f(x) ∼= f(c) +
1
2
f ′′(c)(x− c),

on comprend que la contribution hors de l’intervalle (c− ε, c+ ε) est bornée par

(b− a)e
−f′′(c)ε2

2t .

Un changement de variables y = (x−c)√
t

permet de décrire le développement de la
fonction f(x) comme

f(x)
t

=
f(c)
t

+
1
2
y2f”(c) +

1
6
y3
√
tf ′′′(c) +

1
24
y4tf iv(c) +O(t3/2.

A cause du caractère négligeable des contributions loin du col on peut intégrer
sur (−∞,+∞). On obtient une intégrale gaussienne

I(t) ∼=

√
2πt
f ′′(c)

ef(c)/t.

Ici, nous avons observé qu’à l’ordre dominant il suffit de traiter le terme qua-
dratique par y. Pour calculer les corrections d’ordre supérieur il faut développer
l’exponentielle par t et l’intégre terme à terme :

I(t) =

√
2πt
f ′′(c)

ef(c)/tJ(t),

où J(t) = 1 + J1t+ .... C’est un développement formel et (en général) il diverge
pour toute valeur de t.
b)Le minimum de f est un bord a ou b de l’intervalle d’intégration.
Ce n’est pas le cas qui va nous intéresser parce que on peut développer la fonction
f(x) en voisinage de minimum et l’intégrer.

5.5 Utilisation de la méthode du col réel pour une intégrale
complexe.

On cherche une formule asymptotique d’intégrale du type

I(t) =
∫

γ

g(z)etf(z)dz,

où γ désigne un chemin ( un “contour”) et t est un paramètre réel tendant vers
l’infini. Notre but ici est d’établir le théorème suivant :

Théorème 5.3. Soit f(z) une fonction holomorphe de variable z = x+ iy dans
un ouvert U de C et z0 = x0 + iy0 ∈ U est un point critique de f tel que
f ′(z0) = 0, f”(z0) 6= 0. Soit g(z) une fonction complexe telle que g(z0) 6= 0.
Alors il a une formule asymptotique lorsque t→ +∞ :

I(t) ∼= ±g(z0)etf(z0

√
2π

−tf ′′(z0)
. (59)

Le signe ± étant donné par le sens du parcours de la ligne de plus grande pente.

Démonstration : Si f est holomorphe dans U l’intégrale I(t) ne dépend pas du
chemin γ et alors il faut bien choisir le “bon contour”.
On écrit f sous la forme f(z) = <f + i=f = u(x, y) + iv(x, y), alors les courbes
u = c1 et v = c2 forment dans le domaine d’holomorphie deux familles de courbes
bi-orthogonales et deux courbes <f = u = c1 (ou =f = v = c2) ne peuvent se
croiser qu’en un point singulier ou en un col.
La famille =f = c2 est la famille des lignes de plus grande pente de la partie
réelle <f = u et réciproquement.
On va choisir comme chemin γ la ligne de plus grande pente de la partie réelle
u de f alors en voisinage du col z0

I(t) = eit=f(z0)

∫
γ

g(z)et<f(z)dz.

Soit z = γ(τ) = x(τ)+iy(τ), (τ ∈ [a, b]) une équation paramétrique de la ligne de
plus grande pente passant par z0 = γ(τ0. On pose f(τ) = f(γ(τ)), u(τ) = u(γ(τ))
et g(τ) = g(γ(τ)).
Notre problème se ramène à l’estimation asymptotique de l’intégrale réelle :∫ b

a

g(τ)etu(τ)γ̇(τ)dτ.

Ici γ̇(τ) dénote la dérivée dγ
dτ .

La formule (59) donne l’estimation asymptotique de cette intégrale et on obtient
(lorsque t→ +∞) :

I(t) ∼= g(τ0)γ̇(τ0)etu(τ0)

√
−2π

td2u
dτ2 (τ0)

. (60)
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On va calculer la dérivée seconde de f(τ) par rapport à τ :

f(γ(τ)) = u(γ(τ) + iv(γ(τ)), ḟ = f ′z ż = f ′z γ̇.

Si z0 = γ(τ0) est un point critique, on a f ′z(z0) = 0 et la dérivée seconde

f̈ =
d2f

dτ2
= f ′′zz(τ)(γ̇)

2 + f ′z γ̈

s’écrit dans la forme f̈(τ0) = f ′′zz(τ0)(γ̇(τ0))
2 = γ̇(τ0)

2
f ′′(z0).

De l’autre part, la dérivée seconde de <f = u est toujours réelle. En effet, car
dv
dτ = 0 en vue de v = cste, on obtient

f̈(τ) =
d2u

dτ
=

d

dτ
(
du

dτ
)),

d’où

d2u

dτ
(τ0) = ±|γ̇|2(τ0)|f ′′(z0)|.

Il faut choisir le signe − à cause du fait que la ligne <f = u possède un maximum
en τ0.
On écrit f ′′(z0) = |f ′′(z0)|eiα et γ̇(τ0) = |γ̇(τ0)|eiφ. Ici, l’angle φ de la direction
tangente à la ligne de plus grande pente, est relié à l’angle α par la relation
2φ+ α = π, d’où φ = (π − α)/2 ou φ = (π − α)/2 + π selon le sens du parcours
de la courbe.
Le théorème se résulte de la formule (60) :

I(t) ∼= ±g(z0)etf(z0)ei(π−α)/2

√
2π

t|f ′′(z0)|
= ±g(z0)etf(z0)

√
2π

−tf ′′(z0)
(61)

lorsque t→ +∞.

5.6 Exemple : fonction de Bessel

On considère la fonction Jn(x),appelée fonction de Bessel d’ordre n :

Jn(x) =
1
2π

∫ π

−π

ei(x sin θ−nθ)dθ

Cette fonction (par des raisons de parité) s’écrit aussi comme

Jn(x) =
1
π

∫ π

0

cos(x sin θ − nθ)dθ

Pour n = 0 on obtient par changement de variable θ → θ − π/2

J0(x) =
1
π

∫ π/2

−π/2

cos(x cos θ)dθ.

Evaluons la fonction de Bessel I0(x) modifiée :

I0(x) =
1
2π

∫ π

−π

ex cos θdθ.

Le lien de cette fonction avec la fonction de Bessel standard J0(x) est donné par
la formule I0(x) = J0(ix).
Cette intégrale est une fonction paire du paramètre x et les comportements pour
x→ ±∞ sont reliés.
Les cols sont donnés par l’équation sin θ = 0, θ = 0(modπ).
Soit x→ +∞, le col dominant est θ = 0, alors au voisinage du col on développe

x cos θ = x(1− 1
2
θ2 +

1
24
θ4 +O(θ6))

et on l’estime (avec un changement de varibales φ = θ
√
x/2) comme

I0(x) =
ex

2π

∫ +∞

−∞
e−xθ2/2(1 +

1
24
xθ4)dθ +O(

ex

x2
) =

ex

√
2πx

(1 +
1
8x

+O(
1
x2

)).

5.7 Méthode du col à plusieurs variables

Nous discuterons brièvement de l’asymptotique de l’intégrale générale dans Rn :

I(t) =
∫

Rn

Πn
k=1dxke

−tF (x1,...,xn ,

où pour simplifier F est analytique à valeur complexe.
On s’intéresse au comportement de I(t) lorsque t→ +∞.
Dans cette limite, l’intégrale est dominée par les cols x0 = (x01, . . . , x0n) tels
que :

∂

∂xk
F (x0) = 0, k = 1, . . . , n.

Dans le cas où il existe plusieurs cols il faut classer les cols par la valeur de la
partie réelle <F . Le col dominant sera celui qui correspond à <F maximal. Une
déformation du domaine d’itégration initiale peut parfois éviter le col dominant.
Dans le cas avec de plusieurs variables il peut ne pas être simple de reconnaître
quels cols y contribuent.
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Pour calculer la contribution dominante du col x0, nous changeons de variables :

x = x0 +
y√
t
.

On va développer la fonction F (x) par t et donc par y :

tF (x1, . . . , xn) = tF (x0) +
1
2!

Σi,j
∂2F (x0)
∂xi∂xj

yiyj

+Σ+∞
k=3

1
tk/2−1k!

Σi1,...,ik

∂kF (x0)
∂xi1 , ..., ∂xik

yi1 ...yik
.

Le changement de variable assure que le terme quadratique en y est indépendant
de t. L’intégrale devient :

I(t) =
e−tF (x0)

tn/2

∫
Πn

k=1dyke
−1/2!Σkl

∂2F (x0)
∂xk∂xl

ykyl−G(y)
,

et le “reste” G(y) s’écrit comme

G(y) = Σ+∞
k=3

1
tk/2−1k!

Σi1,...,ik

∂kF (x0)
∂xi1 , ..., ∂xik

yi1 ...yik
.

Développons l’intégrante en puissances de 1√
t
.

A l’ordre dominant on trouve ( avec le calcul de l’intégrale de Gauss en dimension
n) que lorsque t→ +∞

I(t) ∼= (
2π
t

)n/2 1√
detHessF (x0)

e−tF (x0).

Exercices du Chapitre “Fonctions holo-
morphe.Etudes géométriques”

Exercice 5.1. Adhérence et points d’accumulation
Soit A ⊂ C, B ⊂ C, où :

A =
{
z ∈ C|z =

p

m
+ i

q

n
, p, q ∈ Z, m, n ∈ N

}
et

B =
{
z ∈ C||z2 − 1| < 1

}
.

Trouver des points d’accumulations de A et de B, leurs frontiéres et leurs adhé-
rences. Les ensembles A et B sont-ils : a) ouvertes ; b) fermés ; c) domaines ?

Indications Corrigé

Exercice 5.2. Dérivabilité - 1
Montrer que la fonction

w(z) =

{
x4/3y5/3

x2+y2 + ix5/3y4/3

x2+y2 , si z 6= 0
0, si z = 0.

n’est pas dérivable dans l’origine z = 0.

Indications Corrigé

Exercice 5.3. Dérivabilité - 2
La fonction w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) avec le domaine de définition Df dans
un point z ∈ Df admet le propriétés suivantes :
a) u et v sont différentiable ;
b) Elle existe la limite lim∆z→0 |∆w

∆z |.
Montrer que soit f soitf̄ est dérivable.

Indications Corrigé

Exercice 5.4. Dérivabilité dans un point
Soit w = f(z) = z<(z), Df = C. Démontrer que cette fonction est dérivable
seulement en z = 0. Trouver f ′(O).

Indications Corrigé

Exercice 5.5. Cauchy -Riemann
Démontrer que la fonction f(z) =

√
|xy|, Df = C satisfait aux conditions de

Cauchy-Riemann dans l’origine z = 0 mais la dérivée f ′(0, 0) n’existe pas.

Indications Corrigé

Exercice 5.6. Principe d’argument. Théorème de Rouché
Déterminer le nombre des zéroes du polynôme P (z) = z5 − 12z2 + 14 dans
a)l’anneau V1 = {z ∈ C|1 < |z| < 5/2} ;
b)l’anneau V2 = {z ∈ C|1 < |z| < 2} ;
c)le demi-plan D = {z ∈ C|<z > 0} .
Indications Corrigé
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Exercice 5.7. Théorème de Rouché
Soit f analytique dans le disque fermé B̄1(0). Montrer qu’il existe un tel nombre
ρ > 0 que ∀w ∈ Bρ(0) l’équation z = wf(z) a une seule racine dans le disque
ouvert B1(0).

Indications Corrigé

5.8 Indications

Indications pour Exercice 5.1

1. Pour A : en utilisant que Q est dense partout dans R, monterer que l’ensemble
des points d’accumulation de A ainsi que l’adhérence Ā est C.
2 Pour B : re-écrire B comme

B =
{
(x, y) ∈ R2|(x2 + y2)2 < (x2 − y2)

}
et passer au coordonnées polaires (ρ, φ). Trouver que la frontiére de ∂B est une
courbe ρ2 = 2 cos(2φ). Utiliser le fait que un inégalité stricte est stable par
rapport a l’application d’une fonction continue. (si l’inégalité est vrai dans un
point (ρ0, φ0) elle st aussi vrai dans un voisinage O(ρ0, ρ0).)

Indications pour Exercice 5.2

Observer que la limite limz→0
w(z)

z n’existe pas.

Indications pour Exercice 5.3

Utiliser que la limite lim∆z→0 |∆w
∆z | est indepéndante de la direction d’approche-

ment et prendre ∆z = ∆x puis ∆z = ∆y. Montrer que

(
∂u

∂x
)2 + (

∂v

∂x
)2 = (

∂u

∂y
)2 + (

∂v

∂y
)2,

et puis que
∂u

∂x

∂u

∂y
+
∂v

∂x

∂v

∂y
= 0.

Indications pour Exercice 5.4

Vérifier les conditions de Cauchy-Riemann

Indications pour Exercice 5.5

1. Vérifier les conditions de Cauchy-Riemann dans z = 0.
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2. On pose ∆f(0,∆z)
∆z Montre que lim∆z→0

∆f(0,∆z)
∆z = 0.

3. Calculer cette limite si x→ 0, x = y, x > 0.

Indications pour Exercice 5.6

a) Appliquer le théorème de Rouché pour les disques B1(0) et B5/2(0).
b) Appliquer le théorème de Rouché pour le disque B2(0).
c) Vérifier que P s’annule pas sur <z = 0. Appliquer le principe de l’argument
pour le demi-disque B̃r(0) = {|z| < r, <z > 0}, où r > 0 est assez grand.

Indications pour Exercice 5.7

Presénter l’équation dans une forme φ(z) + ψ(z) = 0 avec φ(z) = z et ψ(z) =
−wf(z). Estimer |ψ(z)|. Appliquer le théorème de Rouché.

5.9 Corrigé

Corrigé de l’Exercice 5.1

1. Les points de A ⊂ R2 ont leurs deux coordonnées rationnelles. Lorsque Q
est dense partout dans R, chaqun voisinage Bδ(z) d’un point z ∈ C contient
un infinité des points de A. Alors l’ensemble de points d’accumulation A′ est C.
D’où Ā = C ce que montre le fait que A n’est pas fermé.
L’ensemble des nombres irrationells est aussi dense partout dans R. C’est pour-
quoi tout point de A ne peut pas être d’un point interieur. Alors, A n’est pas un
ensemble ouvert et puis ne peut pas être d’un domaine.
Finalement, ∀z ∈ C dans chaque δ−voisinage Bδ(z) ils existent des points de A
ainsi que C \A, c’est-à-dire, ∂A = C. 2. Soit x = <z et y = =z. L’ensembe B se
rerésente comme

B =
{
(x, y) ∈ R2|(x2 + y2)2 < (x2 − y2)

}
.

En faisant le passage vers les coordonnées polaires, on a :

B =
{
(ρ, φ) ∈ R2|ρ2 < 2 cos 2φ

}
.

La frontiére de B est donnée par

∂B =
{
(ρ, φ) ∈ R2|ρ2 = 2 cos 2φ

}
.

C’est une courbe connue comme la lemniscate de Bernoulli est l’ensemble B
est l’interieur de la courbe. Soit z0 = (ρ0, φ0) ∈ B, alors ρ2

0 < 2 cos 2φ0 et
ρ2
0 − 2 cos 2φ0 < 0 ! En vue de continuité de la fonction φ 7→ ρ2 − 2 cos 2φ on a

qu’il existe un voisinage Bδ(z0) ⊂ B où l’inégalité est encore satisfait, alors B
est un ouvert. Soit B = B1

⋃
B2 où l’ensemble B1 contient les points de B tels

que <z < 0 et l’ensemble B2 - les points avec <z > 0. L’origine n’appartient
pas à l’ensemble B alors si z1 ∈ B1 et z2 ∈ B2 on n’a pas d’un chemin lisse par
morceaux d’extrémités z1 et z2. Donc, B n’est pas un domaine.

Corrigé de l’Exercice 5.2

On va montrer que la limite limz→0
w(z)

z n’existe pas d’où le résultat. Soit z =
x+ iy et

w(z)
z

=

{
x7/3y5/3+x5/3y7/3

(x2+y2)2 + ix8/3y4/3−x4/3y8/3

(x2+y2)2 , si z 6= 0
0, si z = 0.

Si y = x → 0, on a z → 0 et limz→0
w(z)

z = limx→0
2x4

4x4 = 1
2 , mais si z = x → 0

on a limz→0
w(z)

z = 0 et la limite limz→0
w(z)

z n’existe pas.
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Corrigé de l’Exercice 5.3

Soit ∆w = ∆u+ i∆v et ∆z = ∆x+ i∆y, alors on a

|∆w
∆z

| =

√
∆u2 + ∆v2

∆x2 + ∆y2
.

L’existence de la limite lim∆z→0 |∆w
∆z | permet passer vers la limite des faĉï¿ 1

2ns
différentes :
Si ∆z = ∆x on obtient :

lim
∆z→0

|∆w
∆z

| =
√

(
∂u

∂x
)2 + (

∂v

∂x
)2. (62)

Si ∆z = i∆y on obtient :

lim
∆z→0

|∆w
∆z

| =

√
(
∂u

∂y
)2 + (

∂v

∂y
)2.

Alors, nous obtenons que

(
∂u

∂x
)2 + (

∂v

∂x
)2 = (

∂u

∂y
)2 + (

∂v

∂y
)2.

Les fonctions u et v sont différentiables dans le point z = (x, y) et puis leurs
accroissement dans ce point s’expriment comme :

∆u = du+ o(
√

∆x2 + ∆y2) =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + o(

√
∆x2 + ∆y2);

∆v = dv + o(
√

∆x2 + ∆y2) =
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + o(

√
∆x2 + ∆y2).

L’ expression ∆u2+∆v2

∆x2+∆y2 on peut écrire comme :

∆u2 + ∆v2

∆x2 + ∆y2
=

((∂u
∂x )2 + ( ∂v

∂x )2)∆x2 + ((∂u
∂y )2 + (∂v

∂y )2)∆y2 + 2(∂u
∂x

∂u
∂y + ∂v

∂x
∂v
∂y )∆x∆y

∆x2 + ∆y2
+

o(∆x2 + ∆y2)
∆x2 + ∆y2

.

En utilisant (62), on obtient

∆x2 + ∆y2

∆x2 + ∆y2
= (

∂u

∂x
)2 + (

∂v

∂x
)2 +

2(∂u
∂x

∂u
∂y + ∂v

∂x
∂v
∂y )∆x∆y

∆x2 + ∆y2
+ o(1).

Nous pouvons déduire que

∂u

∂x

∂u

∂y
+
∂v

∂x

∂v

∂y
= 0,

car

lim
∆z→0

|∆w
∆z

| =
√

(
∂u

∂x
)2 + (

∂v

∂x
)2.

C’est possible si :
a)

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

et la fonction f satisfait aux conditions de Cauchy-Riemann, où
b)

∂u

∂x
= −∂v

∂y
,
∂u

∂y
=
∂v

∂x

et la fonction f̄ est dérivable en z.

Corrigé de l’Exercice 5.4

Puisque f(z) = u+ iv = x2 + ixy, ∂u
∂x = 2x, ∂v

∂y = x, ∂u
∂y = 0, ∂v

∂x = y, on obtient,
que les conditions de Cauchy-Riemann satisfont si et seulement si z = 0.
On a (par définition) que

f ′(0) = lim
z→0

f(z)
z

= lim
x→0;y→0

(x2 + ixy)(x− iy)
x2 + y2

= lim
x→0;y→0

(x2 + ixy)
x+ iy

=

lim
x→0;y→0

x3 − ix2y + ix2y + xy2

x2 + y2
= lim

x→0
x = 0.

Corrigé de l’Exercice 5.5

Let f(z) = u(x, y) + iv(x, y) où u =
√
|xy|, v = 0. Calculons les dérivées par-

tielles :

∂u(0, 0)
∂x

= lim
x→0

u(x, 0)− u(0, 0)
x

= 0,
∂u(0, 0)
∂y

= lim
y→0

u(y, 0)− u(0, 0)
y

= 0.

Les conditions de Cauchy-Riemann satisfont en z = 0.
De l’autre côté, on considère les relations

∆f(0,∆z)
∆z

=

√
|xy|

x+ iy
.
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Si z = (x, 0) et x→ 0 alors on obtient ∆z → 0 et lim∆z→0
∆f(0,∆z)

∆z = 0.
Soit y = x, x > 0 et x→ 0 alors ∆z → 0 et

∆f(0,∆z)
∆z

=
x

x(1 + i)
→ 1− i

2
,

donc, la limite lim∆z→0
∆f(0,∆z)

∆z
n’existe pas et la fonction f n’a pas de dérivée en z = 0. On remarque, que
l’exemple n’est pas une contradiction au critère de dérivabilité (??) de la fonction
dans un point z fixé. La fonction réelle u(x, y) =

√
|xy| n’est pas différentiable

à l’origine (0, 0) et, donc, une condition du théorème est violée.

Corrigé de l’Exercice 5.6

a) Soit P (z) = φ(z) + ψ(z), φ(z) = z5, ψ(z) = −12z2 + 14.
On a sur le cercle S5/2 = {|z| = 5/2} :

|φ(z)| = 3125/32 = 97
21
32
, |ψ(z)| ≤ | − 12z2|+ 14 = 89,

d’où |φ(z)| > |ψ(z)|. Le théorème de Rouché dit que les 5 racines de P se situent
dans le disque B5/2(0).
Estimons de leurs modules. Pour cela on prend :

P (z) = φ1(z) + ψ1(z), φ1(z) = 14, ψ1(z) = z5 − 12z2.

.
On a sur le cercle S1 = {|z| = 1} :

|φ1(z)| = 14, |ψ(z)| ≤ 13,

d’où, par le thórème de Rouché, le polynôme P n’a pas des racines dans le disque
B1(0). Alors les 5 racines de P se situent dans l’anneau V1 . b)Soit P (z) =
φ3(z) + ψ3(z), φ3(z) = −12z2, ψ3(z) = z5 + 14.
On a sur le cercle S2 = {|z| = 2} :

|φ3(z)| = 48, |ψ3(z)| ≤ |z5|+ 14 = 46.

Par le théorème de Rouché le nombre des zéroes du polynôme P dans le disque
B2(0), et, par conséquent, dans l’anneau V2 égale à 2, comme des celles de la
fonction φ3(z).
c) Le polynôme P (z) s’annule pas sur l’axe <z = 0 car P (iy) = iy5 + 12y2 + 14.
Soit r > 0 et B̃r(0) un demi-sque tel que |z| < r, <z > 0. Le nombre des zézroes
de P dans le demi-plan <z > 0 est déterminé par le principe d’argument :

N =
1
2π

lim
r→∞

(∆[−ir,ir] argP (z) + ∆Γr
argP (z)),

où Γr = (γr, γr
−), γr = {z ∈ C, z = r exp(it), −π/2 ≤ t ≤ π/2}.

Si r est assez grand, on a :

∆[−ir,ir] argP (z) = ∆y∈[−r,r](iy5 + 12y2 + 14) = ∆y∈[r,0] arctan
y5

12y2 + 14
+

∆y∈[0,−r] arctan =
y5

12y2 + 14
== −π/2− π/2 +O(r−1) = −π +O(r−1).

De l’autre côté, on obtient

∆Γr
argP (z)) = ∆Γr

arg z5 + ∆Γr
(1 +

11− 12z2

z5
) = 5π +O(r−1).

Le résultat est N = 1
2π (−π + 5π) = 2.

Corrigé de l’Exercice 5.7

On représente l’équation z = wf(z) dans la forme additive φ(z) + ψ(z) =
0, φ(z) = z, ψ(z) = −wf(z).
Sur le cercle S1 : |z| = 1 on a : |φ(z)| = 1, |wf(z)| ≤ |w|M , où M =
maxz∈S1 |f(z)|. Alors le théoréme de Rouché est appliquable, si |w| < 1

M .
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Exercices du Chapitre “Principe du maximum”

Exercice 2.8. Théorème de Liouville. Démonstration par une intégrale.
Le théorème de Liouville dit : une fonction analytique bornée dans tout plan
complexe est une constante.
Démontrer ce théorème, en calculant l’intégrale∮

Γr

f(z)dz
(z − a)(z − b)

,

où le chemin Γr = (γr, γ
−
r et γr = {z ∈ C||z| = r}, (|a| < r, |b| < r) et r →∞.

Indications Corrigé

Exercice 2.9. Maximum de module - 1
Soit f analytique dans le disque Br(0) et f 6= const.
Montrer que la fonction M(r) = supz∈Sr

|f(z)| est strictement croissante sur
l’intervalle (0, R)

Indications Corrigé

Exercice 2.10. Maximum de module - 2
Soit f analytique dans le domaine D = {z ∈ C||z| > r} et f 6= const. Nous
supposons aussi que lim|z|→∞ f(z) <∞ et que |f | est continue dans D̄.
Montrer que :
a) |f(z)| admet son maximum sur Sr = {|z| = r} ;
b) la fonction M(r) = supz∈Sr

|f(z)| est strictement decroissante sur l’intervalle
(R,+∞).

Indications Corrigé

Exercice 2.11. Maximum de module - 3
Soit P (z) = zn +a1z

n−1 + ...+an. Démontrer que si P (z) 6= zn il existe au moins
un point du cercle S1 = {|z| = 1}, où |P (z)| > 1.

Indications Corrigé

Exercice 2.12. Lemme de Schwarz -1
Soit f analytique dans le disque fermé B̄r(0) et |f | ≤M .
Montrer que ∀z ∈ Br(0)

| f(z)− f(0)
M2 − f̄(0)f(z)

| ≤ |z|
rM

.

Indications Corrigé

Exercice 2.13. Lemme de Schwarz - 2
Soit f analytique dans le disque fermé B̄1(0) et ∀z ∈ B̄1(0)|f | ≤M .
Montrer que

M |f ′(0)| ≤M2 − |f(O)|2.

Indications Corrigé

Exercice 2.14. Formule de Poisson
Calculer l’intégrale

I =
∫ 2π

0

sinnθ
1− 2a sin θ + a2

dθ,

si −1 < a < 1, n ∈ N.

Indications Corrigé

37



2.10 Indications

Indications pour Exercice 2.8

Appliquer la formule intégrale de Cauchy, exprimer l’intégrale∮
Γr

f(z)dz
(z − a)(z − b)

comme une somme de deux intégrales sur Γa et Γb où
Γa = {|z − a| < ε1}, Γb = {|z − b| < ε2} - deux circles de l’oriéntation positive
des petits rayons.
Estimer la valeur absolue de l’intégrale et calculer sa limite lorsque r → +∞.

Indications pour Exercice 2.9

C’est un corollaire direct du principe de maximum.

Indications pour Exercice 2.10

Considèrer la fonction φ(ζ) = f( 1
ζ ). Etudier son comportement et ses singularités.

Appliquer le principe du maximum et l’exercice précédent.

Indications pour Exercice 2.11

Considérer la fonction z−nP (z). Vérifier que cette fonction satisfait aux toutes
conditions de l’exercice précédent. Montrer que |z−nP (z)| ≡ 1.

Indications pour Exercice 2.12

Regarder la fonction φ(ζ) = f(rζ)
M . Etudier se propriétés dans le disque fermé

B̄1(0).
En utilisant que tout automorphisme du disque unitaire B1(0) est de la forme
homographique :

ζ 7→ exp(iθ)
ζ − a

1− āζ
, , |a| < 1,

montre que la fonction :

ζ 7→ F (ζ) =
φ(ζ)− φ(0)
1− φ̄(0)φ(ζ)

satisfait aux conditions du lemme de Schwarz.

Indications pour Exercice 2.13

Regarder la fonction

z 7→ F (z) =
M(f(z)− f(0))
M2 − f̄(0)f(z)

et vérifier qu’elle satisfait aux conditonsdu lemme de Schwarz.
Calculer la limite :

lim
z→0

M(f(z)− f(0))
z

.

Indications pour Exercice 2.14

Utiliser la formule de Poisson (??) pour t = π
2 . Presénter sinnθ comme

<(−i exp(inθ)).
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2.11 Corrigé

Corrigé de l’Exercice 2.8

Soient Γa : |z − a| = ε1 et Γb : |z − b| = ε2 deux circles de rayons "assez petits"
avec l’oriéntation positive.
La formule intégrale de Cauchy montre que∮

Γr

f(z)dz
(z − a)(z − b)

=
∫

Γa

f(z)
z−b

z − a
dz +

∫
Γb

f(z)
z−a

z − b
dz =

2π
(
f(b)− f(a)

b− a

)
.

On peut estimer la valeur absolue de l’intégrale comme∣∣∣∣∮
Γr

f(z)dz
(z − a)(z − b)

∣∣∣∣ ≤ 2πr
max|z|=r |f(z)|
(r − |a|)(r − |b|

,

où max|z|=r |f(z)| ≤M, ,M = const.
On obtient, donc,

lim
r→+∞

∮
Γr

f(z)dz
(z − a)(z − b)

= 0 = 2π
(
f(b)− f(a)

b− a

)
,

d’où ∀a, b ∈ Cf(a) = f(b) et puis f(z) = const, ∀z ∈ C.

Corrigé de l’Exercice 2.9

Soient deux rayons r1 et r2 tels que 0 < r1 < r2 < R. On suppose que M(r2) ≤
M(r1). La foction f(z) est analytique dans Br2(0) et continue dans le disque
fermé B̄r2(0), alors par le principe du maximum (??) son module |f(z)| admet
son maximum précisement sur Sr2 = ∂B̄r2(0). C’est-à-dire, M(r2) > M(r1)
(légalité est impossible car f 6= const).

Corrigé de l’Exercice 2.10

On considère la fonction ζ 7→ φ(ζ) = f( 1
ζ ). C’est une fonction analytique dans le

disque B1/r(0) = {ζ : |ζ| < 1
r}. L’origine ζ = 0 n’est pas un point singuliér de la

nction φ(ζ) et son module est continu sur le disque fermé B̄1/r(0).
Par le principe du maximum, le module |φ| admet son maximum sur le cercle
S1/r = ∂B̄1/r(0) tandis que |f | - sur le cercle Sr.

L’exercice précédent (2.9) implique que sup|ζ|=ρ |φ(ζ)| est strictement croissante
sur (0, 1/r). Par conséquent, M(r) = sup|z|=r |f(z)| est strictement décroissante
sur (r,+∞).

Corrigé de l’Exercice 2.11

On considère la fonction z−nP (z). Elle satisfait aux conditions e l’exercice
précédent (2.10) et, par conséquent, son module admet son maximum dans
D̄ = {z ∈ C : |z| ≥ 1} sur le cercle S1 : |z| = 1. Soit M = max|z|=1 |z−nP (z)| ≤ 1
alors, par le résultat de 2.10, ou |z−nP (z)| ≡ 1, et P (z) ≡ zn, ou |z−nP (z)| <
1, ∀z ∈ D = {z ∈ C||z| > 1} , mais la derniére inégalité est impossible.

Corrigé de l’Exercice 2.12

La fonction ζ 7→ φ(ζ) = f(rζ
M est analytique dans le disque fermé B̄1(0) = {ζ ∈

C : |ζ| ≤ 1} et |φ(ζ)| ≤ 1.
On sait (??) que tout automorphisme du disque unitaire fermé a la forme homo-
graphique :

z 7→ exp(iθ)
z − a

1− āz
, |a| < 1.

Alors, la fonction

ζ 7→ F (ζ) =
φ(ζ)− φ(0)
1− φ̄(0)φ(ζ)

satisfait aux conditions du lemme de Schwarz et puis on a :∣∣∣∣ φ(ζ)− φ(0)
1− φ̄(0)φ(ζ)

∣∣∣∣ ≤ |ζ|

si |zeta| ≤ 1.
Prennant ici ζ = z

r et sachant que φ( z
r ) = f(z)

M on obtient le résultat.

Corrigé de l’Exercice 2.13

Soit
z 7→ F (z) =

M(f(z)− f(0))
M2 − f̄(0)f(z)

une fonction auxiliére. Cette fonction F (z) satisfait aux conditions du lemme de
Schwarz et puis |F ′(0)| ≤ 1. On obtient de la définition de F (z) que

M(f(z)− f(0))
z

=
F (z)
z

(M2 − f̄(O)f(z))
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En passant au limite lorsque z → 0 dans cette égalité, nous obtenons l’égalité
suivante :

Mf ′(0) = F ′(0)(M2 − |f(0)|2).

En comptant, que |F ′(0)| ≤ 1, on obtient le résultat.

Corrigé de l’Exercice 2.14

Nous utilison la formule de Poisson :

I =
2π

1− a2

1
2π

∫ 2π

0

(1− a2) sinnθ
1− 2a cos(π/2− θ) + a2

dθ =

frac2π1− a2 1
2π

∫ 2π

0

<(−i exp(inθ))(1− a2)dθ
1− 2a cos(π/2− θ) + a2

=

2π
1− a2

<(−ian exp(inπ/2)) =
2π

1− a2
sin

nπ

2
=
{

0, si n = 2k
2π

1−a2 (−1)ka2k+1, sin = 2k + 1,

Ici, k ∈ N.

Exercices du Chapitre “Prolongement analytique”

Exercice 3.15. Eléments et leurs prolongements -1.
Démontrer que les éléments

F1 = (B1,
∞∑

n=0

zn), B1 = {z ∈ C : |z| < 1}

et

F2 = (B2,
1

1− i

∞∑
n=0

(
z − i

1− i
)n), B2 = {z ∈ C : |z − i| <

√
2}

sont les prolongements analytiques l’un de l’autre.
Indications Corrigé

Exercice 3.16. Eléments et leurs prolongements -2
Démontrer que l’élément

F = (B1, log 2−
∞∑

n=1

1
n

(
1− z

2
)n), B1 = {z ∈ C : |z − 1| < 2}

est un prolongement analytique immédiate de l’élément

F = (B0,
∞∑

n=1

(−1)n z
n

n
, B0 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Indications Corrigé

Exercice 3.17. Eléments et leurs prolongements - 3
Démontrer que les éléments

F1 = (B1,
∞∑

n=1

zn

n
), B1 = {z ∈ C : |z| < 1}

et

F2 = (B2, πi+
∞∑

n=1

(
(−1)n

n
)(z − 2)n), B2 = {z ∈ C : |z − 2| < 1}

sont les prolongements analytiques l’un de l’autre malgré qu’ils n’ont pas du
domaine de convergence commun.
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Indications Corrigé

Exercice 3.18. Théorème de Pringsheim
Démontrer que si le rayon de convergence d’une série

∑∞
0 anz

n égale à 1 et
an ≥ 0 alors la somme de cette série n’est pas prolongeable vers le point z = 1

Indications Corrigé

Exercice 3.19. Prolongement analytique et composantes connexes
Soient F1 = (B1, f1), F2 = (B2, f2) deux éleéments tels que B1

⋂
B2 6= ∅ et qu’ils

sont les prolongements analytiques l’un de l’autre. Donner un exemple d’un pair
F1, F2 tel que si B1

⋂
B2 n’est pas connexe, les valeurs des fonctions f1 et f2

peuvent être différentes sur les composantes connexes de B1

⋂
B2 (sauf celle du

prolongement).

Indications Corrigé

Exercice 3.20. Principe de continuité
Donner un exemple des deux fonctions f1 et f2 qui sont analytiques dans les
domaines D1 et D2 respectivement et D1

⋂
D2 = D = ∆1

⋃
∆2 et f1(z) = f2(z)

si z ∈ ∆1, mais f1(z) 6= f2(z) si z ∈ ∆2.

Indications Corrigé

Exercice 3.21. Principe de symétrie
Soit f(z) analytique dans C et

=f(z)|y=0 = <f(z)|x=0 = 0.

Montrer que f est une fonction impaire (f(−z) = −f(z)).

Indications Corrigé

Exercice 3.22. Contre-exemple au théorème 3.4 (dit "Théoré de mono-
dromie")
Montrer ( par un exemple) que si un élément F n’est pas prolongeable le long
au moins d’un chemin de l’homotopie ϕ entre la courbe γ1 et la courbe γ2, alors
les prolongements de F le long γ1 et le long γ2 peuvent être différentes

Indications Corrigé

3.12 Indications

Indications pour Exercice 3.15

Etudier la fonction f(z) = 1
1−z .

Indications pour Exercice 3.16

Etudier la fonction f(z) = log(1 + z) et l’arrangement des domaines.

Indications pour Exercice 3.17

Regarder des deux chemins arbitraires γ1 et γ2 de la source z = 0 et de la "cible"
z = 2 dans le demi-plan =z > 0. Les éléments F1 et F2 sont prolongements
analytiques l’un de l’autre le long les chemins. Quelle fonction est définie par les
prolongements ?

Indications pour Exercice 3.18

Par absurde. Soit h ∈ (0, 1) un tel nombre que la série
∞∑

n=1

f (n)(h)

n!
(z − h)n

est convergente dans le disque Br(h) = {z ∈ C : |z − h| < r} et h + r > 1.
Observer que

|f (n)(h exp(iθ)| = f (n)(h).

Indications pour Exercice 3.19

Passer á la forme exponentielle : z = r exp(iφ). Regarder les fonctions f1(r, φ) =√
r exp(iφ/2), −π < φ < π et f2(r, φ) =

√
r exp iφ/2, π

2 < φ < 3π
2 . Prendre

comme D1 = {z ∈ C : z = r exp(iφ), −π < φ < π, r > 0} et comme D2 = {z ∈
C : z = r exp(iφ), π

2 < φ < 3π
2 , r > 0}. Démontrer que f1 et f2 sont analytiques

dans D1 et D2 respectivement.

Indications pour Exercice 3.20
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Regarder les fonctions f1(z) = log |z| + iargz, −π < arg z < π
2 et f2(z) =

log |z|+ iargz, 0 < arg z < 3π
2 . Prendre comme ∆1 = {z ∈ C : <z ≥ 0, =z ≥ 0}

et comme ∆2{z ∈ C : <z ≤ 0, =z ≤ 0}.

Indications pour Exercice 3.21

En utilisant le principe de symétrie, observer que f(z) = f̄(z̄)). Regarder la
fonction z 7→ F (z) = if(z).

Indications pour Exercices 3.22

Regarder l’élément F0 = (B1(0) = {z ∈ C : |z| < 1}, f0 = n
√
r exp(iφ

n ,
−π
2 < φ <

π
2 . Il admet un prolongement le long γ1 = {z ∈ C : z = exp(−iπt), t ∈ [0, 1]} par
une famille F 1

t = (B1
r(t), f

1
t ) telle que

B1
r(t) = {z ∈ C : |z − exp(−πt)| < 1}, f1

t = n
√
r exp(i

φ

n
,
−π
2
− πt < φ <

π

2
− πt

ainsi qu’un prolongement le long γ2 = {z ∈ C : z = exp(iπt), t ∈ [0, 1]} par la
famille Ft = (Br(t), ft) telle que

Br(t) = {z ∈ C : |z − exp(πt)| < 1}, ft = n
√
r exp(i

φ

n
,
−π
2

+ πt < φ <
π

2
+ πt.

Vérifier que F0 = F 1
0 , mais F1 6= F 1

1 , malgré qu’ils ont les même rayon de
convergence. Montrer que le prolongement analytique de F0 le long un chemin
passant par l’origin z = 0 est impossible. Etudier le comportement de la dérivée
f ′t(z) lorsque z → 0

3.13 Corrigé

Corrigé de l’Exercice 3.15

Soit f(z) = 1
1−z . Alors

f(z) =
1

1− z
=

∞∑
n=0

zn,

si z ∈ B1(0) = {z ∈ C : |z| < 1}.
De l’autre côté, la fonction f(z) = 1

1−z admet le developpement comme une série
convergente en voisinage du point z = i :

f(z) =
1

1− z
=

1
1− i− (z − i)

=
1

1− i

∞∑
n=0

(
z − i

1− i

)n

.

Donc, les éléments F1 et F2 représentent la même fonction z → 1
1−z dans les

disques B1(0) et B√2(z − i) d’où le résultat.

Corrigé de l’Exercice 3.16

Comme dans l’enonce 3.15, on peut vérifier directement que la fonction z →
log(1 + z) est représent par les éléments F et F0. Le disque B1(0) = {|z| < 1} ⊂
B2(1) = {|z − 1| < 2} ce que donne des garanties que F est un prolongement
analytique immèdiate de l’élément F0.

Corrigé de l’Exercice 3.17

Le rayon de convergence de la série
∑∞

n=1
zn

n est égale 1. Cette série représente
dans le disque B1(0) = {z ∈ C : |z| < 1} la fonction f(z) = − log(1−z) ( La série
se converge absolument et normalement dans ce disque et la série des dérivées
sum∞

n=1z
n−1 converge vers la fonction f ′(z) = 1

1−z dans le même disque.)
De l’autre côté, f(z) = − log(1− z) = − log(1 + (z − 2)) + iπ.

Corrigé de l’Exercice 3.18

Soit f(z) =
∑∞

n=0 anz
n. Par absurde, on suppose qu’il existe un tel nombre

h ∈ (0, 1) que la série
∞∑

n=0

f (n)(h)
n!

(z − h)n
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est convergente dans le disque Br = {z ∈ C : |z− h| < r} et que h+ r > 1. On a

|f (k)(h exp(iθ))| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

n!
k!
anh

n−k exp(i(n− k)θ)

∣∣∣∣∣ = f (k)(h)

et puis la série
∞∑

n=0

f (n)(h exp(iθ))
n!

(z − h exp(iθ))n

converge pour tout θ dans un disqueB′r(h exp(iθ)) = {z ∈ C : |z−h exp(iθ)| < r}.
Alors, la fonction f est analytique dans le disque Bh+r(0) = {z ∈ C : |z| < r+h}
du rayon h + r > 1 ce que est une contardiction (le rayon de convergence est
égale à 1).

Corrigé de l’Exercice 3.19

Soit z = r exp(iφ). Considérons les fonctions f1(r, φ) =
√
r exp(iφ/2), −π < φ <

π et f2(r, φ) =
√
r exp iφ/2, π

2 < φ < 3π
2 . Nous prenons comme les domaines

D1 = {z ∈ C : z = r exp(iφ), −π < φ < π, r > 0} et D2 = {z ∈ C : z =
r exp(iφ), π

2 < φ < 3π
2 , r > 0}.

L’ĺément F1 = (D1, f1) définit une fonction f1 dans le plan complexe z coupant
le long le demi-axe réel <z < 0. Cette fonction est analytique puisque w2 =
f2
1 (z) = r exp(iφ) = z tel que f1(z) =

√
z ; La dérivation f ′1(z) existe ∀z ∈ D1

parce que f1 est une application univaluée de D1 vers le demi-plan <w > 0.
Cette dérivation on peut calculer comme

f ′1(z) =
1
dz
dw

=
1

2w
=

1
2f1(z)

.

Donc, f1(z) est analytique dans le domaine D1. De même façon on obtient que
f2 est analytique dans D2.
L’intersection D1

⋂
D2 6= ∅ et contient le deux composantes connexes ∆1 = {z ∈

C : <z < 0, =z > 0} et ∆2 = {z ∈ C : <z < 0, =z < 0}.
Par définition on a :

f1(z) = f2(z), z ∈ ∆1, et f1(z) 6= f2(z), z ∈ ∆2.

Les éléments F1 et F2 sont les prolongements l’un de l’autre par le quadrant ∆1.

Corrigé de l’Exercice 3.20

Regardons les fonctions f1(z) = log |z| + iargz, −π < arg z < π
2 et f2(z) =

log |z|+ iargz, 0 < arg z < 3π
2 . Prenons comme ∆1 = {z ∈ C : <z ≥ 0, =z ≥ 0}

et comme ∆2{z ∈ C : <z ≤ 0, =z ≤ 0}. Alors les fonctions f1 et f2 satisfont les
conditions de l’exercice.
Comparer avec l’exemple dans l’exercice 3.19.

Corrigé de l’Exercice 3.21

On remarque que f(z) = f̄(z̄) en vue du principe de symétrie, parce que

=f(z)|y=0 = <f(z)|x=0 = 0.

Considèrons la fonction z 7→ F (z) = if(z). Alors

=F (z)|x=0 = <f(z)|x=0 = 0.

En sachant que les points z et z̄ sont symétriques par rapport l’axe <z = 0, on
obtient F (z) = F̄ (−z̄) ou f(z) = − ¯f(−¯)z d’où ( avec f(z) = f̄(z̄)) le résultat

Corrigé de l’Exercice 3.22

Regardons la famille des éléments Ft = (Brt(exp(iπt)) = {z ∈ C : |z−exp(iπt)| <
1}, ft = n

√
r exp(iφ

n ,
−π
2 + πt < φ < π

2 + πt.
C’est claire (voir aussi 3.19) que wn = fn

t (z) = z alors il existe

f ′t(z) =
1
dz
dw

=
1

n(ft)n−1

et la limite limz→0 f
′
t(z) = ∞. On a que la fonction ft est analytique dans le

disque Brt
centré en exp(iπt). Sa série de Laurent en voisinage de exp(iπt) a Brt

comme son disque de convergence et puis, les éléments Ft = (Brt
, ft), t ∈ [0, 1]

effectuent un prolongement analytique de l’élément F0 vers l’élément F1 le long
du chemin γ1 = {z ∈ C : z = exp(iπt), t ∈ [0, 1]} ( le demi-cercle dans =z > 0.)
De l’autre côté l’élément F0 admet un prolongement le long γ1 = {z ∈ C : z =
exp(−iπt), t ∈ [0, 1]} par une famille F 1

t = (B1
r(t), f

1
t ) telle que

B1
r(t) = {z ∈ C : |z − exp(−πt)| < 1}, f1

t = n
√
r exp(i

φ

n
,
−π
2
− πt < φ <

π

2
− πt

On obtient F0 = F 1
0 , mais F1 6= F 1

1 , malgré qu’ils ont les mêmes disques de
convergence. En fait, soit t = 1, z = −1 = exp(iπ) alors f1(−1) = exp(iπ/n)
mais f1

1 (−1) = exp(−iπ/n).
On voit qu’une homotopie entre γ et γ1 est possible seulement dans un domaine
qui contient le point z = 0. Mais un prolongation analytique de l’élément F0 le
long un chemin passant par z = 0 est impossible la dérivée f ′t(z) → ∞ lorsque
z → 0.
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Exercices du Chapitre ‘Zéros des fonctions holo-
morphes”

Exercice 4.23. Théorm̀e de Mittag-Leffler-1
Trouver, en utilisant le théorème de Weierstrass-Mittag-Leffler, une expression
générale d’une fonction méromorphe f , ayant des pôles d’ordre 2 dans les points
bk = πk, k ∈ Z, telles que leurs parties principales dans ces points sont

gn(z) =
1

(z − πn)2
.

Indications Corrigé

Exercice 4.24. Théorm̀e de Mittag-Leffler-2
Soit f(z) = 1

sin2 z
. En utilisant 4.23, montrer que la série de Laurent de f à

l’origine z = 0 ne contient que la partie principale.
Indications Corrigé

Exercice 4.25. Théorm̀e de Mittag-Leffler-3
Trouver une expression générale, en utilisant le théorème de Mittag-Leffler, d’une
fonction f ayant des pôles d’ordre 1 dans les points bn = n, n ∈ N avec des résidus
Resz=bn

f(z) = n.
Indications Corrigé

Exercice 4.26. Produit infini - 1
Montrer que a)

∞∏
n=1

(
1 +

1
n+ 2

)
= 2;

b)
∞∏

n=1

n3 − 1
n3 + 1

=
2
3
.

Indications Corrigé

Exercice 4.27. Produit infini - 2
Etudier les produits infinis suivants a)

∞∏
n=1

(
1 +

i

n

)
;

b)
∞∏

n=1

∣∣∣∣1 +
i

n

∣∣∣∣ .
Indications Corrigé

Exercice 4.28. a) Montrer que l’application

f : C̄ 7→ C̄, f(z) = w =
dz − b

a− cz

transforme le cercle γ = {z ∈ C : |z| = 1} dans une droite si et seulement si
|a| = |c| > 0 ;
b)Trouver une fonction w = f(z) telle qu’elle effectue une application du disque
B1(0) = {z ∈ C : |z| < 1} sur le disque B1(i) = {w ∈ C : |w − i| < 1} et qu’elle
transforme les points z = 0 et z = 1 aux points w = i/2 et w = 0 respectivement.

Indications Corrigé

Exercice 4.29. Produit infini et le produit de type de Blaschke
Soit {zn}n∈N une suite des nombres complexes telle que
a)∀n ∈ N, 0 < |zn| < 1 et |zn| < |zn+1|; b)la série

∞∑
n=1

(1− |zn|)

est convergente.
Montrer que le produit infini

∞∏
n=1

zn − z

1− zzn
z̄n

converge dans le disque B1(0) et définie une fonction analytique f qui s’annule
seulement dans les points z1, z2, ... et satisfait à l’inégalité |f(z)| < 1.

Indications Corrigé

Exercice 4.30.

Indications Corrigé
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4.14 Indications

Indications pour Exercice 4.23

Montrer que la série de la partie principale
+∞∑

n=−∞

1
(z − nπ)2

converge uniformement sur tout compact Appliquer le corollaire du théorème de
Mittage - Leffler

Indications pour Exercice 4.24

Observer que la fonction

z → h(z) =
1

sin2 z
−

+∞∑
−∞

1
(z − nπ)2

est périodique de période π. Montrer que elle est bornée dans la bande G = {z ∈
C : 0 < <z ≤ π} et, par conséquent, dans C. Utiliser le théorème de Liouville.

Indications pour Exercice 4.25

Observer que la partie principale de f

gn(z) =
n

z − n
= −(1 +

z

n
)− z2

n(n− z)
.

Montrer que

| z2

n(n− z)
| ≤ 1√

n(n− 4
√
n)
.

Appliquer le corollaire du théorème de Mittage - Leffler.

Indications pour Exercice 4.26

1. Vérifier l’égalité :

Pn =
n∏

k=1

(1 +
1

k(k + 2)
) =

2(n+ 1)
n+ 2

.

2. Montrer que

Pn =
n∏

k=1

k3 − 1
k3 + 1

=
2(n2 + n+ 1)

3n(n+ 1)
.

Indications pour Exercice 4.27

1. Etudier la série
∞∑

n=1

log(1 +
i

n
).

Considèrer les parties réelles et imaginaires.
2. Etudier la série

∞∑
n=1

log |1 +
i

n
|.

Indications pour Exercice 4.28

a) Etudier le pre-image du point w = ∞. Pourquoi il appartient au cercle |z| = 1 ?
b)Utiliser la formule de l’exercice 3.15 pour les points symétriques w = i/2 et
w∗. Utiliser la formule de l’application homographique de trois points donnés.

Indications pour Exercice 4.29

Montrer que

|un(z)| < 2 =
2(1− |zn|)
1− |zn|)

.

Utiliser le fait que limk→∞ zk = 1.
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4.15 Corrigé

Corrigé de l’Exercice 4.23

La série des paries principales

+∞∑
n=−∞

1
(z − nπ)2

converge de faĉcon uniforme sur tout compact parce qu’il existe une série majorée

+∞∑
n=−∞

1
(r − nπ)2

pour tout disque Br(0) = {z ∈ C : |z| < r}. Alors le corollaire du théorème de
Mittag-Leffler (??) est applicable :

f(z) = h(z) +
+∞∑
n=1

(gn(z)− Pn(z))

avec Pn(z) = 0n d’où

f(z) = h(z) +
+∞∑

n=−∞

1
(z − nπ)2

.

Corrigé de l’Exercice 4.24

On utilise l’exercice 4.23. La fonction

z → h(z) =
1

sin2 z
−

+∞∑
−∞

1
(z − nπ)2

est périodique de période π. Elle est bornée dans la bande G = {z ∈ C : 0 <
<z ≤ π} parce que

|z − nπ| ≥ nπ − |z| ≥ π(n− 1).

Alors,

|
+∞∑

n=−∞

1
(z − nπ)2

| ≤ 1
|z|2

+
m∑

n=−m

1
|z − nπ|2

+
+∞∑

n=m+1

1
(n− 1)2π2

tends vers 0 lorsque z →∞.

On utilise que pour z = x+ iy

| sin2 z| = sin2 x+ sinh2 y →∞, lorsque, z →∞, 0 < <z ≤ π

et donc la fonction h(z) est bornée dans G et puis, par périodicité, elle est bornée
dans C. Le théorème de Liouville implique que h(z) ≡ 0, d’où

1
sin2 z

=
+∞∑

n=−∞

1
(z − nπ)2

.

Corrigé de l’Exercice 4.25

Regradons la partie principale de f :

gn(z) =
n

z − n
= −(1 +

z

n
+ (

z

n
)2 + ...), |z| < n.

On obtient directement que

gn(z) + 1 +
z

n
= −(

z

n
)2 + (

z

n
)3 + ...) = − z2

n(n− z)
=

z2

n(z − n)
.

On voit que

| z2

n(n− z)
| ≤ 1√

n(n− 4
√
n)
, ∀z ∈ {z ∈ C : |z| < 4

√
n}.

Alors la série
+∞∑
n=1

z2

n(z − n)

est uniformement convergente sur tout compact K ⊂ C comme une série des
fonctions méromorhes. (C’est-à-dire, on n’a que le nombre fini des terms avec
des pôles en K et, aprés elimination de ces terms, la série est uniformement
convergente sur K).
Maintenat on peut appliquer le corollaire du théorème de Mittage - Leffler (??) :

f(z) = h(z) +
+∞∑
n=1

z2

n(z − n)
.

Corrigé de l’Exercice 4.26
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1. On a directement l’égalité suivante :

Pn =
n∏

k=1

(1 +
1

k(k + 2)
) =

n∏
k=1

(k + 1)2

k(k + 2)
=

((n+ 1)!)2

n!(n+ 2)!
=

2(n+ 1)
n+ 2

.

Alors
∞∏

n=1

(1 +
1

n(n+ 2)
) = lim

n→∞
Pn = lim

n→∞
2(1− 1

n+ 2
) = 2.

2. Le calcul direct montre que

Pn =
n∏

k=1

k3 − 1
k3 + 1

=
n∏

k=1

(k − 1)(k2 + k + 1)
(k + 1)(k2 − k + 1)

=

2(n− 1)!
(n+ 1)!

n∏
k=1

k2 + k + 1
(k − 1)2 + (k − 1) + 1

=
2(n2 + n+ 1)

3n(n+ 1)
.

D’où
∞∏

n=1

n3 − 1
n3 + 1

= lim
n→∞

Pn =
2
3
.

Corrigé de l’Exercice 4.27

1. Etudions la série
∞∑

n=1

log(1 +
i

n
)

qui converge ( ou diverge toujours ensemble avec le produit
∏∞

n=1(1+ i
n )) Consi-

dèron les parties réelles et imaginaires :
∞∑

n=1

log(1 +
i

n
) =

1
2

∞∑
n=1

log(1 +
1
n2

) + i
∞∑

n=1

arctan
1
n
.

La série
1
2

∞∑
n=1

log(1 +
1
n2

)

est convergente (elle converge ensemble avec la série
∑∞

n=1
1

n2 ) mais la série

∞∑
n=1

arctan
1
n

est divergente ( ensemble avec la série 2. Etudier la série
∑∞

n=1
1
n ). Donc la série

∞∑
n=1

log(1 +
i

n
)

(ainsi que le produit
∏∞

n=1(1 + i
n )) est divergente.

2. Etudions la série
∞∑

n=1

log |1 +
i

n
|.

C ’est une série convergente car

∞∑
n=1

log |1 +
i

n
| = 1

2

∞∑
n=1

log(1 +
1
n2

).

Alors, apres 1., le produit
∏∞

n=1 |1 + i
n | est convergente.

Corrigé de l’Exercice 4.28

a) Supposons que l’image du cercle γ = {|z| = 1} par l’application

z → w =
dz − b

a− cz

est une droite. Alors, si w = ∞, on a z = a
c et donc |ac | = 1.

Inversement, soit |a| = |c| > 0. L’application

w → z =
aw + b

cw + d

transforme le point ∞ → a
c qui appartient au cercle γ = {|z| = 1}. Mais si un

point du cercle unité se transforme au point infini le pré-image du cercle est une
droite.
b)
Utilisons la formule de l’exercice 3.15 pour les points symétriques w = i/2 et
w∗ :

w∗ = i+
1

i/2− i
= −i,

alors l’application homographique de trois points connues :

z − z1
z − z2

z3 − z2
z3 − z1

=
w − w1

w − w2

w3 − w2

w3 − w1

pour les triples (w(0) = i/2, w(1) = 0, w(∞) = −i) est

w =
i− iz

z + 2
.

Corrigé de l’Exercice ??
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Soit la fonction

z →
∞∏

n=k

zn − z

1− zz̄n
z̄n.

Considérons cette fonction dans le disque

Br=|zk|(0) = {z ∈ C : |z| < |zk|}.

Les facteurs dans ce produit s’annulent pas et

|un(z)| :=
∣∣∣∣ (zn − z)z̄n

1− zz̄n
− 1
∣∣∣∣ = 1− |zn|2

|1− zz̄n|
<

2(1− |zn|)
1− |zn|

.

Quand la série
∑∞

n=1(1− |zn|) est convergente le produit infini

∞∏
n=k

zn − z

1− zz̄n
z̄n

converge dans le disque B|zk|(0) vers une fonction analytique dans B|zk|(0) que
s’annule pas dans ce disque.
De l’autre côté, le produit infini

∞∏
n=1

zn − z

1− zz̄n
z̄n

est une fonction P , qui est analytiqu dans B|zk|(0) et s’annule seulement dans
z1, . . . , zk−1.
La limite limk→∞ zk = 1 car la série

∑∞
n=1(1 − |zn|) est convergente. Alors la

fonction P est analytique dans B1(0) = {z ∈ C : |z| < 1} qui s’annule seulement
en points z1, z2, . . .. On a, de plus,∣∣∣∣ (zn − z)z̄n

1− zz̄n

∣∣∣∣ < |z̄n| < 1.

Donc,
|P (z)| < 1, ∀z ∈ B1(0) = {z ∈ C : |z| < 1}.

Exercices du Chapitre “Méthode du col”

Exercice 5.31. Intégration par parties
Calculer les premiers termes du développement asymptotique, lorsque t→ +∞,
des intégrales suivantes :

I1(t) =
∫ +∞

0

e−tx

1 + x
dx; I2(t) =

∫ 1

0

eitx

1 + x
dx,

en faisant des intégration par parties.
Indications Corrigé

Exercice 5.32. Méthode du col réel
Nous supposons que les intégrales à paramétre dans cette exercice sont absolu-
ment convergentes.
Soient a, b, c, α, β des réels tels que 0 < b ≤ +∞, c > 0, α > −1, β > 0.

1. Montrer que, lorsque t→ +∞

I(t) =
∫ b

0

xαet(a−cxβ)dx ∼=
1
β

Γ(
1 + α

β
)eat(ct)−

1+α
β ;

2. Montrer que, si

J(t) =
∫ +∞

0

f(x) exp(tg(x))dx,

où g prend son maximum (supposé fini) en x = 0 et les fonctions f et g ont
les développements asymptotiques au voisinage de l’origine

f(x) ∼ Axα, g(x) ∼ a− cxβ + o(xβ)

où A 6= 0,
on a J(t) ∼ I(t) lorsque t→ +∞ et

J(t) ∼
∫ +∞

0

Axαet(a−cxβ+o(xβ)dx ∼=
A

β
Γ(

1 + α

β
)eat(ct)−

1+α
β ;

où A 6= 0 ;
3. Calculer le développement asymptotique lorsque t→ +∞ de l’intégrale

I(t) =
∫ π/2

−π/2

e−t sin2 xdx

.
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Indications Corrigé

Exercice 5.33. Cas d’une phase complexe

1. Montrer que ∫ +∞

0

xt−1e±ixdx = Γ(t)e±
1
2 iπt;

2. Soient a, b, c, α, β des réels tels que 0 < b ≤ +∞, c 6= 0, 0 < α+ 1 < β.
Soit

I(t) =
∫ b

0

xαeit(a+cxβ)dx.

2.1 Si c > 0 montrer le développement asymptotique lorsque t→ +∞ :

I(t) ∼= Γ(
α+ 1
β

)e
iπ
2

α+1
β

eiαt

β(ct)
α+1

β

;

2.2 Si c < 0 montrer le développement asymptotique lorsque t→ +∞ :

I(t) ∼= Γ(
α+ 1
β

)e
−iπ
2

α+1
β

eiαt

β(−ct)
α+1

β

;

3. Donner un développement asymptotique, lorsque t→ +∞ :

a)J1(t) =
∫ π/2

0

eit cos xdx,

b)J2(t) =
∫ +∞

−∞
cos(tx2 − x)dx.

Indications Corrigé

Exercice 5.34. Méthode du col complexe. Applications
Soit γ un chemin fermé autour de l’origine z = 0. Calculer l’intégrale

In =
∮

γ

e(n+1)z

zn+1
dz

et retrouver à nouveau la formule de Stirling.

Indications Corrigé

Exercice 5.35. Fonction d’Airy
Nous chercherons le développement asymptotique, lorsque t → +∞, de la fonc-
tion d’Airy définie comme l’intégrale

Ai(t) =
1
π

∫ +∞

0

cos(
1
3
w3 + tw)dw.

1. Par un changement de variable, mettre cette fonction sous la forme

Ai(t) =
√
t

2π

∫ +∞

−∞
eit

3
2 ( 1

3 z3+z)dz.

2. On indiquera quels sont les points cols et les lignes de plus grande pente
associées ;

3. En déduire l’équivalent lorsque t→ +∞

Ai(t) ∼=
√
π

2t
1
4
e
−2
3 t

3
2

.

Indications Corrigé

Exercice 5.36. Fonction de Bessel révisée
Nous chercherons le développement asymptotique, lorsque λ→ +∞, de la fonc-
tion de Bessel définie comme l’intégrale complexe :

Jn(λ) =
1

2πi

∮
|z|=1

exp(
λ

2
(z − 1

z
))

dz

zn+1
.

Indications Corrigé
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5.16 Indications

Indications pour Exercice 5.31

1. Pour I1(t) : prendre u = 1
1+x et dv = e−txdx. Pour I2(t) : prendre u = 1

1+x

et dv = eixtdx.
2 Soit I1(t) = “1er terme” plus “reste”. Vérifier que le rest est o( 1

t ) lorsque
t→ +∞.
3 Faire un raisonnement pour l’ordre du reste de I2(t).

Indications pour Exercice 5.32

1. Mettre eat devant l’intégrale et faire un changement de variable z = ctxβ .
Utiliser la définition de la fonction Gamma (43). Remarquer que le résultat reste
le même que b soit fini ou infini.
2. On peut utiliser le méthode du col réel (??) et montrer que les contributions
essentielles au développement asymptotique de J(t), lorsque t→ +∞, sont dues
au voisinage de x = 0, ce qui revient à remplacer J(t) par l’intégrale précedente.
3. Utiliser la formule (??) avec [a, b] = [−π/2, π/2], g = 1, f = − sin2 x.

Indications pour Exercice 5.33

1. Montrer que si <t > 0 et <α > 0 on a∫ +∞

0

xt−1eαxdx =
Γ(t)
αt

en considèrant d’abord la somme de deux intégrales réelles∫ +∞

0

xt−1eαxdx =
∫ 1

0

xt−1eαxdx+
∫ +∞

1

xt−1eαxdx

et puis le prolongement sur le plan complexe comme une fonction meromorphe
de t.
2. Appliquer les raisonnements de l’exercice 5.32 et puis le résultat de 5.33 .1
3. Appliquer les raisonnements de l’exercice 5.32 et puis le résultat de 5.33 .1
4. Appliquer la formule ?? pour l’intégrale∫ b2

b1

g(x) exp(itf(x))dx

avec
a) avec b2,1 = ±π

2 et f(x) = cosx;
b) Utiliser la forme exponentielle de cos (la formule d’Euler) et puis la formule
(??).

Indications pour Exercice 5.34

Calculer l’intégrale In par le théorème de Cauchy des residus et puis utiliser la
formule (??) pour la fonction f ≡ 1 et g = z − log z, avec t = n+ 1 →∞.

Indications pour Exercice 5.35

Utiliser la formule d’Euler ( la forme exponentielle de cos), puis, la pairité de cos
et le changement des variables s =

√
tz.

Soit z = x+ iy. Les point cols sont z = ±i et les lignes de plus grande pente sont
l’axe imaginaire x = 0 et l’hyperbole 1

3 (x2 − 3y2) + x = 0.
En suite, la formule (??) est directement applicable.

Indications pour Exercice 5.36

Appliquer la formule (??) pour la fonction f(z) = 1
2 (z − 1

z ). Considèrer deux
points critiques z = ±i et la ligne de niveaux critique <f = 0. Les directions de
plus grande pente sont θ = −π

4 (en z = i) et θ = π
4 (en z = −i).
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5.17 Corrigé

Corrigé de l’Exercice 5.31

1. Soit la fonction

I1(t) =
∫ +∞

0

exp(−tx)
1 + x

dx,

et t→ +∞, t ∈ R.
On peut l’intégrer par partie, en prenant, u = 1

1+x et dv = e−txdx.
On a :

I1(t) = − 1
t(1 + x)

exp(−tx)|+∞0 − 1
t

∫ +∞

0

exp(−tx)
(1 + x)2

dx =

1
t
− 1
t

∫ +∞

0

exp(−tx)
(1 + x)2

dx.

En repetant cette intégration n fois, on obtient la série suivante :

I1(t) = In(t) +
1
tn

∫ +∞

0

exp(−tx)
(1 + x)n+1

dx

et

In(t) =
n∑

k=0

(−1)kk!
tn+1

.

Une autre faĉcon d’avoir le développement de cette intégrale est suivante : on
fait le changement des variables : y = tx :

I1(t) =
∫ +∞

0

exp(−tx)
1 + x

dx =
∫ +∞

0

exp(−y)
t+ y

dy =
∫ +∞

t

exp(−(y − t))
y

dy = E(t).

Cette fonction est une cousine de la fonction connue comme la fonction expo-
nentielle intégrale :

Ei(t) =
∫ t

−∞

exp(y)
y

dy :

en fait, E(t) = − exp(t)Ei(−t).
La fonction Ei(−t) est bien définie quel que soit t < 0. En revanche, si on prend
t ∈ R+, l’intégrale devient impropre, puisque l’intervalle d’intégration inclut le
point t = 0, où l’intégrand diverge. Par contre, si t ∈ C l’int‘’egrale est toujours
bien définie, à condition de déformer le chemin d’intégration de faĉcon à éviter
l’origine y = 0 ( cette déformation est un procédé standard pour effectuer un
prolongement analytique - voir Chapitre 3).
Quand t se rapproche de l’origine on peut passer au-dessus de celle-ci et allonger
le chemin en le faisant passer juste au-dessus de l’axe réel, ou passer au-dessous

en complétant le chemin juste au-dessous de R+. Ceci donne deux chemins com-
plexes conjugués l’un de l’autre.
Il en résulte que, pour <z > 0 la fonction Ei(z) a une partie imaginaire finie,
même si z est infiniment proche du demi-axe réel positif. Sur les deux chemins
conjugués ci-dessus, l’intégrand est réel. Ainsi, pour t > 0

Ei(t+ i0) = Ei(t− i0), etEi(t± i0) = lim
ε→0

Ei(t± ε).

Une intégration par partie permet d’écrire :∫ +∞

t

exp(−(y − t))
y

dy = exp(t)
∫ +∞

t

exp(−y)
y

dy =

exp(t)
[
− exp(−y)

y
|+∞t −

∫ +∞

t

exp(−y)
y2

dy

]
=

1
t
− exp(t)

∫ +∞

t

exp(−y)
y2

dy.

En continuant les intégrations par parties successives, on trouve :

E(t) =
1
t
− 1!
t2

+
2!
t3

+ ...+ (−1)n−1 (n− 1)!
tn

+ (−1)nn!
∫ +∞

t

exp(−(y − t))
yn+1

dy.

Pour le reste de ce développement, on a la majoration en notant que

exp(−(y − t)) ≤ 1,
1

yn+1
≤ 1
tn+1

quand t ≤ y :

n!
∫ +∞

t

exp(−(y − t))
yn+1

dy =
n!
tn+1

− (n+ 1)!
∫ +∞

t

exp(−(y − t))
yn+2

dy <
n!
tn+1

.

Donc, alors, on peut écrire

E(t) ∼
n∑

k=1

(−1)k−1 (k − 1)!
tk

+O(
1

tn+1
), t >> 1.

Attention ! ! ! Il ne faudrait pas d’essayer à écrire le reste sous la forme de la série :
∞∑

k=n+1

(−1)n−1 (n− 1)!
tn

qui est certainement divergente !
2. Lorsque la fonction 1

1+x est infiniment dérivable sur l’intervalle de l’intégration
[0, 1] on obtient par l’intégtation par parties n fois que∫ 1

0

exp(itx)
1 + x

dx =
n−1∑
k=0

(−1)kik

tk+1

[
exp(it)
2k+1

− 1
]

+ o(
1
tn

)
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quand t→ +∞.

Corrigé de l’Exercice 5.32

1. On va mettre eat devant l’intégrale et puis on va faire un changement de
variable z = ctxβ . On obtient par le calcul direct :

I(t) =
exp(at)
β

∫ cbβt

0

(
z

ct
)

α
β exp(−z)( z

ct
)

1
β−1 dz

ct
=

exp(at)
β

(ct)−
α+1

β

∫ cbβt

0

z
α+1

β −1 exp(−z)dz

On va utiliser la formule intégrale pour la fonction Gamma (43) : lorsque t→∞
et cβ > 0

I(t) ∼ 1
β

Γ(
α+ 1
β

) exp(at)(ct)−
α+1

β .

Remarquons que le résultat reste le même que b soit fini ou infini (sous les
conditions sur c et β.

2.

3. On applique la formule (??) avec [a, b] = [−π/2, π/2], g = 1, f = − sin2 x :

f ′(x) = −2 sinx cosx = 0, x = ±π
2
, 0

sur l’intervalle [−π/2, π/2]. Mais

f ′′(x) = −2 cos 2x > 0, x = ±π
2
, et f ′′(0) = −2.

Donc , la formule (??) montre le terme principal de l’integrale

I(t) ∼
√
π

t
, t→∞.

Corrigé de l’Exercice 5.33

1. Nous supposons d’abord que a ∈ R+ et l’intégrale

F (z, a) =
∫ ∞

0

xz−1 exp(−ax)dx =
1
za

∫ ∞

0

yz−1 exp(−y)dy =
Γ(z)
za

par le changement y = ax. Maintenant, rappelons, que la fonction F (z, a) admet
une decomposition

F (z, a) = P (z, a) +Q(z, a) =
∫ 1

0

xz−1 exp(−ax)dx+
∫ ∞

1

xz−1 exp(−ax)dx

telle que la fonction Q(z, a) est une fonction entier en z pour tout a : <a > 0 et

P (z, a) =
∫ 1

0

xz−1
∞∑

n=0

(−1)nan

n!
xndx =

∞∑
n=0

(−1)nan

n!

∫ 1

0

xz+n−1dx =

∞∑
n=0

(−1)nan

n!(z + n)

admet un prolongement comme une fonction mèromorphe en z avec des pôles
simples en zn = −n, n ∈ N et des résidus rn = (−a)n

n! .
En tournant le chemin d’intégration dans la formule intégrale da la fonction Γ
en ±π

2 , on obtient pour 0 < <z < 1 :∫ ∞

0

yz−1 exp(±iy)dy =
Γ(z)

exp(± iπz
2 )

.

2. On va mettre eiat devant l’intégrale et puis on va faire un changement de
variable z = ctxβ . On obtient par le calcul direct :

I(t) =
exp(iat)

β

∫ cbβt

0

(
z

ct
)

α
β exp(iz)(

z

ct
)

1
β−1 dz

ct
=

exp(iat)
β

(ct)−
α+1

β

∫ cbβt

0

z
α+1

β −1 exp(iz)dz

On va utiliser la formule intégrale pour la fonction Gamma et le résultat de
l’exercice précédent : lorsque t→ +∞ et c > 0

I(t) ∼ Γ(
α+ 1
β

) exp(
iπ

2
α+ 1
β

)
exp(iat)

β(ct)
α+1

β

.

Remarquons que le résultat reste le même que b soit fini ou infini (sous les
conditions sur c et β.
3. Mêmes raisons appliquént en cas c < 0.
4. Nous utilisons la formule ?? pour l’intégrale∫ b2

b1

g(x) exp(itf(x))dx

avec g ≡ 1 et avec b2,1 = ±π
2 et f(x) = cosx.
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On écire l’intégrale comme

1
2

∫ π
2

−π
2

exp(it cosx)dx.

La dérivée f ′(x) = − sinx s’annule dans un seul point
x0 = 0 et −π

2 < x0 = 0 < π
2 , et puis, f ′′(x0) = −1 < 0.

Alors

J1(t) =
1
2

∫ π
2

−π
2

exp(it cosx)dx ∼
√

(
2π
t

) exp(i(t− π

4
)),

quand t→ +∞.
b) Utilisons la forme exponentielle de cos (la formule d’Euler) et puis la formule
(??) pour g1(x) = e−ix, f1(x) = x2 et pour g2(x) = eix, f2(x) = −x2.
On a :

J2(t) =
1
2

∫ +∞

−∞
[exp i(tx2 − x) + exp−i(tx2 − x)]dx =

1
2

∫ +∞

−∞
cosx exp(itx2)dx+

1
2

∫ +∞

−∞
cosx exp(−itx2)dx.

On obtient directement :

J2(t) ∼
1
2
(√ exp i(t+

π

4
) +√ exp i(t− π

4
)) =

√
π

2t
exp(it).

Corrigé de l’Exercice 5.34

1. On va calculer l’intégrale In par le théorème de Cauchy des residus :

In =
∮

γ

e(n+1)z

zn+1
dz = 2πiResz=0

e(n+1)z

zn+1
=

2πi
1
n!

lim
z→0

dn

dzn
[en+1] = 2πi

(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
.

2. De l’autre côté, on peut utiliser la formule (??) pour la fonction f ≡ 1 et
g = z − log z, avec t = n+ 1 →∞ :

In =
∮

γ

e(n+1)z

zn+1
dz =

∮
γ

e(n+1)(z−log z)dz

et nous pouvons appliquer le méthode du col complexe : f ′(z) = 1 − 1
z , z0 =

1, f”(z) = 1
z2 et f”(1) = 1. On a (après la formule (??) :

In ∼
√

2π
n+ 1

ien+1,

d’où on conclut que

2πi
(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
∼
√

2π
n+ 1

ien+1.

Par conséquent, on obtient la formule de Stirling :

(n+ 1)! ∼
√

2π(n+ 1)
en+1

(n+ 1)n+1.

Corrigé de l’Exercice 5.35

1.Nous pouvons re-écrire la fonction Ai(t) comme

Ai(t) =
1
2π

∫ +∞

−∞
ei( s3

3 +ts)ds

et puis, on va fair le changement des variables : s =
√
tz :

Ai(t) =
√
t

2π

∫ +∞

−∞
eit

3
2 ( z3

3 +z)dz.

2. Calculons les points cols : f(t, z) = i
√
t( z3

3 +z), f ′(z) = i
√
t(z2+1), z1,2 = ±i.

La valeur de la fonction en ces points est f(t, z1,2) = ∓
√
t 23 et puis Imf(t, z1,2) =

0. =f(z, t) = x(x2 − 3y2 + x) = 0 sont les lignes de plus grande pente associées.
Par exemple, la ligne de plus grande pente passant par le point z = i est la
branche de l’hyperbole x2 − 3y2 + x) = 0, y > 0.
Soit z réel, z > 0. Alors nous pouvons oublier le point col z2 = −i (parce que
2
3

√
t > 0 et max<(f) = 0 sur les chemin d’intégration.

3. Nous utilisond la formule (??) : f”(i) = −2
√
t et arg(f”(i)) = π avec tf(t, i) =

it
√
t(−i

3 + i) = −t
√
t 23 d’où

Ai(t) ∼ 1
2
√
π 4
√
t
e−

2
3 t

2
3 ,

lorsque t→ +∞.

Corrigé de l’Exercice5.36

1. On peut appliquer la formule (??) pour la fonction f(z) = 1
2 (z − 1

z ). Consi-
dèrons f ′(z) = 1

2 (1 + 1
z2 ) = 0 et , donc, les deux points critiques : z = ±i.

et la ligne de niveaux critique <f = 0. Le niveau < prend la mêe valeur en ces
points :
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<f =
1
2
(x− x

x2 + y2
) = 0, z = ±i

donc il faut tenir compte des deux directions.
La ligne de niveau critique <f = 0 est composée du cercle : x2 + y2 = |z| = 1 et
de l’axe imaginaire x = 0. Les directions de plus grande pente sont θ = −π

4 (en
z = i) et θ = π

4 (en z = −i).
La formule (??) donne

Jn(λ) ∼ 1
2πi

(
e−

iπ
4

e
inπ
2
eiλ

√
2π
λ
− e

iπ
4

e
−inπ

2

e−iλ

√
2π
λ

)
=

√
2
πλ

cos(λ− n
π

2
− π

4
).
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