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Chapitre 1

Rappels sur les anneaux

1.1 Anneaux

Définition 1.1.1 Un anneau est un ensemble A, muni de deux lois, notées en général par +
et x telles que (A,+) soit un groupe abélien, (A, x) un monoide (ie. la loi est associative) et
vérifiant de plus une propriété de distributivité de l’addition par rapport a la multiplication.

Si, de plus, la multiplication admet un élément neutre, noté 1 en général, on dira que
Uanneau A est unitaire et si cette méme multiplication est commutative, on dira que l’anneau
est commutatif.

En fait, dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considérés
seront commutatifs unitaires.

Exemples : Z, Q, R, C, K[X], K[X1,...,Xy], mais aussi, dans le cas non commutatif,
Endg(E) ou E est un K-espace vectoriel, ’ensemble des matrices carrées a coefficients dans K,
I'ensemble des fonctions de R dans R, etc .... On peut aussi considérer que A = {0} est un
anneau.

Définition 1.1.2 Un homomorphisme d’anneaux est une application f: A — B ou A, B sont
deuz anneauz telle que, pour tous a,a’ € A, on ait f(a +a') = f(a) + f(d') et f(a x d) =
f(a) x f(da'). Si A et B sont unitaires, On dira que f est unitaire si f(1) = 1.

Définition 1.1.3 Un sous-anneau d’un anneau A est un sous-groupe B de (A,+) tel que, pour
tous z,y € B, x x y € B (et, dans le cas unitaire, 1 € B).

Donnons encore quelques définitions utiles :

- le centre d’un anneau A est ’ensemble des z € A tels que, pour tout y € A, z Xy = y X x.
Le centre est un sous-anneau de A.

- Un élément x € A est dit inversible s’il existe y € A tel que z x y = y x x = 1. Les
éléments inversibles de A forment un groupe pour la multiplication. Exemple : quels sont les
éléments inversibles de Z/nZ? Si tout élément, non nul, de A est inversible, nous dirons que A
est un corps.

- Un élément = # 0 de A pour lequel il existe y # 0 dans A tel que zy = yx = 0 est appelé
diviseur de zéro. Un anneau qui ne possede aucun diviseur de zéro est dit intégre. Exemples :
Z est integre, un corps K est integre, Z /67 ne l'est pas. Un type particulier de diviseur de zéro
est donné par les éléments z € A tels qu’il existe un entier n avec ™ = 0. Un tel élément est dit
nilpotent. L’ensemble des éléments nilpotents est appelé nilradical de A.



4 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES ANNEAUX

1.2 Idéaux

Nous pourrions donner la définition générale dans le cas d’anneaux non commutatifs d’idéal
a droite, a gauche et bilatere, mais, comme rappelé ci-dessus, les anneaux considérés seront
(presque) toujours commutatifs.

Définition 1.2.1 Un idéal I d’un anneau A est un sous-ensemble de A tel que :
1. (I,4) est un sous-groupe de (A, +) ;
2. pour touta € Aettoutx €l,axzel.

Exemples : Si K est un corps, K n’a que deux idéaux {0} et K lui-méme. Si f : A — B est
un homomorphisme d’anneaux, alors ker(f) est un idéal de A. Le nilradical d’un anneau est un
idéal.

Soit a € A, alors ’ensemble des éléments {ax|z € A} est un idéal de A, noté aA ou Aa,
un tel idéal est dit principal. Un anneau integre dans lequel tout idéal est principal est appelé
anneau principal.

Exemples : Z ou K[X] sont des anneaux principaux.

Définition 1.2.2 soient I, J deuzr idéauz de A. L’ensemble [ +J ={a+bla € I,be€ J} est un
idéal de A appelé somme de I et J.

L’ensemble 1.J = {sommes finies de produits : ab | a € I,b € J} est un idéal de A appelé
produit de I et J.

On peut encore noter que U'intersection I N J est un idéal de A et on a IJ C I N J tandis
que la réunion I U J n’ est pas en général un idéal, maisona ITUJ C I+ J.

Définition 1.2.3 Soit S une partie d’un anneau A, alors l'intersection de tous les idéauzx de A
contenant S est un idéal. On dit que c’est l’idéal engendré par S ou encore que les éléments de
S sont des générateurs de cet idéal

Exemple : L’idéal principal Aa est 'idéal engendré par a. Si S = {ai,...,a,} est une partie
finie, on notera (ay,...,a,) I'idéal engendré par S. On peut par exemple vérifier que I + J est
I’idéal engendré par I U J.

1.3 Anneaux quotients

Soit A un anneau (commutatif!) et I un idéal. Définissons sur A la relation R par xRy ssi
x —y € I. On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence ; on peut donc considérer
I’ensemble quotient, ensemble des classes d’équivalence pour R, qu’on notera ici A/I, on notera
T, dans un premier temps et pour simplifier, la classe qui contient I’élément = € A, par la suite,
on écrira plus légitimement a + 1.

On peut munir A/I d’une structure “naturelle” d’anneau en définissant deux lois :

- addition : T + 7% = x + y, dont on vérifie la cohérence!

- multiplication : T X § = x X y, pour laquelle également, on vérifie la 1égitimité.

On vérifie ensuite facilement que ces deux lois conferent a A/I une structure d’anneau et
que la surjection naturelle 7 : A — A/I, x — T, est un homomorphisme d’anneaux.

Théoréme 1.3.1 Pour tout homomorphisme d’anneaux g : A — B et tout idéal I de A tel que
I C ker(g) se factorise a travers un unique homomorphisme d’anneaux h: A/I — B.
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Preuve : Il n’y a pas de choix pour définir i car “factoriser” signifie que ’on doit avoir how = g
ottm: A — A/I est la surjection naturelle ; on doit donc avoir h((z)) = g(z) pour tout x € A. Il
suffit de voir que cette application est bien définie, c’est-a-dire qu’elle n’envoie pas un élémnent
de A/I sur plusieurs éléments de B : en effet, on définit 'image de la classe de x € A comme
Iimage de n’importe quel élément x’ qui se trouve dans la méme classe, modulo I, que z. En
somme, il faut vérifier que si xRz’ alors g(z) = g(2'); mais c’est précisément ce que donne la
condition I C ker(g), puisque zR2’ < z — 2’ € I C ker(g) = g(x — ') = 0 = g(z) = g(2’).
L’unicité provient du fait que I’on n’a eu aucun choix pour définir h.

Remarque : un cas particulier trés important est le cas ou précisément I = ker(g); dans ce cas,
h devient injective.

Proposition 1.3.1 Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaur de A contenant un
idéal I et les idéaux de A/I.

La preuve est laissée en exercice.

1.4 Idéaux premiers. Idéaux maximaux

Définition 1.4.1 Un idéalp # A d’un anneau A est dit premier six Xy € p =T €pP ou y € p.
Un idéal m # A est dit maximal si, pour tout idéal propre I, I D m = [ = m.

Lemme 1.4.1 p est premier ssi A/p est intégre.

Preuve : Supposons p premier, alors 7y =0 =>zy €p =z €pouy € p,douz=00ouy=0.
Inversement, si A/p est integre, on a zy € p = Ty = Ty = 0 dans le quotient, d’ou T = 0
ouy = 0, c’est-a-dire x € p ou y € p.

Lemme 1.4.2 1. m est mazimal ssi A/m est un corps.
2. Sim est maximal, alors m est premier.

Preuve : 2. est une conséquence immédiate de 1.

1. Supposons d’abord m maximal et soit T # 0 un élément du quotient. Alors x¢m, d’ou
I'idéal engendré par x et m est anneau A tout entier, donc 1 € A peut s’écrire 1 = Ax + m ou
m € m, ce qui nous donne dans le quotient : AT = 1 ie. T admet un inverse \.

Inversement, supposons que A/m soit un corps. Considérons un idéal propre I et supposons
que I D m strictement, alors, il existe x € I tel que T # 0, il existe donc 7 tel que Ty = 1,
ce qui se traduit dans A, par xy — 1 € m ou encore 1 = zy +m, m € m. Mais, m € p C [ et
x €l = zy el ce quiimplique 1 € I, dou I = A.

Exemples : Tous les idéaux de Z sont de la forme nZ. Lesquels sont premiers? Lesquels sont
maximaux ? De méme, pour k[X] ou k est un corps. Donner des exemples d’idéaux, d’idéaux
premeirs, d’idéaux maximaux de k[X,Y], de k[X,Y, Z].

Théoréme 1.4.1 Tout idéal propre I de A est contenu dans un idéal mazimal.

Avant de prouver ce théoreme, il nous faut faire un rappel sur un aziome de la théorie des
ensembles (équivalent & I’axiome du choix) qu’on appelle le

Lemme 1.4.3 de Zorn Tout ensemble inductivement ordonné non vide admet des éléments
Marimaur.
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Rappelons qu’un ensemble E est dit inductivement ordonné si tout sous-ensemble tota-
lement ordonné F' de E admet un majorant, c’est-a-dire qu’il existe un élément = € FE tel que
Yy € F, y < z. Un élément mazximal de E est un élément a € Etelquex € Feta <z =a=x.
Preuve du théoreme : Considérons I'’ensemble £ des idéaux propres J de A tels que I C J. On
ordonne & par inclusion. On a I € £, donc £ est non vide.

Montrons que £ est ordonné inductivement. Soit F un sous-ensemble totalement ordonné
de &. Alors, pour tout couple d’idéaux H et K de F, on a H C K ou K C K, 1 n’appartient
a aucun et chacun contient I. Prenons alors la réunion L des éléments de F. C’est un idéal de
A : en effet, si z,y € L, alors il existe H C K telsque x € H,y € K, donc z —y € K C L, donc
(L,+) est un groupe. De plus, pour tout a € A, ax € H C L. L est donc un idéal, ne contenant
pas 1 (sinon, il existerait un H qui contiendrait 1). Enfin, il est clair que I C L. Donc L est un
majorant de F.

Par conséquent, (€, C) satisfait aux hypotheses du lemme de Zorn, donc admet un élément
maximal M, c’est-a-dire qu’il existe M dans £ tel que K € £, M C M = K = M. Ce qui, par
définition, dit que M est un idéal maximal de A qui contient I par construction.

Corollaire 1.4.1 Tout élément non inversible de A est contenu dans un idéal mazimal.

Définition 1.4.2 Un anneau A qui n’a qu’un seul idéal maximal est dit local. S’il posséde un
nombre fini d’idéaux, on dit qu’il est semi-local.

Proposition 1.4.1 i. Soit A un anneau et M un idéal propre de A tel que tout x n’appartenant
pas a M est inversible. Alors A est local d’idéal maximal M.

1. Soit M un idéal maximal d’un anneau A et supposons que tout élément x de 1 + M =
{1+m|m € M} est inversible, alors (A, M) est local.

Preuve : i. M est clairement maximal puisque la condition implique que tout élément non nul
de A/M est inversible, donc A/M est un corps. De plus, si I est un idéal de A, non contenu
dans M, alors il existe € I,z¢ M, mais alors ’hypothese dit que x est inversible, donc que
1=z"1'2 €1, dou I = A. Autrement dit, tout idéal propre de A est contenu dans M.

ii. Supposons qu’il existe un idéal I de A qui ne soit pas contenu dans M. Alors, par
maximalité de M, I + M = A. D’ou, il existe x € I, m € M tels que 1 = x 4+ m ou encore
r=1—méel+ M, donc x est inversible, d’ou I = A.

1.5 Anneaux de fractions

Soit A un anneau. Nous dirons qu’un sous-enssemble S de A est une partie multiplicative
sile SetVer,ye S, xy e S.
Considérons alors I’ensemble produit S x A et la relation d’équivalence sur ce produit :

(s,a)R(t,b) < Ju € S tq. u(ta — sb) = 0.

On vérifie bien stir que R est bien une relation d’équivalence et on note S~ A 1’ensemble
quotient et ¢ un représentant de la classe (s,a).

On peut munir S~'A d’une structure d’anneau en le munissant des deux opéraitions
suivantes :

- addition : ¢ + % = atsitbs : on vérifie que c’est bien défini et que cette loi confere & S~1A
une structure de groupe abélien ;

- multiplication : ¢ X % = Z—i’ ; la encore on fait les vérifications nécessaires et on définit :

Définition 1.5.1 L’anneau (S~1A,+, x) est appelée anneau des fractions de A relativement a

S.
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On a une application naturelle : ¢ : A — S~'A définie par ¢(a) = { qu’on vérifie étre un
homomorphisme d’anneaux unitaires. De plus, pour tout s € S, ¢(s) est inversible dans S~1A.

Remarques : 1. Si 0 € S, alors S~'A4 = {0}.
2. Si A est integre, ¢ est injective et on identifie A au sous-anneau ¢(A) de S7'A (on
remarquera que, dans ce cas, la relation R s’écrit plus simplement : (a, s)R(b,t) < at = bs).

Exemples : le premier exemple qui vient a ’esprit évidemment est le passage de Z a Q, autre-
ment dit l'introduction des “vraies” fractions. Effectivement, prenons dans Z, S = {n € Z|n #
0}, alors S est une partie stable et S™!Z = Q. Comme Z est integre, on réalise Z comme un
sous-anneau de Q.

Cet exemple se généralise a tout anneau A intégre en prenant pour S l’ensemble des
éléments non nuls. On obtient ainsi A C S™'A qui est un corps, puisque tout élément non nul y
est inversible. Dans ce cas, S~1A s’appelle le corps des fractions de A. Si A = Z, c’est ’exemple
ci-dessus, si A = k[X], on obtient pour S~!A le corps des fractions rationnelles & une variable,
et de méme pour plusieurs variables.

Si f € A n’est pas un diviseur de zéro, alors I'ensemble S = {1, f, f2,..., f*, ...} est une
partie multiplicative et S~1A = {frlac Ak eZ}.

Dernier exemple, si p est un idéal premier de A, alors S = A\ p est une partie multiplicative
et 'anneau des fractions correspondant S~'A est noté Ap et appelé localisé de A en p.

Comme dans le cas des quotients (& ne pas confondre avec ’anneau des fractions!!!), on
a une “propriété universelle” (cad. qui caractérise) d'un anneau de fractions :

Proposition 1.5.1 Soit f : A — B un homomorphisme d’anneauz (unitaires) et S une partie
multiplicative de A telle que, pour tout s € S, f(s) est inversible dans B. Alors, il existe un
unique homomorphisme h : ST'A — B tel que f = ho ¢.

Preuve : il est naturel de vouloir définir A par

en ayant remarqué déja que f(s) est inversible.

Il faut vérifier que c’est bien défini : prenons ¢ = %, alors, il existe u € S tel que u(at —
bs) = 0, dou f(u)(f(a)f(t) — f(b)f(s)) = 0, mais comme f(u) est inversible, on en déduit
f(a)f(t) = f(b)f(s) ou encore f(a)f(s)~t = f(b)f(t)~L. Il ne reste qu’a vérifier que c’est bien

un homomorphisme d’anneaux ; I'unicité résulte immédiatement de la définition.

Proposition 1.5.2 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A, alors :

(i) pour tout idéal I de A, S™'I = {%]a € I,s € S} est le S™tA-idéal engendré par ¢(I).
De plus, tout idéal propre J de S™'A provient d’un idéal de A ne rencontrant pas S.

(ii) S~ respecte linclusion et U'on a : S~ (I+J) = STH+S71J, S~YIJ) = (S1I)(S~1),
S Y InJ)=8"tInS1J.

(iii) Les idéauz premiers de S™'A sont en bijection avec les idéauz premiers de A ne
rencontrant pas S.

Preuve : On vérifie facilement que S~'I est un idéal de S—'A. De plus, ST D ¢(I), d’on
H(I)S™TA (qui est précisément I'idéal engendré par ¢(I) dans S™1A) est inclus dans S~!1.
Mais, comme, pour tout a € I, ¢ = %% € ¢(I)S™ A, on en déduit que S C ¢(I)S~LA.

Soit J un idéal de S~ A. Alors ¢=1(J) est un idéal de A et $=1(J)NS = () (sinon, il existe
s€S,s€dI(J]), doud(s) =s/l€Jet1l=(1)(%) e Jie J=STA).

S
(ii) est immédiat.
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(iii) Soit q un idéal premier de S~ A ; alors ¢~ '(q) est un idéal premier de A ne rencontrant
pas S et on a, comme dans (i), S~ (¢~ 1(q)) = q.

Inversement, soit p un idéal de A ne rencontrant pas S, alors, par définition de S~1'p,
S~1p est un idéal premier de S~!A et on vérifie que ¢ 1 (S71p) = p. En effet, une des inclusions
est purement ensembliste : p C ¢~ 1(S7p). Mais, d’un autre c6té, si x € ¢~ 1(S~1p), alors
¢(x) € ST'p =y ep, t €S tels que £ = ¢(x) = L. Ce qui signifie qu’il existe s € S tel que
s(tx —y) = 0, donc stz € p et, comme st¢p, on en déduit = € p.

Exemple-Remarque : Il n’est pas vrai que S~ réalise une bijection entre I'ensemble des idéaux
de A qui ne rencontrent pas S et I’ensemble des idéaux de S~!A.

En effet, soit A un anneau et p;,po deux idéaux premiers. Soit S = A\ p1 et I = p; N po.
Alors, si t € po, tdp1, et © € p1, x¢pe, y = tox € I, dot z = ¥ € S~ autrement dit
r € ¢~ 1(S7H), mais x¢I, don ¢~ (S £ 1.

1.6 Compléments

Lemme 1.6.1 d’évitement Soit A un anneau commutatif unitaire et I un sous-ensemble de
A stable pour l'addition et la multiplication (en particulier, I peut étre un idéal de A). Soit
{p1,p2,...,ps} une famille d’idéaux dont 2 au plus ne sont pas premiers. Alors

S
I1C Upi=>3i tel que I C p;.
i=1

Preuve : On procede par récurrence sur s. Si s = 1, il n’y a rien a prouver.
(1) Soit il existe un j tel que INp; € Uj;p;, auquel cas, I C U;x;p; et le lemme est prouvé
par récurrence.
(2) Soit, pour tout j, INp;ZU;-;p;. Choisissons alors, pour tout j, x; € INp;, x;¢€ Uiz; b
Prenons k tel que si s > 2, alors pi est premier, si s = 2, alors k quelconque et posons

z:xk—i—H:ci.

Je prétends que z, qui appartient évidemment a I, n’appartient a aucun des p;. En effet :
e Sis=2 z=ux +x2¢p; pour i =1,2.
e Si s > 2, supposons d’abord que z = xj + Hi#k z; € pr. On en déduit que H#k T; € pr et,
comme py, est premier, cela implique que 'un au moins de ces x; appartient a pg, ce qui contredit
le choix de z;.

Supposons maintenant que z = xj + H#k x; € pj, pour un j # k. Mais alors, cela signifie
que xj, € pj, ce qui contredit le choix de xy.
Conclusion : il existe z € I tel que z n’appartient a aucun p;, ce qui évidemment contredit le
fait que I C U;_,p,. Donc (2) est faux, donc (1) est vrai et on conclut par récurrence.

Exercice : Soient Iy,...,I, des idéaux de A et p un idéal premier tel que p O NI'_, I, alors il

existe s tel que p O I,. De plus, si p = N]'_;I,, alors il existe s tel que p = I,.

Définition 1.6.1 Le radical (de Jacobson) d’un anneau A est lintersection de tous les idéaux
mazimauz de A. C’est bien sir un idéal, on le notera R(A) ou encore v/A.

Proposition 1.6.1 Un élément x de A appartient au radical R(A) de A ssi 1—xy est inversible
dans A, pour tout y € A.
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Preuve : = : Soit € R(A). Si 1 — xy n’est pas inversible pour au moins un y € A, alors 1 — zy
est contenu dans un idéal maximal M. Mais z € R(A) C M, d’ou xy € M et, par conséquent,
1 € M ce qui est impossible.

< : Supposons donc 1 — xy inversible, pour tout y € A et supposons qu’il existe un idéal
maximal M qui ne contient pas x. Alors, xtA+ M = A, d’ot, il existe m € M et y € A tels que
zy +m = 1; autrement dit, m =1 — xy € M, ce qui est absurde puisque 1 — zy est inversible.

Proposition 1.6.2 Le nilradical N(A) est l'intersection de tous les idéaux premiers de A.

Preuve : Soit N’ I'intersection de tous les idéaux premiers de A. Il nous faut montrer N’ = N(A).

Montrons d’abord N C N’. Pour cela , soit x € A nilpotent ; il existe donc n € N tel que
2™ = 0. Mais alors ™ € p, d’ou x € p, pour tout idéal premier p de A.

Inversement : soit © € A non nilpotent. On va montrer qu’il existe p, un idéal premier, tel
que x&p.

Soit ¥ = {Iidéal | Yn > 0, z"¢I}. Clairement, {0} € 3, donc ¥ # 0 et X est une
partie ordonnée inductivement ; par conséquent, d’apres le lemme de Zorn, ¥ admet un élément
maximal, appelons-le p. On montre que p est un idéal premier.

Soient u, vep. Alors p est strictement inclus dans p + Au et dans p + Av, d’out, par maxi-
malité de p, ni 'un, ni 'autre de ces idéaux n’appartient a ¥. Par conséquent, il existe m > 0
et n > 0 tels que 2™ € p + Au et 2" € p + Av, dott 2™ € (p + Au)(p + AV) = p + Auv.
D’ou p + Auv n’appartient pas a 3, autrement dit, uvgp. Donc p est un idéal premier qui, par
construction, ne contient pas .
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