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TD n° 3. Simulation de variables aléatoires

Exercice 1

Soit F}, la fonction de répartition empirique d’une suite de v.a. (X;)1<i<y, i.1.d de fonction
de répartition F' continue. Soit H, la fonction de répartition empirique d’une suite de v.a.
(Ui)1<i<n 1i.d de loi uniforme sur ]0,1[ et de fonction de répartition H. Montrer a I'aide de
I'inverse généralisée que |F,, — F|o = |Hp, — H|oo-

Qu’en déduit-on pour le théoreme de Glivenko-Cantelli et de Kolmogorov.

Exercice 2
Soit X une v.a. de loi discrete :

X = pOd{zo} + P15{x1} +oe +pn5{xn}7

ou (pi)i<i<n €st une probabilité sur I'ensemble {zg,x1,...,z,}. On veut simuler X a partir
d’une v.a. U de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que la v.a.

Y =20 Liw<pey + 21 Ypo<u<potp} + + To Lpottp, 1 <<t}

a meme loi que X.

Exercice 3

Soit X une v.a. de loi binomiale de parametres n et p : P(X = k) = CFp*(1 — p)"F,
k=0,1,...,n. On veut simuler la loi de X a partir de n v.a. indépendantes Uy, ..., U, de loi
uniforme sur [0, 1]. Montrer que la v.a. Y égale au nombre de U; qui sont inférieurs a p suit la
méme loi que X.

En déduire la simulation des lois géométrique et multinomiale.

Exercice 4

Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1], montrer que I’on peut simuler la loi exponentielle
de parametre A > 0 en posant X = —log U/\.

Exercice 5
Soient (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de loi exponentielle de parametre A > 0.
1. Montrer que la v.a.

Y = Iixi<iexirxo) 2 X ixixoci<xiixorxs) + 0 X Ly i x, <1< x4t Xoga ) T - -

suit une loi de Poisson de parametre A :
P(Y =n)=21e* n>0.

En déduire une méthode de simulation de la loi de Poisson.



2.

Montrer que la v.a.
Y=X1+Xo+ -+ X,

suit la loi Gamma, I'(a, A) de parametres n et A. Pour rappel la fonction de densité de
cette loi est :

)\a
(a—1)!

En déduire une méthode de simulation de la loi Gamma.

Siz >0, fy(z) = 2 te ™M et fy(x) = 0siz <0

Exercice 6

Soit T" une v.a. exponentielle d’espérance 1, et © une v.a. uniformément distribuée a

valeurs dans [0, 27r[. On suppose T' et © indépendantes. On définit :

X =V2Tcos(©) et Y =+2Tsin(0).

1. Montrer que X et Y ont méme loi et sont indépendantes.

2. Quelle est cette loi commune ?

3. Soient U et U, des v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. Quelle est la loi du couple

de v.a.
((—2log Up)Y? cos(2nUs), (—2log Uy)Y? sin(27U,)) ?

En déduire la simulation des lois de Cauchy, du Khi 2, de student, de Fisher.

Exercice 7 Soient X et Y deux v.a. indépendantes de méme loi exponentielle de

parametre 1.

1.
2.

Trouver la loi conditionnelle de X sachant {Y > (1 — X?)/2}.

Soit Z une v.a. suivant la loi ci-dessus et S une v.a. indépendante de Z prenant la valeur
—1 ou +1 avec une probabilité 1/2. Trouver la loi de SZ.

En déduire une méthode de simulation d’une loi centrée réduite.

Exercice 8 Soit un entier n > 0, g un vecteur de R”, ¥ une matrice de covariance. La

factorisation de Choleski permet de décomposer ¥ sous la forme ¥ = AA" avec A une matrice
carrée.

Montrer que si X = (X, ..., X,,) est un n—uplet de v.a. indépendantes de méme loi A/(0, 1)

alors :

Y =AX +pu~N(pX).

En déduire une méthode de simulation d’un vecteur gaussien de loi N (p, X2).

Exercice 9

Il est possible de simuler assez correctement la loi normale centrée réduite a 1’aide de 12

variables aléatoires uniformes sur [0, 1]. Déterminer et justifier cette méthode.



Exercice 10

Soit X une v.a. dont la densité f est continue et a support compact inclus dans I'intervalle
la,b]. Soit k un réel tel que kesup, f(z). On considere une v.a. P = (U, V) uniformément
distribuée dans le rectangle [a,b] x [0, k]. On désigne par A la partie du plan située entre 1’axe
des abscisses et le graphe de f.

On cherche a simuler la loi de X. Pour ceci, on effectue des tirages successifs P, =
(U1,V1)y..., Py = (U, Vy), ... selon laloi de P et 'on définit la v.a. X de la maniere suivante :
si le point P, = (U;, V;) se trouve dans A, alors on pose Y = Uj, sinon on tire a nouveau selon
la loi de P et indépendamment des tirages précédants.

1. Soit N le nombre de tirages nécessaires pour atteindre A. Montrer que pour tout nel,

aire(A) (k(b —a) — aire(A))”l |

PN =m =30~ k(b —a)

En déduire que par ce procédé, on atteint I’ensemble A au bout un nombre de tirages
presque surement fini.

2. Montrer que Y peut se définir ainsi :

Y = U; surlévénement {P, € A}
Y = U, surlévénement {P, ¢ A, P, € A}

Y = U, surlévénement {P,¢ A, ..., P,_1¢ A, P, € A}

(En particulier, vérifier que ceci définit bien une v.a.)

3. Montrer que Y a méme loi que X.



