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TP 1 SCILAB : Résolution d'équation

En annexe sont présentés quelques rappels sur les théorémes du point fixe et la méthode de Newton.
On utilisera par défaut la fonction f (x| =x*—2 sur[1,2].

Activité 1 : Méthode par dichotomie
On se place dans le cas d'une fonction f continue sur un intervalle [a , b} de IR sur lequel f ne
s'annule qu'une fois en changeant de signe.

1.

(98]

Définir une suite X, convergeant vers X avec f (x| =0, l'unique solution de 1'équation
flx)=0sur|a,b
Déterminer I'ordre de cette méthode.

Définir une condition d'existence et un criteére d'arrét pour le programme.

Ecrire une fonction scilab [x0,n]=dicho(f,a,b,e) permettant le calcul de X avec une précision
donnée e ayant en arguments de sortie la valeur approchée x0 de X et le nombre d'itérations
n.

Fi(x)

Activité 2 : Méthode de la fausse position (200 ans av J.-C.)

On reprend les mémes hypotheses que pour la méthode par dichotomie.

1.

Définir une suite X, convergeant vers X avec f (x| =0 l'unique solution de I'équation
f1x|=0 sur|a,b|.

Définir une condition d'existence et un critere d'arrét pour le programme.

Ecrire une fonction scilab [x0,n]=regulafalsi(f,a,b,e) permettant le calcul de X avec une
précision donnée e ayant en arguments de sortie la valeur approchée x de X et le nombre
d'itérations n.

Utiliser la fonction scilab graphel(f,a,b) décrivant la construction graphique pas a pas des
termes X,,.
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function graphel (f, a,b)
x=linspace (a, b, 50)
y=feval (x, )

clf

plot2d(x,v) ]
plot2d(x,0*x,1) 1

n=0
i=1

while n==0
i=1+1
plot2d

cC=a-

([
f(a
plot2d ([
if

14

a bl], [t
) * (b-a)
c cl, [0
((E(a)™*

end

n=input ("Pour continuer tapez 0
sinon 1")

end

endfunction

Activité 3 : Méthode de Newton (1643-1727)

Partie A : Etude d'une équation historique (Newton, vers 1670) : x> —2x-5=0
a. Etudier les solutions de I'équation
b. On propose une racine approximative u, = 2. Quel est le résultat ?

¢. u,=2 semble proche de la solution exacte, notée a. Soit e I'écart. On pose 0=2 + e.

Remplacer x par u,te dans l'équation, puis négliger les termes e’ ez e

En déduire une nouvelle approximation de 0, que nous noterons u:

d. Reprendre le ¢. mais en remplagant X par u,+e dans I'équation.

e. En déduire une relation de récurrence entre u etu

n+l°

f. Proposer une méthode d'approximations successives de o faisant intervenir f{u ) et f'(u,)

g. Pourrait-on envisager une autre équation du type g(x)=x

Partie B : Programmation

1.

Définir une suite X, convergeant vers X avec f |X| =0 I'unique solution de I'équation
f(x]=0sur|a,b|.

Appliquer cette méthode a I'exemple f (x| =x?—2 et retrouver la méthode de Héron (Ier s.
ap. J.-C.)

Ecrire une fonction scilab [x,n]=newton(f,df,x0,e) permettant le calcul de X avec une
précision donnée e ayant en arguments de sortie la valeur approchée x de X et le nombre
d'itérations n.

Construire la fonction scilab graphe2(f,a,b) décrivant la construction graphique pas a pas des
termes X,.
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5. On donne ci-dessous le programme correspondant a la méthode de la sécante. Qu'elles sont
les différences avec la méthode de fausse position et de Newton?
function x=secante (f, x0,eps)
df = (f(x0+0.001)-f(x0))/0.001;
x = x0 - £(x0)/df;
while (abs(f(x))>eps)

df = (f(x)-£(x0))/(x-x0);
xl = x - f(x)/df;
x0 = x;
X = x1;
end
endfunction

Activité 4 : Vitesse de convergence
On reprend la fonction f(x)=x?—2 sur[1,2]

1. Décrire graphiquement I'évolution de |x, — V (—2” en fonction de n pour les 4 méthodes
abordées.
2. Déterminer graphiquement l'ordre de convergence.

3. Reprendre avec une autre fonction.

Activité 5 : La methode de Newton : un exemple en dimension 2 Gregory Vial
Notre probléme consiste a déterminer les points d'intersection d'un cercle avec une
hyperbole. Precisément, on recherche les solutions du systéme d'équations polynomiales
X2+ yr=2
x2—y?=1
[lustrer ce probléme a 'aide d'une figure.
Calculer les solutions exactes.
3. Construire une fonction [x,n,xx|=newton2(f,df,x0,eps) qui a pour arguments de sorties la
solution approchée, le nombre d'itérations et la suite | x,).
4. TIllustrer graphiquement la convergence de la suite.

N —

Le but est d'étudier le comportement de la méthode de Newton pour la résolution du systéme.
La programmation de la méthode de Newton a 1'aide de scilab ne présente pas de
difficulté excepté :
e Les fonctions f'et df sont des arguments d'entrée de la fonction newton. Il est donc
nécessaire d'utiliser la commande feval pour les appeler.
e On n'inverse pas explicitement la jacobienne, mais on résout un systeme linéaire (a l'aide de
la commande \) ;
e La fonction df est définie explicitement, mais on pourrait utiliser une dérivation symbolique
ou numérique.

Activité 6 : Utilisation de fsolve:

1. Soit f{x ,x,)=(x 13 +x23-3, X ]2 +x22-2x2) : on peut montrer que ce systéme d’équations admet une
unique solution dans le /4 de plan (x,>0,x,>0). Afin d’en obtenir une approximation, on peut taper
dans Scilab :
def f ("y=f2(x)"',"y=[x(21)"3+x(2)"3-3, x(1)"2+x(2)"2-2*%x(2)]");
x=fsolve([1,1],f2)

On obtient alors x= (0.9587068, 1.2843962) et f(x) = (- 0.4440892 E-15 ,0) ce qui confirme la
validité de la solution obtenue.
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2. Montrer graphiquement avec Scilab puis mathématiquement que les équations suivantes ont une
unique solution :

(1) 2 cos(x) - x =0 avec x >0
(i1) exp(x)-y =0 et x>+y°=2 avec x>0 et y>0
Utiliser I’instruction f sol ve de Scilab pour en obtenir une valeur approchée.

3. Calcul d’une position par GPS (Global Positioning System)

Comment fonctionne Galileo

Le systéme Galileo rg)o&e
cﬂr_ul de la position d'un polnr_
par triangulaticn. Le satelll:e
&mel &N PerTh anence

lnrnn'n ations sous forme d"endes

- un slgﬁl horaire préﬂs au
il lEan & dut! saconde.

7 - Un code propre au
=satellite qupi'permet

al I’OOEIHII' de
Fidend i
A e ces
in| ations, le
réceplear calcule la
distance qusi le 5 re du
=atellite, en fonc de

Ia vitesse de propagation
du signal,

Ensemble des ;n.u\t Pﬁqmtlm du
se trouvant & la méme 5 ? g " signal et
distance du satellite L Ll Fa ¥ - . linstant de

Position du récepteur

bme golms possibles
distance des satellites
Z ot g : tegecﬂun

Satellite 3 - 5 ” cerdes).

e Vec un tr e e, Il ne

> A misitme satelllte, I

Fo reste qu'un seul 2t unique point.
Le récepteur connalt slors sa

positihon exacte.

Comme expliqué sur la figure ci-dessus, le GPS est un systéme de positionnement bas¢ sur le
connaissance avec une précision extréme de la distance du récepteur a trois satellites (situés a des
orbites de I’ordre de 28 000km).

On suppose que les trois satellites au moment du calcul de distance ont les positions suivantes dans
un repere cartésien d’origine le centre de la terre :

S1=(-11 716.227778 , -10 118.754628 , 21 741.083973) km
S2=(-12 082.643974, -20 428.242179 , 11 741.374154) km
S3=(14 373.286650, -10 448.439349, 19 596.404858) km
Sachant que les trois distances respectives au récepteur ont été calculées et valent
(d1,d2,d3)= (22 163.847742, 21 492.777482, 21 492.469326) km

calculer avec D’instruction fsol ve de Scilab (et I’instruction norm) la position exacte du
récepteur. Vérifier que celui-ci se trouve bien a la surface de la terre.
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CORRECTIONS TP 1
Activité 1:
function y=f (x)
y=x"2-1;
endfunction
function y=df (x)
y=2*x;

endfunction

function [x,n]=dicho(f,a,b,eps)

if (f(a)*f(b)>0) then
disp ("Il ne semble pas y avoir de
zero dans 1''intervalle.");
return;
end
n=0
while (abs(b-a))>eps)
if (f(a)* f((a+b)/2)>O) then
a = (atb)/2;
else
b = (at+b)/2
end
n=n+1
end
x = (atb)/2;
endfunction

Activité 2
function [x,n]=regulafalsi(f,a,b,eps)
if (f(a)*f(b)>0) then
disp ("Il ne semble pas y avoir de
zero dans 1''intervalle.");
return;
end
n=0
m = a-f(a)*
while (abs
m = £(
if (f(a)
a = m;
else
b = m;
end
n=n+1
end
X = m;
endfunction

)—f£(a));

s)
(f(b)-f(a));
then

(b-a)/ (£ (b
(£ (m))>ep
a)* (b-a)/
*f (m)>0)

m

Activité 3

function [x,n]=newton(f,df,x0,eps)

x = x0, n=0

while (abs (f (x))>eps)
x = x - f(x)/df(x), n=n+l
end

endfunction

TP 1 scilab

function graphe2 (f,df,a,b)
x=linspace(a,b,50), y=feval (x,f)

clf(), plot2d(x,y), plot2d(x,0*x,1)
n=0, i=1

while n==

i=i+1

c=a-f (a)/df (a)

plot2d([a c], [f(a) 0],1)

plot2d([c c],[0 f(c)],1)

a=c

n=input ("Pour continuer tapez 0 sinon
l")

end

endfunction

-->[x,n]=dicho(£,1,2,0.00001)
n = 17.

X = 1.4142075
-->[x,n]=regulafalsi(£,1,2,0.00001)
n = 8.

X = 1.4142132

-->[x,n]=newton(£,d£f,1,0.00001)
n = 3.
1.4142157

20

05

oo

05
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function colimacon(g,a,b) Activiteé 4

clf function y=convergence (f,df,a,b,x0)
x=linspace(a,b,100) clf

y=feval (x,9) edicho=[], eregula=[], esecante=[]

ymin=min (0, a,min(y))
ymax=max (0, b, max (y))
plot2d(x, feval(x,q9),1l,rect=[a ymin b

enewton=[], adicho=a, bdicho=b
aregula=a, bregula=b, xsecante=a
xnewton=a

ymax])
plot2d(x,x,2) for n=1:50
u0=input ('entrer ul') // dichotomie 14
plot2d ([u0 u0l, [0 g(u0)]l,3) edicho=[edicho abs (adicho-x0) ]
n=1 if f (adicho) *f ( (adicho+bdicho) /2)<0
i=3 then bdicho=(adicho+bdicho) /2
while n== else adicho=(adicho+bdicho) /2
plot2d([u0 g(u0)], [g(uld) g(ud)],1i) end
u0=g (u0) _ // regula falsi 19
Pl?tZd([uo u0l, fud g(uo)l, 1) cregula = aregula-
i=i+1 . _
n=input ("pour continuer taper 1") f (aregula) * (bregula-aregula)/
end (f (bregula)-f (aregula))
endfunction eregula=[eregula abs(cregula-x0)]
if f(aregula)*f (cregula)<0 then

Avec la méthode de Newton: bregula=cregula

,_1 2 else aregula=cregula
mX_Q(X+X end

// secante 25
xsecante=xsecante-

f (xsecante) * (0.0001) /

(f (xsecante+0.0001)-f (xsecante))

] = ] esecante=[esecante abs (xsecante-x0) ]
1 // newton 28
1i Xxnewton=xnewton-

f (xnewton) /df (xnewton)
enewton=[enewton abs (xnewton-x0) ]
end
emax=max (max (esecante) ,max (edicho),m
- ax (eregula),max (enewton) )
1941 1z 48 14 18 18 17 M8 18 2o y=[edicho' eregula' esecante'’
enewton']
Avec une autre méthode plot2d(1:50, [edicho' eregula'
glx|=0,5x+0,5V[2) esecante'
enewton'], leg="dichol@regula@secanted
newton", logflag="nl")
20 title("vitesse de convergence")
1] endfunction

oo o0z o4 06 0.8 10 12 14 18 18 20



Université d'Angers : Epreuve de modélisation - agrégation externe de mathématiques 2008-2009
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M o5 10 15 20 25 a0 a5 40 45 &0
dicha nenton
requla

regress(l:4,1log(y(1:4,4)))
Activité 5

function y=g(x)
y=[x(1)"2+x(2)"2-2;x(1)"2-x(2)"2-1]
endfunction

function y=dg(x)
y=[2*x(1),2*x(2) ;2*x(1),-2*x(2) 1;
endfunction

function

[x,nb,xx]=newton2 (£,df,x0,eps)
err=1;

xt=x0;x=x0;xx=[x0];

nb=0;

while (err>eps)
nb=nb+1;
x=x-df (x) \f (%) ;
err=norm(x-xt);
xt=x;
XX=[xXx,X];

end

endfunction

TP 1 scilab

t=linspace (0,2*%pi, 100);
plot2d(sqrt (2) *cos (t),sqgrt(2)*sin(t), fr
ameflag=4);

t=linspace(-2,2,100);
plot(cosh(t),sinh(t));

plot (-cosh(t),sinh(t));

title ('Methode de Newton pour
1'"'"intersection de deux courbes');

[x n xx]=newton2 (h,dh, [0,5;1,5],0,0001)
plot(xx(1l,:),xx(2,:),'r+");

Activité 6
2 1 Tracer 2cos(x)-x sur [0 2] et
montrer que 2cosx—-x<2-x

2 ii Tracer la sphere et
l'exponentielle, puis utiliser la
fonction exp(x)-sgrt(2-x"2) avec fsolve

3.

def f (" y=f2(x)"," ' y=[sqrt ((x(1)+11716.
227778) 7 2+(x(2) +10118. 754628) ~ 2+
(x(3)-21741.083973)"2)-22163. 847742,
sqrt ((x(1)+12082. 643974) "2+

(X(2) +20428. 242179) "2+

(x(3)-11741. 374154)~2) - 21492. 777482,
sqrt ((x(1)-14373.286650) "2+
(x(2)+10448. 439349) "2+
(x(3)-19596. 404858) 12) - 21492. 469326]
");

-->fsolve ([2000 -5000 10001, £f2)

ans =

595.02505 - 4856.0251 4078.33

-->norm(fsolve ([2000 -5000 1000],£2))
ans =

6369.2864

Construction des courbes et solutions
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Quelques sites pour se préparer :
http://www.ann.jussieu.fr/~seguin/enseignement-agreg.html
http://cermics.enpc.fr/scilab_new/site/Initiation/index.htm

http://www.ann.jussieu.fr/~dumas/aide.html

http://www.math.bretagne.ens-cachan.fr/people/gregory.vial/
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~rjoly/archives.html

http://www.cmi.univ-mrs.fr/~melot/tp.html

TP 1 scilab


http://www.ann.jussieu.fr/~seguin/enseignement-agreg.html
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~melot/tp.html
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~rjoly/archives.html
http://www.math.bretagne.ens-cachan.fr/people/gregory.vial/
http://www.ann.jussieu.fr/~dumas/aide.html
http://cermics.enpc.fr/scilab_new/site/Initiation/index.htm
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Quelques rappels théoriques tirés de http:// www.math-linux.com/

L’objectif ce méthode est la résolution d’équation du type : fl)=0 (E)

Soit x, une solution de (E). L’idée générale est de se ramener a une équation du type () — r

ou X=X, est un point fixe de ’application g.

On introduit alors une suite d’itérée | X,|,-o qui converge vers le point fixe X, de g, qui est en
I’occurence la solution de I’équation (£).

Théoréme du point fixe
Existence.

Si g4 e Cla,b] ©t g(z) € [a.b], Yz € [a.B]> alors g a un point fixe x, en [a, b].

Unicité. Si , = ¢! [a.B] €t s’1l existe une constante - dans ]0,1[ telle que lg'(x)

<. T

sur [a, b] alors:

e lepoint fixe ** est unique

e lasuite définie par . | — 4(r,) converge vers .. le pointfixede , vr, <= [a.4]-

On généralise le théoréme dans R" :

Théoreme du point fixe pour une application contractante (Théoréme de Banach ou de Picard)

Soient £ un espace métrique complet (non vide) et fune application contractante de £ dans E. Il
existe un point fixe unique x de f dans E, c'est-a-dire tel que f(x*) = x". De plus toute suite
d'¢léments de E vérifiant la récurrence x, , | = f(x,) converge vers X

Preuve de I’existence. On définit ’application ;, sur [a,b], comme suit :
hix) =z — g[x)
Clairement : j, (a) =a—gla) <0C Rh(b) =b— g(h) >0 puisque par hypothese
glx) € [a.b],%x € [a.b]- On conclut donc en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires :
Jr, € [a.b]|/h(zx,) =10
c’esta dire :
Ay € [a,b]|/g(xs) = T4

Preuve de ’unicité. Supposons qu’il existe deux point fixes *!**? pour ’application g avec

-, + r,- En utilisant le théoréme de la moyenne, on montre I’existence d’un €lément ¢ Ela. b telle

que :


file:///wiki/Complet
file:///wiki/Espace_m%C3%A9trique
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gley) — glawa) = g'(E)(wy — a3)

donc lg(r1) — glag)| = |21 —ag| = [g'(E)]|2) — @3] < 7|2y — o] < |p — g
ce qui est contradictoire donc =
La suite définie par ;. | — 4(,) est bien définie puisque () < [a.b].x € [a.b] €t par voie de

conséquence g(x,) € [a.b]. ¥, a condition évidemment que ., = [a.B]- Comme précédemment, en

utilisant le théoréme de la moyenne, on montre I’existence pour chaque ,, , d’un élément

'E.rl—l lE]'rrl—l: 'r*[ tel que

|.fﬂ:'rr|—|:| - .qli'rt:]l = |.EJH[‘LH— |:]||--|"”_| - .l"*l E Tl'£n—| - 'r*l

_a| =
—r,| £ 7T, — ] STy — x| < .. < T — 1,

E:

mn

E:

mn

Par passage a la limite on voit clairement que :

lim |.r,, — .r*| = lim T”|.r[] — .r,,| =]
n—oo [ = =

puisque * est dans ]0,1].

Corollaire
® |r,— 1| < "sup(rg —a.an — b)

—Tl
!

|Tn — x| < |z1 — o

11—+

Preuve du corollaire. La premiére inégalité est évidente. Pour démontrer la seconde inégalité, on
utilise le fait que :

|'rr| Fl — -Fnl E Tl.l"" _"rr.'—|| E aea i T“l.l"| - JT|:||
Soit deux entiers ,, ., = N :
|'r1'.l — Ly rr|| i |.F" — Lyt | + |.l"" b1 — g |2| + v + |‘£:.'| m—1 — Fny rr.l|
= T”|.r| — .r,;,| + 7t |.r| — .:.;,| oo 4 el |.r| — .r[]|
g [T"+T”II+...+T”Im_|:||.r| —.i"[]l
]- _T.ﬂ'ﬂ
= n T —
= T {;J.—T |r| rUl
= 11-_ T|-4'| — |

En faisant tendre ,,, vers I’infini :

!

—T
¢

l1—+

|Tn — o | < |z — @
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Vitesse de convergence-Ordre de convergence d’une suite

Supposons qu’une suite (- j ., converge vers un elelment T
hm |1, — | = ]im len| =0
n—oo = =

ou

|:rl

. représente 1’erreur.
L

= .y

8’il existe deux constantes ¢ - et , tellesque: |y o = o] el

Ta— a0 |fr,. —_ J'E:lﬂ nR—a0 |.:"”|.”

on dit alors que la convergence de la suite (- y ., vers . estd’ordre p avec une constante

d’erreur asymptotique .

Cas particuliers.
Sip=I1 et C<I on dit que la convergence est linéaire.
Si p=2, la convergence est dite quadratique.

Si p=3, la convergence est dite cubique.

Ordre de convergence d’une méthode de point fixe
Evidemment plusieurs cas peuvent se présenter, on peut construire plusieurs fonctlons ; ot cela

dépend aussi de la nature de .

T DR . |
Il._.il I £ I == | alors lim M = lim |g'(&mt)| = |g'( 4]
i i, i: J ki e n—oo |rn - .r'i_l n—a0 :
donc puisque (z,) £ 0> la constante d’erreur asymptotique est (7 — lg'(x.)] et la convergence est

linéaire, c’est a dire d’ordre 1 et ¢+ .- | puisque lg'(x)| << 1surfa, b].

Si /{+,) = (0, on doit faire une ¢tude plus poussée en introduisant un developpement de Taylor au

voisinage de “* de de la fonction g> €N utilisant le fait évidemment que . tend vers 0. Par exemple

a ’ordre 3 cela donne

'r.rll 1 = r'_;I !'_,.“
(.l”': n + "I-i':l
2
= rf|r*|+ir|g|fs|+2|fj|Js|+3:.il Ij]xrle
= +||+ i 'll|.n' |+ I'EII .
: zf s{ 319 (&)

— o [5_:.-__ 3
= T4 + 21 '? L r=-2=|+ 3| I-.‘-H_J
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.i' 3
’oU LN [V
avee En E]'r.s-:c-': mn + J-i:[=]'r-i—- I |’ d ou Eptl = Tyl — Iy = ‘2.'; g 1y I + 3| ff ,_‘-..'.':

et lim |‘ n- I:| |.fflr[.."£::||
2

n—oc |._ r.-|

W . N1
la constante d’erreur asymptotique est ¢ _— |-“Jr W) | et la convergence est quadratique, c’est a dire
2

d’ordre 2. On peut alors citer le théoréme suivant.

Théoréme. Si

g'(z.) = Iffl'.i"liul'-g:: =...= g% Yz ) =1

g'(x)
g ) £ 0

alors la méthode du point fixe est d’ordre ;. .

Preuve. On introduit un développement de Taylor au voisinage de “* de de la fonction ¥ a I’ordre

, en utilisant le fait évidemment que “* tend vers 0

Tnpl = (.I” r:.u
= (_;I_n: n + "I-i::l
2 k .
rn I !
= -’,I'H'*,"l‘tn'?'fs"“z—fj|-'s,.+-~-lil_].[l|ua,
il |.L|r '-\.
= Ts+ }_ﬁr Law)
[ k
avee &n E]'rs-:c-': mn + J-i:[=]'r$-'rr||’ d ou Entl = Ll — Ly = }_IKFILI:HH:
(k)¢ !
En ] | ] : .
et Jim [SXE] = |'Jr : | puisque i £ = x,.
n— oo |f-”|-[- |E|] — 0o
Méthode de Newton
Définition

La méthode de Newton est une méthode de point fixe avec pour application  :

fl=)
flix)

gloe) =1 —

On voit clairement que rechercher un point fixe de I’application ¥ revient a chercher une solution
de I’équation

flzy=0 ().
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On rappelle que la recherche d’un point fixe se fait via un algorithme itératif définit par la suite
Tl = I"_.i":'rr.' |
le schéma numérique de la méthode de Newton est donc donné par

i . A
NE

Ty — -
i
..|r I._'rr.'_.I

"'I-H| | =

Méthode de Newton multidimensionnelle
Celle-ci généralise la méthode de Newton-Raphson pour une fonction j. p= . gr. Le schéma

est donn¢ par I'équation suivante : o=, — [Df ()] fr,)s 0 Dy est la matrice jacobienne

wnt

de ;. Lasuite () converge vers le zéro de ; (sous réserve d'existence et d'unicite).
13 1

|
ER I

Interprétation géométrique
L’équation de la tangente a la courbe de fau point (. () est donné par
b= JI.-I Ln :I + .-Irf[ Ln :I I:"'- — iy I

1y DUESE rien d’autre que I’abscisse du point d’intersection de cette tangente avec I’axe (Ox), en

effet
iy = (]
flea)
r = I — y
qu'._'rrl _.|
. f(z2)
On prend alors pour Tl * Tmpl =T — T
Convergence de la méthode de Newton
Théoreme. Soit f - c% . b]) €t soit ., Ela, b tel que r(y,) =0 et g ) £ alorsilexiste -

tel que la méthode de Newton converge pour tout €lément ., = j, — [ty — 8, &, — 4]

_ flle)#0 n =0
Preuve. Par hypothese, ¢/ est continue et ’ , 11 existe donc un ! tel que :

fx) #0 Yr e [r, —n.o, — 1] C [a.b]

TR PR A
La dérivée de g ost définie par: ;) — (¢ — .:"L.afu v Sl ()
' B file) fx)?

Par hypothese, flas) =0t () £ 0, par conséquent : o,y — ()
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De plus, ' est continue sur [ts — .2y — ] VOQUE f(2) £0 Yo € [z, — gy — 1] C [a.8]

écrivons la continuité de g’ en “* dans Iintervalle 22 — 7, 25 — 1]

< =

Vo=l |r—xx

<= |Irf|:.r' ) —g'(x,)

c’est a dire Vel |r—ax=|<np=|g(z)| <=
Il existe alors 5 -, tel que lg'(c)| <. Yeel;=[r,—b&x,—48. 7el01f

On a donc montré I’une des hypothéses du point fixe. Il reste & montrer a présent que g est stable

. I o
dans I’intervalle d, c’est a dire tgils) C I

En utilisant le théoreme de la moyenne on montre qu’il existe un ¢lement ¢ SERA| tel que

9@) = g(z)| = 17 ©llr = 2] < 7le = 2| < | -z,

lg(z) —2)| < e,
> A i %
d’ou gl ds) < I
On a donc montré que :
® el (1) et g(ls) 1y

e il existe une constante _ dans ]0,1[ telle que |g'(x)| < 7 On conclut alors a I’aide du

théoréme du point fixe : la suite définie par . . _ ./, | converge vers .. le point fixe de
Il gy ) Ly

q Tro = 1;

Ordre de convergence de la méthode de Newton

Théoréme. Si
® glr)=0
e , est continue sur un ouvert ¢y contenant .
® M )#£D
alors il existe 4 -. () telle que la suite définie par ;. | — (., converge vers .. le point fixe de g

Vi € Iy = [z, — 4., — 4] Lordre de convergence de la méthode de Newton est alors 2 : la

convergence est quadratique.

Preuve. Comme précédemment, on montre qu’il existe § -. et 10,1 tels que
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lg'(x)| <+, Werelyj=[r,—fa, -6 CO
Puisque g'(r,) =000 introduit un développement de Taylor au voisinage de . de de la fonction

9 d’ordre 2, en utilisant le fait évidemment que I tend vers 0.

n — Ty

L L= .'f.l”: LA :I
r.l”.': n + "'-i':l
= gl r*JI-I-L,,r;|r$I+ fflfld‘,h
2
= Iy + 0 + 2" "’jﬂlfd-hr.'_.
2
H'-' '\
= Iy + 42{; (_If l.l'|")
2 "W 3
> ol Cn 0y |ent] g (z.)
avec Ln E]'r:-:c-': n+ -"-i:[=]'r$- I |’ d’ou Entl = Tyl — L = i'? -.‘-.-'-'Iet lim 2 | - |
*2 n—oo |L r.'| 2
s . rjr'r'rlr.r' | . s ST
la constante d’erreur asymptotique est ¢ — [T et la convergence est quadratique, c’est a dire
2

d’ordre 2 puisque par hypothése (. j £ 0.

Multiplicité d’une racine

Soit ,, = 1v, on dit que f posséde une racine de multiplicit¢ ou d’ordre P si
flz) = fz)=Ff(z)=Ff%z)=... =fFz)=0
jrf.pil.;:r*_] = 0

et s peuts’écrire comme SUit: fi) — (& — x,)"h(r)BVEC hr,) £ -

Convergence de la méthode de Newton : racine simple

Théoréme. Si ; - o2 [a.b]) ©t f posséde une racine simple alors la méthode de Newton converge

au moins avec un ordre quadratique (ordre 2).
Preuve. Si ; possede une racine simple alors flz,)

,I"lr,;l #=

La méthode de Newton converge.

La dérivée de g est définie par :
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i i 1 .
La dérivée seconde de 7 est définie par : /() — (. — flz)y _ [=)f ()

fir)’ e

f!lzlr.::lfillrfflzlr_:l 1 JrJ'I:Ir.]ﬂIIIrI:J_:IJIrIHIIZIr_] _ 12.||”l|:~" Illr.l'.l"i'l .!'I,Irl r |
fix)d

-;r‘r'rlr r] =

..|r” [ :'

(s

et g'(ry) =
1 -ﬂ'f i Y P
St ¢ (z,) #£0 alors
® Jr)=0
e ,/ estcontinue sur un ouvert (; contenant

g"(z,) # 0
[ ]

St p"iz.y =0, alors 4"y — (1, on doit faire une étude plus poussée en introduisant un
FolT) ! :

développement de Taylor au voisinage de ** de de la fonction ¥ a ’ordre 3, en utilisant le fait

évidemment que “* tend vers 0. Cela donne

'r.rl| 1 = r_J'I ‘r.r.'.-
gle, +x,)
2
= glr,) -I-c,,r;l r,;l -+ 2lfj |..'i)|-|— 31 "'] (&)
= .ri_-|-ll_|_||_|_ Ial'l:.-,
3
€ 3
= + 31 fl I:xr.-
avec d’ou *: e et 10 |: n || ;;'Ir.-'h
& lraren + el =lrarnl T8 ey =y — s = SgO(g,) € g Lottl 80000,
e n—oe el | 3!

. (1
la constante d’erreur asymptotique est ;v _ |&| et la convergence est cubique si 4,y £ ()
3!

c’est a dire d’ordre 3. Si 4@y — ¢ il faudra faire un développement de Taylor d’ordre 4 de 9 au
voisinage de |

On a donc montré que la convergence de la méthode de Newton est au moins quadratique.

Compléments non développés :
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Convergence de 1a méthode de Newton : racine multiple

s
" f(xn)_f xn—])

Méthode de la sécante : On pose X, =

Accélération de la convergence : Procédé A* d'Aitken et Méthode de Stellensen



