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Quelques contributions à la théorie des bases standard et aux

singularités des courbes planes algébriques
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Section 12. Lemme d’Abhyankar-Moh 23
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Introduction

Ce texte trace l’historique de mes travaux de recherche depuis la soutenance de ma thèse et se scinde en deux
parties: d’une part mes travaux dans la théorie des bases standard et de Gröbner et leurs applications en
Algèbre commutative et D-modules, et d’autre part ceux dans la théorie des singularités, essentiellement celles
des courbes planes algébriques. Ma thèse, soutenue en 1991, a été dirigée par Monique Lejeune-Jalabert. Elle
portait sur l’étude d’un point de vue effectif des gradués associés à des filtrations quotients sur K[x1, . . . , xn]/I,
où K est un corps et I est un idéal de K[x1, . . . , xn], définies par des formes linéaires à coefficients réels
(calcul, comportement lorsqu’on fait varier les coefficients, applications géométriques). Le calcul des gradués
est équivalent à celui d’une base standard de l’idéal I. Le travail de thèse est détaillé dans les Sections 2 et 4.

Après la soutenance de ma thèse j’ai entamé une collaboration avec T. Mora portant sur la complexité de
l’algorithme de calcul de bases standard, lorsque certains coefficients de la forme linéaire sont négatifs (voir
Section 3). J’ai d’autre part généralisé mes travaux de thèse dans deux directions: dans la première le corps
K est remplacé par un anneau commutatif et unitaire, le but étant de généraliser la notion de bases standard
à cette situation et de trouver des applications géométriques (voir Section 5), dans la deuxième l’anneau de
polynômes K[x1, . . . , xn] est remplacé par l’anneau des séries formelles K[[x1, . . . , xn]], le but étant d’étudier le
comportement du gradué lorsque les coefficients de la forme linéaire varient dans R (voir Section 6).

Ensuite, en collaboration avec F. Castro et M. Granger, certains travaux ont été généralisés aux D-modules, en
particulier l’étude des gradués associés à des filtrations quotients sur R/I -où R = An (resp. Dn) et I est un
idéal à gauche de R- définies par des formes linéaires à coefficients réels (voir Sections 7 à 11).

Entre temps j’ai commencé la lecture de l’article de S.S. Abhyankar à Kyoto -On the semigroup of a mero-
morphic curve-. Cette lecture a inspiré mes premiers résultats sur les courbes. J’ai d’abord étudié les courbes
méromorphes (i.e. les polynômes de K((x))[y], où K((x)) désigne le corps des séries méromorphes à coefficients
dans un coprs algébriquement clos K) d’un point de vue effectif, en utilisant la notion des racines approchées
d’Abhyankar-Moh. Je me suis ensuite intéressé au Lemme d’Abhyankar-Moh et ses possibles généralisations
(voir Sections 12 et 13), puis au problème de la décomposition des dérivées partielles d’une courbe méromorphe
(Voir Section 14).

Avec S.S. Abhyankar, on s’est intéressé au problème de la décomposition du Jacobien J(f, g) de deux courbes
méromorphes f, g à partir de certaines données associées à f et g (voir Section 15). On a ensuite étudié les
paires (f, g) ∈ (K((x))[y])2 dont le Jacobien est un élément de K((x)) (voir Section 16).

Enfin, en collaboration avec M. Barile, on s’est intéressé à la classification d’un point de vue effectif des
polynômes irréductibles dans K[[x]][y] (voir Section 17) puis à l’application de la théorie de désingularisation
des variétés non dégénérées à certaines variétés définies en recollant des semi-groupes (voir Section 18).

3
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Chapitre I: Bases standard et applications

1 Bases de Gröbner

Soit K un corps et soit A = K[x1, . . . , xn] = K[x] l’anneau de polynômes à n indétérminées sur K. Soit
L =

∑n
i=1 eiαi ∈ R[α1, . . . ,αn] une forme linéaire à coefficients dans R et soit < un bon ordre sur Nn compatible

avec la structure du semi-groupe de Nn. On considère sur Nn le bon ordre <L suivant:

α <L β ssi L(α) < L(β) ou [L(α) = L(β) et α < β].

Dans cette Section, les coefficientes e1, . . . , en sont supposés dans R+. En particulier il n’existe pas de suite
infinie strictement décroissante:

α0 >L α1 >L . . . >L αk . . .

Dans Nn. On dit que l’ordre <L est Noethérien.

Soit f =
∑

α cαx
α un élément non nul de A. On appelle Support de f , et on note Supp(f), l’ensemble

{α; cα 6= 0}. On appelle L-ordre de f , et on note νL(f), l’élément νL(f) = max{L(α); cα ∈ Supp(f)}. On
appelle forme initiale de f , et on note in(f), l’élément in(f) =

∑
L(α)=νL(f) cαx

α. On appelle exposant

privilégié de f , et on note exp(f), l’élément α0 = max<L
Supp(f) = max<Supp(inf). On appelle monôme

initial de f , et on note M(f), le monôme cα0
xα0 .

Soit I un idéal différent de (0) de A. On appelle idéal initial de I, et on note in(I), l’idéal engendré par
{in(f); f ∈ I − 0} dans A; on note exp(I) = {exp(f); f ∈ I − 0}. On appelle idéal monomial de I, et on note
M(I), l’idéal engendré par {M(f); f ∈ I − 0} dans A.

On appelle base de Gröbner de I, tout système d’éléments f1, . . . , fr de I tel que M(I) = (M(f1), . . . ,M(fr)).
On vérifie que M(I) = M(in(I)) et que:

{f1, . . . , fr} est une base de Gröbner de I ⇐⇒ exp(I) =
⋃r

i=1 exp(fi) + Nn

Le résultat suivant est Du à B. Buchberger ([14]).

Théorème 1.1 : Connaissant un système de générateurs de I, on peut calculer effectivement une base de
Gröbner de I.

L’ingrédient principal de l’algorithme de construction d’une base de Gröbner est un théorème de division qui
généralise à l’anneau A la division euclidienne dans l’anneau de polynômes à une variable. Rappelons brièvement
ce résultat:

Soit {f1, . . . ,fr} un ensemble de polynômes de A, tous non nuls et soit αi = exp(fi) pour tout 1 ≤ i ≤ r.
On considère la partition ∆, ∆ de Nn, relative à f1, . . . ,fr, tel que ∆ =

⋃r
i=1 αi + Nn et ∆ = Nn − ∆.

Soit f un élément de A et posons α = exp(f). On définit les suites fk, hk
j , j = 1, . . . , r et hk dans A par

f0 = f, h0
j = 0, j = 1, . . . , r, h0 = 0 et ∀k ≥ 0 :

(i) Si exp(fk) ∈ ∆, soit 1 ≤ ik ≤ r le plus petit entier tel qu’il existe βk ∈ Nn et ck ∈ K vérifiant
M(fk) = ckx

βkM(fik
). On pose:

fk+1 = fk − ckx
βkfik

, hk+1
ik

= hk
ik

+ ckx
βk , hk+1

j = hk
j , j 6= ik et hk+1 = hk

(ii) Si exp(fk) ∈ ∆, on pose:

fk+1 = fk − M(fk+1), hk+1
j = hk

j , j = 1, . . . , r et hk+1 = hk + M(fk)
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De sorte que f =
∑r

j=1 h
k+1
j fj + hk+1 + fk+1, et hk+1 6= 0 ⇒ Supp(hk+1) ⊆ ∆. De plus, fk+1 6= 0 ⇒

exp(fk+1) <L exp(fk).

L’ordre <L étant Noethérien, ce processus s’arrête construisant h1, . . . , hr, h ∈ A tel que:

i) f =
∑r

i=1 hifi + h

ii) maxhi 6=0exp(hifi) ≤ α.

iii) Si h 6= 0, alors exp(h) ≤ α et Supp(h) ⊆ ∆.

On appelle h le reste de la division de f par f1, . . . , fr, et on note h = fR{f1, . . . , fr}.

Soit maintenant f, g deux polynômes de A et soit M(f) = cαx
α et M(g) = dβx

β . Soit xγ = p.p.c.m.(xα, xβ)
(i.e. γi = max(αi, βi) pour tout 1 ≤ i ≤ n). On pose fSg = dβx

γ−α.f − cαx
γ−β .g, de sorte que exp(fSg) < γ.

Proposition 1.2 ([14]): Un système de générateurs f1, . . . , fr de l’idéal I est une base de Gröbner de I si
∀1 ≤ i 6= j ≤ r, fiSfjR{f1, . . . , fr} = 0.

On a aussitôt l’algorithme suivant:

Algorithme: Soit g1, . . . , gs un système de générateurs de I:

(i) Si giSgjR{g1, . . . , gr} = 0, ∀1 ≤ i 6= j ≤ s, alors {g1, . . . , gs} est une base de Gröbner de I.

(ii) S’il existe 1 ≤ i 6= j ≤ s tel que giSgjR{g1, . . . , gs} = h 6= 0, on pose h = gs+1 et on recommence avec
{g1, . . . , gs, gs+1}.

Ce processus s’arrête (voir [14]) construisant un système de générateurs de I qui est aussi une base de Gröbner
de I.

2 Bases Standard

Les notations sont celles de la Section précédente. On suppose ici que les coefficients e1, . . . , en sont de signe
quelconque. On appelle base Standard de l’idéal I de A tout système de polynômes f1, . . . , fr de I tel que
M(I) = (M(f1), . . . ,M(fr)).

Remarque 2.1 : S’il existe i ∈ {1, . . . ,n} tel que ei < 0, l’ordre <L n’est plus Noetherien.

Exemple 2.2 n = 1, e1 = −1 : 1 >L 2 >L · · · >L k >L · · · .

Par conséquent, le processus de division peut produire des séries formelles:

Exemple 2.3 n = 1, e1 = −1, f = x et f1 = x+ x2

f − f1 = −x2

+xf1 = x3

· · · · · ·

on obtient

f =
[∑

i≥0

(−1)ixi
]
f1 .
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L’exemple ci-dessus montre que le processus de division de la Section précédente ne permet pas de calculer
effectivement une base standard, partant d’un système de générateurs de I. Pour contrôler où arrêter la
division, on utilise la notion d’écart d’un polynôme, introduite par T. Mora ([26]):

Soit f =
∑

α cαx
α un polynôme non nul de A et soit ν′(f) = min{L(α); cα 6= 0}. On appelle écart de f , et on

note E(f), le réel ν(f) − ν′(f).

Soit {f1, . . . ,fr} un ensemble de polynômes de A, tous non nuls et soit αi = exp(fi) et Ei = E(fi) pour
tout 1 ≤ i ≤ r. On considère la partition ∆, ∆ de Nn, relative à f1, . . . ,fr, tel que ∆ =

⋃r
i=1 αi + Nn

et ∆ = Nn − ∆. Soit f un élément de A et posons α = exp(f) et E = E(f). On considère l’ensemble
Uf = {i;α ∈ αi + Nn et Ei < E}. On dit que f est réduit modulo {f1, . . . , fr} si Uf = ∅. Avec ces notations,
on a le résultat suivant:

Lemme 2.4 [1] Il n’existe pas de suite infinie f = f0, f1, . . . , dans A tel que pour tout k ≥ 0:

i) Ufk 6= ∅.

ii) Soit ik ∈ Ufk et soit βk ∈ Nn et ck ∈ K tel que M(fk) = ckx
βkM(fik

), alors:

fk+1 = fk − ckx
βkfik

On obtient par conséquent, après un nombre fini d’étapes, h1, . . . , hr et h ∈ A tel que:

i) f =
∑r

i=1 hifi + h

ii) maxhi 6=0exp(hifi) ≤ α.

iii) Si h 6= 0, alors Uh = ∅.

On appelle h le reste de la division tronquée de f par f1, . . . , fr, et on note h = fRTr{f1, . . . , fr}.

Avec les notations ci-dessus, on a un résultat similaire à celui de la Proposition 1.2., précisement:

Proposition 2.5 : Un système de générateurs f1, . . . , fr de l’idéal I est une base standard de I si ∀1 ≤ i 6=
j ≤ r, fiSfjRTr{f1, . . . , fr} = 0.

Ceci aboutit a l’algorithme suivant

Algorithme: Soit g1, . . . , gs un système de générateurs de I:

(i) Si pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ s, giSgjRTr{g1, . . . , gs} = 0, alors {g1, . . . , gs} est une base standard de I.

(ii) S’il existe 1 ≤ i 6= j ≤ s tel que giSgjRTr{g1, . . . , gs} = H 6= 0, on pose H = gs+1 et on recommence
avec {g1, . . . , gs, gs+1}.

Ce processus s’arrête (voir [1]) construisant une base standard de I.

Cet algorithme est une variante de celui proposé par Mora dans ([26]). Alors que celui de Mora est de nature
locale, celui-ci est de nature locale-globale et donc adapté à l’étude du comportement de la base standard
lorsqu’on fait varier les coefficients de la forme linéaire L.

Remarque 2.6 : La base standard construite par notre algorithme est aussi un système de générateurs de
l’idéal I. Une base standard n’est pas un système de générateur en général: Soit I = (f1, f2)K[x1, x2] où f1 =
x1−x2

1 et f2 = x1−x1x2, et soit e1 = e2 = −1. Alors f1 est une base standard de I car M(I) = (x1) = (M(f1)),
mais f1 n’engendre pas I. Ceci est du au caractère local d’une base standard. Plus précisement, soit l’ensemble
multiplicatif S = {1 + f, f ∈ A et L(f) < 0} ⊆ A et S−1I l’idéal engendré par I dans S−1A. Soit d’autre part

la filtration de A définie par les sous-groupes additifs U(α) = {f ∈ A,L(f) < L(α)} et Â le complété de A par

rapport à la topologie définie par cette filtration (remarquons que si ei ≥ 0, i = 1, . . . ,r, Â = S−1A = A et
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S−1I = I). Toutes les notations ci-dessus peuvent être étendues aux éléments et idéaux de Â. On montre alors

que le processus de division de la Section précédente construit des éléments h1, . . . , hr, h ∈ Â tels que :

i) f =
∑r

i=1 hifi + h.

ii) maxhi 6=0(exp(hi.fi)≤Lexp(f).

iii) Si h 6= 0, alors exp(h)≤Lexp(f) et Supp(h) ⊆ ∆.

Une base standard de I est aussi une base standard de Î = I.Â, qui est aussi un système de générateurs de Î.

3 Complexité

L’algorithme de Buchberger a une complexité doublement exponentielle, i.e., le degré maximal des polynômes
qui apparaissent dans le calcul d’une base de Gröbner possède une borne doublement exponentielle par rapport
au degré maximal des générateurs de l’idéal et au nombre des indéterminées. Par ailleurs, D. Lazard ([20]) a
démontré que l’algorithme de Buchberger peut être utilisé pour calculer une base standard, en homogénéisant
le système de générateurs de l’idéal et en considérant l’extension de l’ordre <L à Nn+1. Plus précisement, soit
g1, . . . , gs un système de générateurs de l’idéal I de A et soit h(g1), . . . , h(gs) les homogénéisés de g1, . . . , gs dans
A[t]. On considère sur Nn × N l’ordre total <h suivant:

(α, a) <h (β, b) ⇔






|α| + a < |β| + b
ou
|α| + a = |β| + b et α <L β.

Le résultat suivant a été démontré par D. Lazard ([20]):

Proposition 3.1 : si F1, . . . , Fr est une base de Gröbner de l’idéal J = (h(g1), . . . , h(gs)) pour l’ordre <h dans
A[t], alors F1(x, 1), . . . , Fr(x, 1) est une base standard de l’idéal I de A.

Ceci prouve en particulier que le degré maximal des éléments d’une base standard possède une borne doublement
exponentielle par rapport au degré maximal des générateurs de l’idéal et au nombre des indétérminées. Utilisant
ce résultat, j’ai proposé avec T. Mora (voir [5]) une variante de l’algorithme de calcul avec écart d’une base
standard qui a la même complexité (doublement exponentielle) que celle de l’algorithme de Buchberger.

Notons ici que la complexité de l’algorithme de Mora et de celui de la Section précédente n’est pas connue.

4 Tropismes critiques d’un idéal

On reprend ici les notations des Sections 1) et 2). Soit n = q + p et posons xi = Ti pour tout 1 ≤ i ≤ q (resp.
xj = Xj−q pour tout q+1 ≤ j ≤ n). Soit T = (T1, . . . , Tq), X = (X1, . . . , Xp), et soit I un idéal de K[T ][X ]. Le
morphisme naturel d’anneaux φ : K[T ] 7−→ K[T ][X ]/I, φ(p(T )) = cl(p(T ))modI définit une famille de variétés
algébriques paramétrées par K[T ]. Soit d un réel négatif ou −∞ et soit Ld : Nq × Np 7−→ R la forme linéaire
définie par

Ld(β, α) = |α| + |β|/d if d 6= 0,−∞

L0(β, α) = −|β| and L−∞ = |α|

où si α = (α1, . . . ,αp) ∈ Np (respectivement β = (β1, . . . ,βq) ∈ Nq), on note |α| = α1 + . . .+αp (respectivement
|β| = β1 + · · · + βq).

Soit f =
∑
Cβαt

βxα un élément non nul de A. On note Supp(f) (resp. ν(f, d), exp(f, d), in(f, d)) le support

de f (resp. le Ld-ordre, l’exposant privilégié de f , la forme initiale de f).
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Soit I un idéal de K[T ][X ] et soit d ∈] −∞, 0] ou −∞. On note in(I, d) (resp. exp(I, d), resp. M(I, d)) l’idéal
initial de I (resp. l’ensemble des exposants privilégiés, resp. l’idéal monômial de I). On considère le morphisme
naturel d’anneaux φd : K[T ] 7−→ K[T ][X ]/ in(I, d), φ(p(T )) = cl(p(T ))mod in(I, d).

dans ma thèse j’ai étudié les deux questions suivantes:

I) Comment varie in(I, d) lorsque d parcourt R ∪ {−∞}?

II) Quelles proporiétés géométriques s’étendent de φd à φ?

En réponse à la première question, j’ai obtenu le théorème de finitude suivant:

Théorème 4.1 :(voir [2],[6]) Soit I un idéal 6= (0) de K[T ][X ]; il existe une suite finie {d1, . . . ,ds} de rationnels
(éventuellement vide) telle que

−∞ < d1 < d2 < · · · < ds < 0

et si on pose d0 = −∞ et ds+1 = 0, alors :

(i) ∀j = 1, . . . ,s+ 1, in(I, d), dj−1 < d < dj est indépendant de d. On note in(I, d) = Ij−1.

(ii) Si on note I ′j = in(I, dj), j = 0, . . . ,s+ 1, alors les Ij, I
′
k, j = 0, . . . ,s, k = 1, . . . ,s, sont tous distincts

et si I ′0 6= I0 (resp. I ′s+1 6= Is), il en est de même pour k = 0 (resp. k = s+ 1).

(iii) Les inclusions suivantes sont impossibles : I ′j ⊆ I ′k, I ′j ⊆ Ik et Ij ⊆ Ik pour 0 ≤ k ≤ j − 1 et Ij ⊆ I ′k,
0 ≤ k ≤ j.

Définition 4.2 Les rationnels d1, . . . , ds du théorème ci-dessus sont appelés les tropismes critiques de I.
Cette notion a été introduite par M. Lejeune et B. Teissier dans un cadre local.

Le résultat du théorème 4.1. généralise à un idéal la notion de polygone de Newton associée à un polynôme
de K[T ][X ], rappelée ci-dessous.

Soit f =
∑
CβαT

βXα un élément non nul de A ; on appelle polygone de Newton de f , la trace sur R+2 de
l’enveloppe convexe dans R2 de l’ensemble

⋃
(β,α)∈supp f

(
|β|, |α|

)
+ (R+ × R−

)
, où R+ (resp. R−) désigne

l’ensemble des réels positifs (resp. négatifs) ou nuls. Le polygone de Newton de f possède un nombre fini de
côtés ; si −1/d1 < −1/d2 < · · · < −1/ds sont les pentes des côtés non parallèles aux deux axes et si on pose
d0 = −∞ et ds+1 = 0, désignant par Lf,0 la droite contenant le côté parallèle à l’axe des x, la forme initiale
in(f, d) est constante sur chacun des intervalles ]di, di+1[, i = 0, . . . ,s et si (bi, ai) est le point d’intersection de
Lf,di

et Lf,di+1
, 0 ≤ i ≤ s, alors:

in(f, d) = Mbi,ai
=

∑

|α|=ai,|β|=bi

CβαT
βXα , ∀d ∈]di, di+1[ .

La démonstration du théorème utilise de manière fondamentale les résultats de la Section 2. Cette approche
effective m’a permis de calculer, partant d’un système de générateurs de I, l’ensemble de ses tropismes critiques.

Concernant la deuxième question, j’ai d’abord démontré que la finitude de φ est équivalente à celle de φ−∞, et
que cette assertion se lit sur les éléments d’une base de Gröbner de I pour L−∞. Je me suis ensuite intéressé
au problème de la platitude de φ. J’ai alors démontré qu’une base de Gröbner de I pour L−∞ permet de
construire effectivement un ouvert de platitude générique pour φ (i.e. un ouvert de Zariski U ⊆ SpecK[T ]
tel que pour tout idéal premier P dand U , K[T ]P [X ]/IP est un K[T ]P-module plat). Rappelons brièvement
la construction de U : soit F = {f1, . . . , fr} une L−∞-base standard de I et soit (βi, αi) = exp(fi,−∞) pour
tout 1 ≤ i ≤ r. Posons ∀1 ≤ i ≤ r, In(fi,−∞) = pαi

Xαi. Puisque F est une L−∞-base standard de
I, alors {In(f1,−∞), . . . , In(fr,−∞)} est un système de générateurs de In(I,−∞) = (In(f,−∞)|f ∈ I − 0).
Soit {Xαk1 , . . . , Xαks} un système minimal de générateurs de (Xα1 , . . . , Xαr) et soit, pour tout 1 ≤ j ≤ s,
Cαkj

(F ) = (pαkj
)K[T ]. Soit finalement J =

∏s
j=1 Cαkj

(F ). On a:
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Proposition 4.3 :(voir [2],[6]) Pour tout idéal premier P qui ne contient pas J , K[T ]P [X ]/IP est un K[T ]P-
module plat.

J’ai ensuite considéré le lien entre la platitude en (T ) de φd, ds < d < 0 et celle de φ. Précisement, notons
par (T ) l’idéal maximal (T1, . . . , Tq) de K[T ] et soit K[T ](T ) le localisé de K[T ] en (T ). Quand est ce qu’on a
l’équivalence entre (*) la platitude de K[T ](T )[X ]/in(I, d), ds < d < 0, sur K[T ](T ) et (**) celle de K[T ](T )[X ]/I
sur K[T ](T )? j’ai obtenu à ce propos les résultats suivants:

Théorème 4.4 :(voir [2],[6]) i) K[T ](T )[X ]/I est un K[T ](T )-module plat =⇒ K[T ](T )[X ]/in(I, d), ds < d < 0,
est un K[T ](T )-module plat. L’implication dans l’autre sens n’est pas vraie en général.

ii) Sous l’une des conditions supplémentaires suivantes:

1) q = 1,

2) I est un idéal homogène par rapport à (X),

3) K[T ](T )[X ]/I est un K[T ](T )-module fini-,

l’implication dans i) est une équivalence.

En fait, pour avoir l’équivalence en général, il faut localiser un peu plus, précisement on a le résultat suivant:

Proposition 4.5 :(voir [6]) Considérons dans K[T ](T )[X ] l’ensemble multiplicatif S = {1 + f(T,X);
f(0, X) = 0}. Les assertions suivantes sont équivalentes::

(i) K[T ](T )[X ]/in(I, d), ds < d < 0 est un K[T ](T )-module plat.

(ii) in(I, d), ds < d < 0, peut être engendré par des polynômes homogènes de K[X ].

iii) S−1(K[T ][X ]/I) est un K[T ](T )-module plat.

5 Platitude de certaines projections génériques

Soit R un anneau commutatif unitaire et Noethérien et soit A = R[x] = R[x1, . . . , xn] l’anneau des polynômes
à n indéterminées et à coefficients dans R. Soit, comme en Section 1, L =

∑n
i=1 eiαi ∈ R[α1, . . . ,αn] une

forme linéaire à coefficients dans R+ et < un bon ordre sur Nn compatible avec la structure du semi-groupe
de Nn, et considérons l’ordre total <L défini sur Nn à partir de L et <. Soit 0 6= f un polynôme non nul de
A. On définit le support, l’exposant privilégié, la forme initiale, et le monôme initial de f comme en
Section 1. De même, soit I un idéal non nul de A, on définit comme en Section 1 l’idéal initial, l’ensemble

des exposants privilégiés, et l’idéal monômial de I . On appelle base de Gröbner de I tout système
d’éléments f1, . . . , fr de I tel que M(I) = (M(f1), . . . ,M(fr)).

Soit ψ : R 7−→ R[x]/I (resp. ψL : R 7−→ R[x]/in(I)) le morphisme naturel d’anneaux et soit φ : SpecR[x]/I 7−→
SpecR (resp. φL : SpecR[x]/in(I) 7−→ SpecR) la projection définie par ψ (resp. ψL). Les questions étudiées en
Section 4. se généralisent de manière naturelle a notre situation. Plus précisement:

Quels renseignements sur ψ peut on lire sur une base de Gröbner de I? Quant est ce que la platitude (resp. la
finitude) de ψL implique celle de ψ?

Si {f1, . . . , fr} est une base de Gröbner de I, alors exp(I) =
⋃r

i=1 exp(fi) + Nn. La réciproque n’est pas vraie
en général. On appelle escalier de I, et on note par esc(I), l’ensemble {α1, . . . , αs} ⊆ {exp(f1), . . . , exp(fr)}
tel que exp(I) =

⋃r
i=1 αi + Nn et pour tout 1 ≤ i ≤ s, αi /∈

⋃
j 6=i αj + Nn.

Dans [33], en vue de caractériser les bases de Gröbner sur R, W. Trinks a introduit les notations suivantes: soit
E un sous-ensemble of A et soit α ∈ Nn. On pose:

Mα(E) = {cβ; ∃f ∈ E,M(f) = cβx
β and α ∈ β +Nn} ⊆ R.
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On note par Cα(E) l’idéal engendré par Mα(E) dans R. Remarquons que si I est un idéal de A, alors Cα(I) =
(cα; ∃f ∈ I,M(f) = cαx

α)R.

Avec ces notations W. Trinks a obtenu le résultat suivant:

Proposition 5.1 : (voir [33]) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) F = {f1, . . . , fr} ⊆ I est une base de Gröbner de I.

(ii) ∀α ∈ Nn, Cα(I) = Cα(F ).

Une base de Gröbner permet de construire un ouvert de platitude générique pour φ. Ceci généralise à R[x] le
résultat de la Proposition 4.3., plus précisement on a:

Proposition 5.2 : (voir [7]) Soit J =
∏s

k=1 Cαk
(I) ⊆ R, où {α1, . . . , αs} = esc(I). Soit V (J) = {P ∈ SpecR;

J ⊆ P} et U = SpecR− V (J). Alors φ|φ−1(U) : φ−1(U) 7−→ U est plat.

Ceci donne une réponse à la première question. Remarquons que l’ouvert U a la bonne propriété suivante: soit
P un idéal premier de R et soit k(P) le corps résiduel du localisé RP de R en P . Soit I(P) = Ik(P). On a:

Proposition 5.3 : (voir [7]) P ∈ U =⇒ esc(I(P)) = esc(I).

La réciproque n’est pas vraie en général.

Soit maintenant P un idéal premier n’appartenant pas l̀’ouvert U introduit dans la Proposition 5.2. Pour tenter
de tester si φ est plat en P , j’ai d’abord supposé que R est un anneau principal. J’ai alors donné deux critères
effectifs de platitude. Le premier est global, il est basé sur le résultat suivant:

Lemme 5.4 (voir [7]) Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) RP [x]/IP est un RP -module plat.

ii) Soit P = (p)R, alors p n’est pas un diviseur de 0 dans RP [x]/IP .

iii) (I : P) = {r; p.r ∈ I} = I.

iv) (I : P∞) = {r; ∃k ≥ 0 t.q. pkr ∈ I} = I.

Le deuxième est local-global. Il est basé sur la notion de bases standard avec écart minimal proposé par T.
Mora (voir [3]), et le résultat suivant:

Lemme 5.5 (voir [7]) Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) RP [x]/IP est un RP -module plat.

ii) Soit P = (p)R, alors p n’est pas un diviseur de 0 dans RP [x]/IP .

iii) t n’est pas un diviseur de 0 dans R[t][x]/(I, t− p).

J’ai ensuite considéré le cas général, i.e. R est un anneau quelconque. Pour tester la platitude de RP [x]/IP
sur RP , on considère la filtration P-adique sur RP [x] et le gradué associé à cette filtration. La P-forme initiale
in(I,P) par rapport à cette filtration est l’idéal engendré par les éléments in(f,P), f ∈ I−0, où in(f,P) désigne
l’image de f dans le gradué associé. Soit S l’ensemble multiplicatif 1 + PRP [x] et soit B = S−1RP [x] et
J = I.B

⋂
RP [x]. On a alors:

Proposition 5.6 (voir [7]) Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) RP [x]/J est un RP -module plat.

ii) in(I,P) = in(J,P) est engendré par des éléments d’ordre 0 (où on rappelle que l’ordre d’un élément f est le
plus petit entier s tel que f ∈ Ps).
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Ceci implique le résultat suivant:

Proposition 5.7 (voir [7]) Sous l’une des conditions supplémentaires suivantes:

1) I est engendré par des polynômes (x)-homogènes,

2) A/I est un R-module fini,

les conditions suivantes sont équivalentes:

i) RP [x]/IP est un RP -module plat.

ii) in(I) est engendré par des éléments d’ordre 0.

Dans cette approche j’ai été amené à généraliser à R[x] la notion de base standard définie dans K[x], où K

est un corps (voir Section 2.).

Tous les résultats de cette Section deviennent algorithmiques si R est un anneau constructif (voir ci-dessous).
Dans ce cas il existe des algorithmes qui, partant d’un système de générateurs de l’idéal I, construisent une
base de Gröbner de cet idéal (voir [33]). Dans ([2]) j’ai généralisé l’algorithme de calcul d’une base standard a
cette situation.

Définition 5.8 (voir [33]) On dit que R est un anneau constructif s’il vérifie les propriétés suivantes :

(i) Soit J un idéal différent de (0) dans R et b un élément non nul de R, alors on peut décider si b
appartient à I. Plus précisément, on peut construire un élément ρ(b, I) ne dépendant que de la classe résiduelle
de b modulo J , tel que b− ρ(b, I) ∈ I et que ρ(b, J) = 0 si et seulement si b ∈ J .

(ii) Sous les mêmes hypothèses que dans (i), c1, . . . ,cs étant un système de générateurs de J , on peut
calculer λ1, . . . ,λs ∈ R tels que b− ρ(b, J) =

∑s
i=1 λici.

(iii) Soit c1, . . . ,cs un système d’éléments de R, on peut calculer un système de générateurs du R-module{
(y1, . . . ,ys) ∈ Rs ;

∑s
i=1 yici = 0

}
.

6 Base standard universelle

Soit S = K[[x1, . . . , xn]] l’anneau des séries formelles en x1, . . . , xn à coefficients dans un corps K et soit
L =

∑n
i=1 eiαi ∈ R−[α1, . . . , αn] une forme linéaire à coefficients dans R−. La forme linéaire L définit sur

S une filtration tel que si e1 = . . . , er = 0 (resp. er+1 < 0, . . . en < 0), alors le gradué associé est grL(S) =
K[[x1, . . . , xr]][xr+1, . . . , xn].

Soit f =
∑

α cαx
α un élément non nul de S. On appelle Support de f , et on note Supp(f), l’ensemble

{α; cα 6= 0}. On appelle L-ordre de f , et on note νL(f), l’élément νL(f) = max{L(α); cα ∈ Supp(f)}. On
appelle L-forme initiale de f , et on note in(f, L), l’élément in(f, L) =

∑
L(α)=νL(f) cαx

α.

Soit I un idéal différent de (0) de S. On appelle L-idéal initial de I, et on note in(I, L), l’idéal engendré par
{in(f, L); f ∈ I − 0} dans S.

Soit < un bon ordre sur Nn compatible avec la structure du semi-groupe de Nn. On considère sur Nn le bon
ordre <L suivant:

α <L β ⇔






L(α) < L(β)
ou
L(α) = L(β) et β < α.

Soit f =
∑

α cαx
α un élément non nul de S. On appelle L-exposant privilégié de f , et on note exp(f),

l’élément α0 = max<L
Supp(f) = max<Supp(in(f, L)). On appelle L-monôme initial de f , et on note

M(f, L), le monôme cα0
xα0 .
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Soit I un idéal différent de (0) de S. On note exp(I, L) = {exp(f, L); f ∈ I−0}. On appelle L-idéal monomial

de I, et on note M(I, L), l’idéal de I engendré par {M(f, L); f ∈ I − 0}.

On appelle L-base standard de I, tout système d’éléments f1, . . . , fr de I tel que M(I, L) = (M(f1, L), . . . ,
M(fr, L)). On a le résultat suivant:

{f1, . . . , fr} est une base standard de I ⇐⇒ exp(I, L) =
⋃r

i=1 exp(fi, L) + Nn

La question abordée dans [4] est la suivante: comment varie in(I, L) lorsque le vecteur e = (e1, . . . , en) varie
dans R−

n?

Dans le cas algébrique, avec les notations de la Section 1, T. Mora et L. Robbiano ([29]) avaient démontré
que l’ensemble {exp(I, L); e ∈ R+} est fini. Ils ont associé à l’idéal I un éventail (une collection des cônes
polyhédraux, rationnels, et convexes) dans (R+)n qui règle la répartition des éléments de cet ensemble. Dans le
cas où les coefficients e1, . . . , en sont de signe quelconque, le même résultat se généralise a h(I), l’homogénéisé
de I dans K[t][x1, . . . , xn].

C’est ce résultat que j’ai généralisé aux idéaux de S. Plus précisement, j’ai d’abord obtenu le résultat de finitude
suivant:

Proposition 6.1 :(voir [4]) {exp(I, L); e ∈ (R−)n} est fini.

Duquel j’ai déduit le résultat suivant:

Proposition 6.2 :(voir [4]) {in(I, L); e ∈ (R−)n} est fini.

Concernant la répartition de ces idéaux en fonction de L, j’ai démontré le résultat suivant: soit E ⊆ Nn et J
est un idéal de S. Soit UE = {e ∈ (R−)n; exp(I, L) = E} et VE,J = {e ∈ UE; in(I, L) = J}. On a:

Théorème 6.3 (voir [4]): VE,J est un cône polyhédral convexe et rationnel. De plus, UE =
⋃

J VE,J .

j’ai précisé dans cet eventail les idéaux correspondant aux cônes de dimension maximale.

7 Bases Standard des D-modules: notations

Le cas algébrique

Soit An(C) (ou An) l’anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans C[x] = C[x1, . . . , xn], et soit
L =

∑n
i=1 eiαi +

∑n
i=1 fiβi ∈ R[α1, . . . ,αn, β1, . . . , βn] une forme linéaire à coefficients dans R, où on suppose

que fi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Soit < un bon ordre sur N2n compatible avec la structure du semi-groupe de
N2n. On considère sur N2n le bon ordre <L suivant:

(α, β) <L (α′, β′) ⇔






L(α, β) < L(α′, β′)
ou
L(α, β) = L(α′, β′) et (α′, β′) < (α, β).

Soit P = P (x, ∂) =
∑

α,β pα,βx
αDβ un élément non nul de An. On appelle Support de P l’ensemble Supp(P ) =

{(α, β) ∈ N2n | pα,β 6= 0}. On appelle L-ordre de P , et on note νL(P ), l’élément maximal de {L(α, β), (α, β) ∈
Supp(P )}. On appelle L-exposant privilégié de P , et on note exp(P,L), l’élément de N2n max<L

(Supp(P )).

Si ei + fi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors pour tout P,Q ∈ An, νL(P.Q) = νL(P ) + νL(Q), en particulier L
definit une filtration sur An (où pour tout k ∈ R, FL

k (An) = {P ∈ An)|νL(P ) ≤ k}). Soit grL(An)) le gradué
de An associé à cette filtration. On a:
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Lemme 7.1 Si ei + fi > 0 pour tout i = 1, . . . , l (resp. ei + fi = 0 pour tout i = l + 1, . . . , n), alors:

grL(An) ≃ K[x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξl][Dl+1, . . . , Dn]

Le symbole principal de P ∈ An est l’élément de grL(An),

σL(P ) =
∑

L(α,β)=νL(P )

pαβx
αξβ1

1 · · · ξβl

l D
βl+1

l+1 · · ·Dβn

n

Si exp(P,L) = (α, β), on note M(P ) = pαβx
αξβ1

1 · · · ξβl

l D
βl+1

l+1 · · ·Dβn
n . On appelle M(P ) le monôme initial de

P .

Remarquons que dans le cas commutatif, il n’y a pas de condition de type ei+fi ≥ 0. Ici, puisqueDixi−xiDi = 1,
nous devons demander que νL(1) ≤ νL(xi) + νL(Di).

Soit I un idéal (à gauche) de An, on note grL(I) l’idéal gradué, associé à la filtration induite par FL,• sur
I. L’idéal grL(I) est engendré par la famille {σL(P )|P ∈ I − 0} où σL(P ) est le symbole principal de P par
rapport à L. On note EL(I) l’ensemble {exp(P,L);P ∈ I − 0}.

Une famille {P1, . . . , Pr} d’éléments de I est une base standard (relativement à l’ordre <L, ou relativement à
L) de I si EL(I) =

⋃r
i=1(expL(Pi) + N2n).

Le cas analytique

Soit Dn(C) (ou Dn) l’anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans C{x} = C{x1, . . . , xn} et soit
L =

∑n
i=1 eiαi +

∑n
i=1 fiβi ∈ R[α1, . . . ,αn, β1, . . . , βn] une forme linéaire à coefficients dans R, où on suppose

que ei ≤ 0 et fi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Soit < un bon ordre sur N2n compatible avec la structure du
semi-groupe de N2n. On considère sur N2n le bon ordre <L suivant:

(α, β) <L (α′, β′) ⇔






L(α, β) < L(α′, β′)
ou
L(α, β) = L(α′, β′) et |β| < |β′|
ou
L(α, β) = L(α′, β′), |β| = |β′| et (α′, β′) < (α, β).

Soit P = P (x, ∂) =
∑

β pβ(x)Dβ =
∑

α,β pα,βx
αDβ un élément non nul de Dn. On appelle Support de P

l’ensemble Supp(P ) = {(α, β) ∈ N2n | pα,β 6= 0}. On appelle L-ordre de P , et on note νL(P ), l’élément
maximal de {L(α, β), (α, β) ∈ Supp(P )}. On appelle L-exposant privilégié de P , et on note exp(P,L),
l’élément de N2n max<L

(Supp(P )).

Si ei + fi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n, alors pour tout P,Q ∈ Dn νL(P.Q) = νL(P )+ νL(Q), en particulier L definit
une filtration sur Dn (où pour tout k ∈ R, FL

k (Dn) = {P ∈ Dn; νL(P ) ≤ k}). Soit grL(Dn) le gradué de Dn

(resp. An) associé à cette filtration. On a:

Lemme 7.2 Sous les conditions suivantes:

• ei < 0 pour 1 ≤ i ≤ p2 avec ei + fi = 0 for 1 ≤ i ≤ p1 et ei + fi > 0 pour p1 < i ≤ p2

• ei = 0, fi > 0 pour p2 < i ≤ p3

• ei = fi = 0 pour p3 < i ≤ n,

grL(Dn) est isomorphe à

C{xp2+1, . . . , xn}[x1, . . . , xp2
, ξp1+1, . . . , ξp3

, D1, . . . , Dp1
, Dp3+1, . . . , Dn]

Le symbole principal de P =
∑

α,β pα.βx
αDβ ∈ Dn est la classe de P dans FL,νL(P )/FL,<νL(P ).
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Si exp(P ) = (α, β), on note M(P ) = pαβξ
βp1+1

p1+1 · · · ξ
βp3
p3

Dβ1

1 · · ·D
βp1
p1

D
βp3+1

p3+1 · · ·Dβn
n . On appelle M(P ) le monôme

initial de P .

Comme dans le cas algébrique, puisque −xiDi +Dixi = 1, il n’y a pas de condition de type ei + fi ≥ 0.

Soit I un idéal (à gauche) de Dn (resp. An), on note grL(I) l’idéal gradué, associé a la filtration induite par
FL,• sur I. L’idéal grL(I) est engendré par la famille {σL(P )|P ∈ I} où σL(P ) est le symbole principal de P
par rapport à L. On note EL(I) l’ensemble {exp(P,L);P ∈ I − 0}.

Une famille {P1, . . . , Pr} d’éléments de I est dite une base standard (relativement à l’ordre<L, ou relativement
à L) de I si EL(I) =

⋃r
i=1(expL(Pi) + N2n).

8 Algorithmes de calcul de bases standard

On reprend ici les notations de la Section précédente. En particulier L =
∑n

i=1 eiαi +
∑n

i=1 fiβi ∈ R[α1, . . . ,αn,
β1, . . . , βn] est une forme linéaire à coefficients dans R. Nous nous intéressons ici au problème suivant: soit I
un idéal à gauche de An (resp. de Dn). Etant donné un système de générateurs de I, comment calculer une
base standard?

Bases de Gröbner des idéaux de An

On suppose ici que les coefficients e1, . . . , en, f1, . . . , fn sont positifs ou nuls. On suppose que ei + fi > 0 (resp
ej + fj = 0) pour tout 1 ≤ i ≤ l (resp. l + 1 ≤ j ≤ n). La construction d’une base standard (ou de Gröbner)
est basée sur un théorème de division similaire à celui de la Section 1. Plus précisement:

Soit {P1, . . . ,Pr} un ensemble d’éléments de An, tous non nuls et soit (αi, βi) = exp(Pi) pour tout 1 ≤ i ≤ r.
On considère la partition ∆, ∆ de Nn, relative à P1, . . . ,Pr, telle que ∆ =

⋃r
i=1(αi, βi) +N2n et ∆ = N2n −∆.

Soit P un élément non nul de An et posons (α, β) = exp(P ).

Théorème 8.1 On peut construire des éléments Q1, . . . , Qr, R ∈ An tel que:

i) P =
∑r

i=1QiPi +R

ii) maxQi 6=0exp(QiPi) ≤ (α, β).

iii) Si R 6= 0, alors exp(R) ≤ (α, β) et Supp(R) ⊆ ∆.

La démonstration du théorème est similaire à celle du théorème 1.1. à une différence près: on divise d’abord
σ(P,L) par σ(P1, L), . . . , σ(Pr , L), puis on relève la division à An, et ainsi de suite... Ce processus s’arrête car
<L est Nothérien.

On appelle R le reste de la division de P par P1, . . . , Pr, et on note R = PR{P1, . . . , Pr}.

Soit P,Q deux élements de An et soit, avec les notations de la Section 7., M(P ) = c(α1,β1,γ1)x
α1

Dβ1

ξγ1

et

M(Q) = d(α2,β2,γ2)x
α2

Dβ2

ξγ2

. Soit (α, β, γ) = p.p.c.m.{(α1, β1, γ1), (α2, β2, γ2)}. On pose

PSQ = d(α2,β2,γ2)x
α−α1

Dβ−β1

ξγ−γ1

P − c(α1,β1,γ1)x
α−α2

Dβ−β2

ξγ−γ2

Q,

de sorte que exp(PSQ) <L (α, β, γ).

Le résultat suivant est similaire à celui de la Proposition 1.2.:

Proposition 8.2 : Un système de générateurs P1, . . . , Pr de l’idéal I est une base de Gröbner de I si ∀1 ≤ i 6=
j ≤ r, PiSPjR{P1, . . . , Pr} = 0.
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On a aussitôt l’algorithme suivant:

Algorithme: Soit Q1, . . . , Qs un système de générateurs de I:

(i) Si ∀1 ≤ i 6= j ≤ s, QiSQjR{Q1, . . . , Qs} = 0, alors {Q1, . . . , Qs} est une base de Gröbner de I.

(ii) S’il existe 1 ≤ i 6= j ≤ s tel que QiSQjR{Q1, . . . , Qs} = H 6= 0, on pose H = Qs+1 et on recommence
avec {Q1, . . . , Qs, Qs+1}.

Ce processus s’arrête après un nombre fini d’étapes, construisant un système de générateurs de I qui est aussi
une base de Gröbner de I.

Bases standard des idéaux de An

On suppose ici que les fi sont positifs ou nuls mais que les ei sont de signe quelconque. L’ordre total <L n’est
plus dans ce cas Noethérien. Pour surmonter cette difficulté, on a introduit les techniques d’homogénéisation
et proposé un théorème de division dans An[t] qui nous a permis de construire effectivement une base standard
(voir [9]).

Soit P =
∑

α,β pα,βx
αDβ ∈ An on appelle ordre total de P (et on note ordT (P )) le nombre entier max{|α| +

|β| t.q. pα,β 6= 0}. On pose An[t] = An ⊗C C[t]. On appelle homogénéisé de P l’opérateur différentiel h(P ) =∑
α,β pα,βt

ordT (P )−|α|−|β|xαDβ ∈ An[t].

On définit sur N2n+1 le bon ordre total, noté ≺L, compatible avec la somme :

(k, α, β)≺L(k′, α′, β′) ⇐⇒






k + |α| + |β| < k′ + |α′| + |β′|

ou bien

{
k + |α| + |β| = k′ + |α′| + |β′| et
(α, β) <L (α′, β′)

On appelle ≺L l’extention de <L à N2n+1. On a pour tout H ∈ An[t] des notions de Support et d’exposant

privilégié exp≺L
(H). On note π : N× N2n = N2n+1 −→ N2n la projection sur N2n.

Si (µ1, . . . , µr) ∈ (N2n+1)r on lui associe la partition {∆,∆} de N2n+1 tel que:

∆ =

r⋃

i=1

µi + N2n+1 et ∆ = N2n+1 \ ∆.

Théorème 8.3 Soit P1, . . . , Pr un ensemble d’éléments non nuls de An. On note {∆,∆} la partition de N2n+1

associée à (exp≺L
(h(P1)), . . . , exp≺L

(h(Pr))). Alors, pour tout P ∈ An[t] il existe Q1, . . . , Qr, R dans An[t] tel
que:

1. P =
∑
Qih(Pi) +R.

2. exp≺L
(Qih(Pi)) �L exp≺L

(P ) pour 1 ≤ i ≤ r tel que Qi 6= 0.

3. Si R 6= 0, alors Supp(R) ⊂ ∆ et exp(R) �L exp≺L
(P ).

Ce résultat ”homogène” implique le résultat suivant:

Proposition 8.4 Soit P1, . . . , Pr un ensemle d’éléments non nuls de An, et soit P ∈ An[t]. Soit R(1) le reste
de la division de P par (h(P1), . . . , h(Pr)) et soit R(p), p ≥ 2, le reste de la division de h(R(p−1)

|t=1) par

(h(P1), . . . , h(Pr)). Alors il existe s minimum tel que Supp(h(R(s)
|t=1)) ⊂ ∆.

On appelle R(s) le reste de la division itérée de P par {h(P1), . . . , h(Pr)}. Il est notéRit(P ;h(P1), . . . , h(Pr)).

Soient H1, H2 ∈ An[t]. On note µi = exp(Hi) et µ = ppcm(µ1, µ2). Ecrivons µ = ν1 + µ1 = ν2 + µ2. On pose
H1SH2 = M1H1−M2H2 où Mi est le monôme d’exposant νi et de coefficient 1/c(Hi), c(Hi) étant le coefficient
du monôme correspondant à exp≺L

(Hi). On a aussitôt le résultat suivant:
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Proposition 8.5 Soit F = {P1, . . . , Pr} ⊂ An un système de générateurs de l’idéal I tel que, pour tout couple
(i, j), le reste itéré de la division de h(Pi)Sh(Pj) par (h(P1), . . . , h(Pr)) est égal à zéro, modulo (t − 1)An[t].
Alors F est une base standard de I.

De ce résultat on déduit un algorithme de construction de bases stantard, à partir d’un système de générateurs
de I, consistant à ajouter les déshomogénéisés des restes itérés des syzygies élémentaires.

Peu après, F. Castro et L. Narvaez proposaient dans ([18]) d’homogénéiser en respectant les relations dans An,
i.e. h(Dixi) = xiDi + t2 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Avec cette nouvelle définition, soit P,Q deux éléments non
nuls de An, alors h(PQ) = h(QP ) = h(P ).h(Q), par conséquent, la division d’un opérateur homogène par
une suite d’opérateurs homogènes dans An[t] produit des quotients et un reste homogènes. D’un autre côté,
la forme linéaire Lh(k, α, β) = L(α, β) induit sur An[t] une filtration pour laquelle, soit h(I) l’idéal de An[t]
engendré par {h(P );P ∈ I − 0} et soit grL(h(I)) l’idéal gradué associé à h(I), alors grL(I) = grL(h(I))|t=1

et π(exp≺L
(h(I)) = exp<L

(I), où π désigne la projection sur N2n. On a ainsi un algorithme de calcul d’une
base standard similaire à celui proposé par D. Lazard dans le cas commutatif. Il consiste à calculer une base
standard de h(I) pour ≺L puis à déshomogénéiser les éléments de la base.

Remarquons que les résultats ci-dessus s’adaptent facilement aux idéaux à gauche de Dn, donnés par des
opérateurs algébriques.

9 Pentes des D-modules

On reprend ici les notations de la Section précédente. En particulier L =
∑n

i=1 eiαi +
∑n

i=1 fiβi ∈ R[α1, . . . ,αn,
β1, . . . , βn] est une forme linéaire à coefficients dans R. On se restreint ici aux formes L telles que f1 = p+q, f2 =
... = fn = 1, e1 = −q, e2 = ... = en = 0 (avec (p, q) entiers non négatifs, premiers entre eux). Plus précisement,
L(α, β) = p|β| + q(β1 − α1). Si P est un opérateur différentiel, on appelle L-ordre de P, et on note ordL(P ), le
maximum des L(α, β) où (α, β) ∈ Supp(P ). On note L0 (resp. L1) la forme définie par L0(α, β)) = |β| (resp.
L1(α, β) = β1 − α1).

Soit I un idéal (à gauche) de Dn (resp. An) et soit grL(I) l’idéal gradué, associé a la filtration induite par FL,•

sur I (voir Section 7). Rappelons que l’idéal grL(I) est engendré par la famille {σL(P )|P ∈ I − 0} où σL(P )
est le symbole principal de P par rapport à L. Si L 6= L1, (resp. L = L1) on a :

σL(P ) =
∑

L(|β|,β1−α1)=ordL(P )

pα,βx
αξβ (resp.

∑

β1−α1=ordL1
(P )

pα,βx
αDβ)

Si P est un élément différent de 0 de An (resp. Dn), on note par exp(P,L) l’exposant privilégié de P par rapprot
à l’ordre total <L.
Si I est un idéal de An (resp. Dn),on note exp(I, L) l’ensemble {exp(P,L)|P ∈ I − 0}.

La forme linéaire L0 induit la filtration (notée par F) définie par l’ordre. La forme linéaire L1 induit la filtration
notée par V et appelée filtration de Malgrange-Kashiwara. Si L 6= L0, L1, la filtration induite par L est une
filtration intermédiare entre F et V. Supposons L 6= L0, L1 et soit r = p/q ∈ Q+. Il est alors évident que
grL(I) = grLr (I) où Lr(α, β) = r|β|+ (β1 −α1). Dans [21], Y. Laurent a démontré que grLr(I) est localement
constant sur Q+, i.e. il existe un nombre fini de rationnels r1, . . . , rs tel que si on pose r0 = 0, rs+1 = +∞, alors
grLr(I) ne dépend pas de r ∈]ri, ri+1[ pour tout 0 ≤ i ≤ s. Les rationnels r1, . . . , rs sont appelés les indices
critiques de l’idéal I. Ce sont les rationnels r pour lesquels grLr(I) n’est pas bihomogène (On dit que grLr(I)
est bihomogène s’il existe a, b ∈ N et un système de générateurs de grLr (I) de la forme peur être engendré par
des éléments de la forme

∑
α,β cα,βx

αξβ avec cα,β 6= 0 β1 − α1 = a, |β| = b). Ces rationnels généralisent à un
idéal la notion du polygône de Newton d’un opérateur différentiel défini de la manière suivante:
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Soit P ∈ An (resp. Dn). On appelle polygone de Newton de P et on note P(P ), l’enveloppe convexe, dans
R2, de l’ensemble: ⋃

(α,β)∈Supp(P )

((|β| , β1 − α1) + (−N)2).

Les pentes des faces non compactes de P(P ) donnent les indices critiques de l’idéal engendré par P . Lorsque
n = 1, l’absence des indices critiques est équivalente a la régularité de Dn/(P ). En dimension supérieur,
les indices critiques de l’idéal I tel qu’ils sont définies ci-dessus mesurent l’irrégularité de Dn/I le long de
l’hypersurface x1 = 0.

C’est le résultat de finitude que l’on retrouve en utilisant l’approche effective des bases standard. Ceci nous a
permis de donner un algorithme de calcul des indices critiques de l’idéal I lorsqu’un système de générateurs de
I est donné.

10 Bases standard universelles

Cas algébrique

Soit I un idéal à gauche de An, différent de (0) et reprenons les notations de la Section 7. Dans [10] on
s’est intéressé au problème suivant: Etudier le comportement de l’idéal gradué grL(I) lorsque les coefficients
(ei, fi)1≤i≤n varient dans le sous ensemble U = {(e, f) ∈ R2n; ei + fi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n} ⊆ R2n.

Soit h(I) l’homogénéisé de I dans An[t] (où h désigne ici l’opération d’homogénéisation au sens de [18]). Soit
exp≺L

l’extention de l’ordre <L à N2n+1 (voir Section 8).

Utilisant les techniques d’homogénéisation de [18], et le Théorème de division qui en résulte dans An[t], nous
avons d’abord obtenu le résultat de finitude suivant:

Théorème 10.1 (voir [10]) L’ensemble {exp≺L
(h(I)); (e, f) ∈ U} est fini.

A partir duquel nous avons démontré le résultat suivant:

Théorème 10.2 : (voir [10]) L’ensemble {grL(h(I)); (e, f) ∈ U} est fini.

Comme grL(h(I))|t=1 = grL(I), il suit que:

Corollaire 10.3 : (voir [10]) L’ensemble {grL(I); (e, f) ∈ U} est fini.

Nous nous sommes ensuite intéressés au problème de la répartition des ensembles ci-dessus dans U . Soit E un
sous ensemble de N2n+1 et soit UE = {(e, f) ∈ U ; exp≺L

(h(I)) = E}. Avec ces notations nous avons démontré
le résultat suivant:

Théorème 10.4 : (voir [10]) Il existe une partition E de U suivant des cônes polyhèdraux rationnels et con-
vexes, telle que pour tout élément σ de E, exp≺L

(h(I)) et grL(h(I)) ne dépendent pas de (e, f) dans σ. De plus,
chaque UE est convexe et réunion de cônes de E.

Ce résultat ne reste pas vrai si on remplace h(I) par I. Elle le devient si on suppose que les ei sont positifs
ou nuls. Précisement, soit E un sous ensemble de N2n et et considérons le sous ensemble U ′ ⊆ U des éléments
(e, f) pour lesquels ei ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Soit U ′

E = {(e, f) ∈ U ′; exp(I, L) = E}. On a:

Théorème 10.5 : Il existe une partition E de U ′ suivant des cônes polyhèdraux rationnels et convexes, tel
que pour tout élément σ de E, exp<L

(I) et grL(I) ne dépendent pas de (e, f) dans σ. De plus, chaque U ′
E est

convexe et réunion de cônes de E.
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Le cas analytique

Dans [11] nous avons généralisé les résultats ci-dessus aux idéaux de Dn. Plus précisement on s’est intéressé
au problème suivant: Soit I un idéal à gauche de Dn, différent de (0) et reprenons les notations de la Section
7. Etudier le comportement de l’idéal gradué grL(I) lorsque les coefficients (ei, fi)1≤i≤n varient dans le sous
ensemble U = {(e, f) ∈ R2n; ei ≤ 0, fi ≥ 0 and ei + fi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n} ⊆ R2n.

Nous avons pour ce faire considéré l’anneau Dn[t] avec les relations:

[t, a] = [t,Di] = [a, b] = [Di, Dj] = 0, [Di, a] =
∂a

∂xi
t

où a, b ∈ C{x}. L’algèbre D[t] est une algèbre graduée; la graduation, en d, étant

D[t] =
⊕

d≥0




⊕

k+|β|=d

C{x}tkDβ



 .

Soit P =
∑

β∈Nn pβ(x)Dβ un élément non nul de D. L’opérateur

h(P ) =
∑

β

pβ(x)tord
F (P )−|β|Dβ ∈ D[t]

est appelé l’homogénéisé de P (où ordF (P ) = max{|β|, pβ(x) 6= 0}).

On définit l’idéal à gauche h(I) de Dn[t] comme étant l’idéal engendré par {h(P );P ∈ I − 0}.

Comme dans le cas algébrique, la forme linéaire Lh(k, α, β) = L(α, β) définit sur Dn[t] une filtration, et si note
par grL(h(I)) le gradué associé à h(I) pour cette filtration, alors grL(h(I))|t=1 = grL(I). De plus, si ≺L désigne
l’extention de <L à N2n+1, alors π(exp≺L

(h(I))) = exp<L
(I).

Nous avons d’abord obtenu dans l’anneau Dn[t] un Théorème de division convergente, ce qui représentait la
majeure difficulté pour généraliser les résultats algébriques. Utilisant ce Théorème, et avec les notations ci-
dessus, nous avons d’abord obtenu le résultat de finitude suivant:

Théorème 10.6 : (voir [11]) L’ensemble {exp≺L
(h(I)); (e, f) ∈ U} est fini.

A partir duquel nous avons démontré le résultat suivant:

Théorème 10.7 : (voir [11]) L’ensemble {grL(h(I)); (e, f) ∈ U} est fini.

Comme grL(h(I))|t=1 = grL(I), il suit que:

Corollaire 10.8 : (voir [11]) L’ensemble {grL(I); (e, f) ∈ U} est fini.

Concernant la répartition de ces ensembles dans U , soit E un sous ensemble de N2n+1 et soit UE = {(e, f) ∈
U ; exp≺L

(h(I)) = E}. Nous avons démontré le résultat suivant:

Théorème 10.9 : (voir [11]) Il existe une partition E de U suivant des cônes polyhèdraux rationnels et con-
vexes, telle que pour tout élément σ de E, grL(h(I)) et exp≺L

(h(I)) ne dépendent pas de (e, f) dans σ. De plus,
chaque UE est convexe et réunion de cônes de E.
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Fourier, 1997.
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Grenoble I (1984-85).

[25] Z. Mebkhout.- Le polygone de Newton d’un DX–module, in: A. Campillo and L. Narváez-Macarro, eds.,
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Chapitre II: Singularités des courbes planes algébriques

11 Courbes planes méromorphes

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Une courbe méromorphe sur K est un polynôme
f(x, y) ∈ K((x))[y], où K((x)) désigne le corps des séries méromorphes en x, à coefficients dans K. Supposons
f unitaire en y et écrivons f(x, y) = yn + a1(x)y

n−1 + . . . + an(x). Par le théorème de Newton-Puiseux, f se
factorise comme suit:

f(x, y) =

n∏

i=1

(y − yi(x)),

où les racines (yi(x))1≤i≤n sont des séries méromorphes fractionnaires en x, i.e. il existe un entier naturel
N ∈ N tel que yi(x) ∈ K((x1/N )) pour tout 1 ≤ i ≤ n. Lorsque f est irréductible, N = n suffit, dans ce cas
les racines sont liées par le groupe multiplicatif des racines n-ièmes de l’unité (plus précisement, soit w 6= 1 une
racine primitive n-ième de 1, alors yi(x) = y1(w

i−1x) pour tout 1 ≤ i ≤ n).

Supposons f irréductible et écrivons f = yn+a1(x)y
n−1+ . . .+an(x). Soit, par le théorème de Newton-Puiseux,

y(x) ∈ K((x1/n)) tel que f(x, y(x)) = 0, et rappelons que f(x, y) =
∏

wn=1(y − y(wx)). Soit y(x) =
∑

i aix
i/n.

L’ensemble {i, ai 6= 0} ne dépend pas du choix de la racine y(x). On le note par Supp(f). Les exposants de

Newton-Puiseux de f sont définis comme suit: | m0 |= n, m1 = inf{i ∈ supp(f);n ne divise pas i}, et pour
tout k ≥ 2:

mk = inf{i ∈ supp(f); dk = pgcd(m0, . . . ,mk−1) ne divise pas i}.

Le polynôme f étant irréductible, pgcd (n, supp(f)) = 1, par conséquent il existe h ∈ N tel que dh+1 = 1. On
note par convention mh+1 = +∞.

Soit finalement la suite (rk)k≥0 définie par: | r0 |= n, r1 = m1 et pour tout 2 ≤ k ≤ h+ 1:
rk = rk−1.(dk−1/dk) +mk −mk−1.

On note m = (m0,m1, . . . ,mh+1), d = (d1, d2, . . . , dh+1), r = (r0, r1, . . . , rh+1), et on appelle ces suites les suites
caractéristiques associées à f .

En général, soit f(x, y) une courbe méromorphe de degré n en y, alors f(x, y) = f0(x).f̃ (x, y), où f0 ∈ K((x))
et f̃ est une courbe méromorphe unitaire de degré n en y. Soit g(x, y) un élément de K((x))[y] de degré m en
y. Soit par le théorème de Newton f̃(x, y) =

∏n
i=1(y − yi(x)). On définit la multiplicité d’intersection de f

avec g par:

int(f, g) =






m.ordxf0(x) +
∑n

i=1 ordxg(x, yi(x)) if f 6= 0 6= g

0 if f = 0 6= g ∈ k((X)) or g = 0 6= f ∈ k((X))

∞ if f = 0 6= g 6∈ k((X)) or g = 0 6= f 6∈ k((X))

∞ if f = 0 = g

où on suppose que la somme d’une famille vide est 0. Notons que si f.g 6= 0, alors int(f, g) = ordxResy(f, g),
où Resy(f, g) est le y-résultant de f et g. Il suit que int(f, g) = int(g, f).

Lemme 11.1 (voir [1]) Soit f ∈ K[[x]][y] (resp. f ∈ K[x−1][y]). Supposons que n =degy(f) > 0 et que f est
irréductible dans K((x))[y]. L’ensemble des multiplicités d’intersection int(f, g), g ∈ K[[x]][y], f ne divise pas
g (resp. g ∈ K[x−1][y], f ne divise pas g) est un sous semi-groupe de Z. On le note par Γ(f) et on l’appelle le
semi-groupe de f . Avec les notations ci-dessus, pour tout k = 0, . . . , h, rk > 0 (resp. rk < 0) et r0, r1, . . . , rh
engendrent Γ(f).
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Définition 11.2 (voir[1]) Sous les mêmes hypothèses que dans le lemme 11.1, soit u(x) ∈ K((x1/q)). On
définit le contact de u avec f par cont(f, u(x)) = maxwn=1Ox(u(x)− y(wx)), où Ox désigne l’ordre en x. Soit
g = ym + b1(x)y

m−1 + . . . + bm(x) un polynôme irréductible de K((x))[y] et soit par le théorème de Newton
g(x, y) =

∏
vm=1(z − z(vx)) où z(x) est une racine de g(x, y) = 0. On définit le contact entre f et g par

cont(f, g) = cont(f, z(x)). Notons que cont(f, g) =cont(g, y(x)) et que cette définition ne dépend pas du choix
de la racine z(x) de g (resp. y(x) de f).

Racines approchées de f : Supposons f irréductible dans K((x))[y] et soit m, d, r les suites caractéristiques
associées à f . Soit d un entier positif et supposons que d divise n. Soit g un polynôme unitaire de K((x))[y],
de degré n/d en y.

Définition 11.3 (voir[1]) On dit que g est la d-ième racine approchée de f si l’une des conditions équivalentes
est vérifiée:

i) degy(f − gd) < n− n/d.
ii) Soit f = gd + α1(x, y)g

d−1 + . . . + αd(x, y) le développement de f suivant les puissances de g (i.e. si
αi 6= 0, alors degyαi(x, y) < n/d), alors α1 = 0.

La d-ième racine approchée de f existe et est unique (voir[1]).

soit g1, . . . , gh, gh+1 = f l’ensemble des dk-ièmes racines approchées de f , k = 1, . . . , h. On a:

Lemme 11.4 (voir [1]) Pour tout k = 1, . . . , h:
i) int(f, gk) = rk.
ii) cont(f, gk) = mk

n .
iii) gk is irreducible dans K((x))[y] et Γ(gk) =< r0/dk, . . . , rk−1/dk >. De plus, pour tout 1 ≤ i ≤ k, gi est

la di/dk-ième racine approchée de gk.

L’étude des courbes méromorphes a des applications intéressantes dans le deux cas suivants:

1) Le cas formel, i.e. f est un polynôme de K[[x]][y], où K[[x]] désigne l’anneau des séries formelles en x, à
coefficients dans K. Dans ce cas, les racines yi(x) dans le théorème de Newton sont des éléments de K[[x1/N ]].

2) Le cas algébrique, i.e. f(x, y) est un polynôme de K[x−1][y]. Dans ce cas, la factorisation de f dans K((x))[y]
ainsi que ses racines (yi(x))1≤i≤n, sont liées au comportement à l’infini du polynôme F (x, y) = f(x−1, y) ∈
K[x][y]. De plus, si f(x, y) est irréductible dans K((x))[y], alors F (x, y) possède une seule place à l’infini (i.e.
F (x, y) possède un point à l’infini et il est analytiquement irréductible en ce point). C’est dans ce cadre que se
situe le Lemme d’Abhyankar-Moh à propos du problème du plongement de K dans le plan K2.

Dans la suite, par souci de clarté, on va utiliser les notations suivantes: soit F (x, y) un polynôme de K[x, y]. La
courbe méromorphe f(x, y) = F (x−1, y) ∈ K[x−1, y] ⊆ K((x))[y] sera appelée la courbe méromorphe associée à
F , on notera dans ce cas f ∼m F . On dira aussi que F est le polynôme associé à f et on notera F ∼p f . De
même, si F (x, y) = f(x−1, y) et G(x, y) = g(x−1, y) sont deux polynômes de K[x, y], on notera (f, g) ∼m (F,G)
et (F,G) ∼p (f, g). Soit F,G deux polynômes de K[x, y] et désignons par Int(F,G) la multiplicité d’intersection
de F et G dans K2 (i.e. Int(F,G) est le rang de K[x, y]/(F,G) sur K). On peut alors démontrer que si
(f, g) ∼m (F,G) et F est unitaire en y, alors Int(F,G) = −int(f, g).

12 Lemme d’Ahyankar-Moh

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. En 1973, dans [9], S.S. Abhyankar et T.T. Moh ont
démontré, en utilisant la théorie des courbes méromorphes, le résultat suivant, connu depuis sous le nom du
Lemme d’Abhyankar-Moh:
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Théorème 12.1 Soit F (x, y) ∈ K[x, y] tel que la courbe V (F ) = {(a, b) ∈ K2;F (a, b) = 0} est isomorphe à K,
alors il existe un automorphisme de K2 qui transforme F en une coordonnée de K2.

Ce résultat possède la reformulation équivalente suivante:

Théorème 12.2 Soit F (x, y) ∈ K[x, y] un polynôme ayant une seule place à l’infini. Si F est lisse (i.e. la
courbe V (F ) n’a pas de points singuliers) et rationnel, alors il existe un automorphisme de K2 qui transforme
F en une coordonnée de K2.

Soit F (x, y) un polynôme ayant une place à l’infini et écrivons, après un possible changement de variables,
F = yn + a2(x)y

n−2 + . . . + an(x). Si f ∼m F désigne la courbe méromorphe associée à F , alors f(x, y)
est irréductible dans K((x))[y]. Soit m, d, r les suites caractéristiques associées à f comme dans la Section
précédente. Soit (gi)1≤i≤h+1 l’ensemble des racines approchées de f (en particulier, g1 = y). Dans [14], utilisant
les mêmes ingrédients que dans la preuve d’Abhyankar-Moh, j’ai d’abord donné une preuve constructive de leur
résultat que j’ai ensuite généralisé à une classification constructive des courbes ayant une seule place à l’infini.
La démonstration utilise de manière fondamentale l’égalité suivante:

Désignons par fx, fy les dérivées partielles de f par rapport à x et y. On a: int(f, fy) = int(fx, fy) + n− 1. En
particulier Int(F, Fy) = Int(Fx, Fy) + n− 1.

Supposons d’abord que Int(Fx, Fy) = 0. Comme int(f, fy) =
∑h

k=1(
dk

dk+1
− 1).(rk) (voir[37], par exemple), et

int(F, Fy) = −int(f, fy), alors int(F, Fy) =
∑h

k=1(
dk

dk+1
−1).(−rk), et puisque par hypothèse Int(F, Fy) = n−1 =

∑h
k=1(

dk

dk+1
− 1).n/dk, il résulte que:

h∑

k=1

(
dk

dk+1
− 1).(−rk) =

h∑

k=1

(
dk

dk+1
− 1).n/dk.

Cette égalité est vraie si et seulement si −rk = dk+1 pour tout 1 ≤ k ≤ h, en particulier rh = −1. On sait
par ailleurs que si on pose Gi ∼p gi pour tout 1 ≤ i ≤ h, alors −rh = Int(F,Gh). En utilisant la notion des
polygones de Newton généralisés d’Abhyankar et son critère d’irréductibilité (voir [3]), j’ai démontré que:

F = Gdh

h + a2G
dh−2
h + . . .+ an−1.Gh + aGh−1

où a2, . . . , an−1 ∈ K et a ∈ K−{0}. On a donc K[F,Gh] = K[Gh, Gh−1]. D’autre part, Int(Fx, Fy) = 0 implique
que Int(Ghx

, Ghy
) = 0 (voir [14]), on recommence alors avec Gh....Ceci montre que K[F,Gh] = K[Gh, Gh−1] =

. . . = K[G2, G1] = K[G2, y] = K[x, y].

Cette construction se généralise à une classification des courbes ayant une seule place à l’infini de la manière
suivante: soit F un polynôme de K[x, y] possédant une seule place à l’infini, et reprenons les notations ci-dessus.
Pour tout automorphisme σ de K2, soit Fσ = F ◦σ et posons dσ = deg(Fσ). Si (Xσ, Yσ) désignent les nouvelles
coordonnées de K2, on peut supposer, après des possible changement de variables qui ne changent pas le degré,
que Fσ = Y dσ + aσ

2 (Xσ).Y dσ−2 + . . . + aσ
dσ

(Xσ). On appelle Fσ l’équation réduite de g par rapport à σ. Soit
hσ la longueur du système des générateurs du semi-groupe de fσ ∼m Fσ obtenu par le procédé de la Section
précédente (et notons que ce système c’est pas nécessairement minimal). Soit D(F ) (resp. H(F )) l’ensemble
des dσ (resp. hσ) et soit r(d) = inf(D(G). Si σ′ est un automorphisme de K2 tel que dσ′ = r(d), on montre
qu’alors hσ′ = inf(H(F ). On note r(h) = hσ′ et on appelle Fσ′ l’équation réduite de F et on note r(F ) = Fσ′ .
Avec ces données on a:

Lemme 12.3 (voir [14]) Soit m = Int(Fx, Fy), alors m ≥ 2.(2r(h)−1 − 1).

Remarquons qu’une nouvelle preuve du Lemme d’Abhyankar-Moh en découle immédiatement:

Corollaire 12.4 (voir [14]) Soit m = Int(Fx, Fy). Si m = 0, alors r(h) = 0, en particulier r(F ) est une
coordonnée de K2.
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Supposons Int(Fx, Fy) > 0 et soit l le plus grand entier tel que Int(Glx , Gly) = 0. On peut alors construire
un automorphisme σ de K2 transformant Gl en une coordonnée de K2 (l’autre coordonnée étant alors Gl−1 si
l ≥ 2 et x si l = 1). On montre qu’alors r(F ) = Fσ. On a ainsi un algorithme qui, partant d’un polynôme ayant
une seule place à l’infini, construit son équation réduite. Ceci nous permet de construire, pour un semi-groupe
donné Γ (resp. pour un entier naturel m) les équations réduites de tous les polynômes F de semi groupe Γ
(resp. tel que int(Fx, Fy) = m).

13 Régularité des courbes méromorphes

Soit 0 6= f(x, y) ∈ K((x))[y] une courbe méromorphe sur un corps K algébriquement clos de caractéristique 0
et écrivons f = yn + a1(x)y

n−1 + . . .+ a1(x)y+ an(x) où pour tout 1 ≤ i ≤ n, ai(x) ∈ K((x)). Supposons n ≥ 1
et considérons la famille (fλ)λ∈K, où pour tout λ ∈ K, fλ = f −λ. Supposons fλ réduit pour tout λ ∈ K. Dans
([14]) j’ai introduit la notion de régularité de la famille (fλ)λ∈K comme suit:

Définition 13.1 On dit que la famille (fλ)λ∈K est régulière si int(fλ, fy) ne dépend pas de λ.

La régularité de la famille (fλ)λ∈K peut être mesurée comme suit: écrivons Resy(f, fy) = Pi0(λ).x
i0 +Pi1(λ)x

i1 +
. . .+ Pik

(λ)xik + . . . avec i0 < i1 < . . . et soit λ1, . . . , λr l’ensemble des racines de Pi0 (λ): int(fλ, fy) = i0 pour
tout λ ∈ K− {λ1, . . . , λr}. De plus, pour tout 1 ≤ k ≤ r, i0 < int(fλk

, fy). On note i0 = minλ∈Kint(fλ, fy) par
int(fgen, fy) et on l’appelle la multiplicité d’intersection générique de f et fy. Soit Af =

∑r
k=1 int(fλk

, fy) −
int(fgen, fy): Af ∈ N et Af = 0 si et seulement si la famille (fλ)λ∈K est régulière.

Définition 13.2 On note I(f) = {λ1, . . . , λr} et on appelle I(f) l’ensemble des valeurs irrégulières de la famille
(fλ)λ∈K.

Avec ces notations on a l’égalité suivante:

Lemme 13.3 (voir [14]) On a:

int(fgen, fy) = int(fx, fy) + n− 1 −Af .

De plus, pour tout 1 ≤ k ≤ r, si on note Ak = int(fλk
, fy) − int(fgen, fy), alors int(fλk

, fy) = int(fx, fy) + n−
1 −Af +Ak.

La notion de régularité possède de très importantes applications dans la théorie des courbes planes algébriques,
elle offre une approche intéressante dans l’étude de la conjecture Jacobienne en dimension deux. Soit pour le
moment F (x, y) un polynôme de K[x, y] tel que F (0, 0) = 0 et considérons la famille de polynômes (Fλ)λ∈K, où
pour tout λ ∈ K, Fλ = F −λ. On va supposer par la suite que Fλ est réduit pour tout λ ∈ K. Quitte à faire un
changement de variables convenable, on peut écrire F = yn +a1(x)y

n−1 + . . .+a1(x)y+an(x) où degxai(x) < i
pour tout 1 ≤ i ≤ n, en particulier F (et donc Fλ pour tout λ ∈ K) possède un seul point à l’infini, défini
par u = y = 0, où u est la variable d’homogénéisation. Soit f ∼m F la courbe méromorphe associée à F . En
particulier fλ ∼m Fλ pour tout λ ∈ K.

Définition 13.4 On dit que la famille de polynômes (Fλ)λ est régulière si la famille des courbes méromorphes
(fλ)λ l’est. Ceci est équivalent à dire que la multiplicité d’intersection Int(Fλ, Fy) ne dépend pas de λ.
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Soit I(f) = {λ1, . . . , λr}. On a:

Int(Fλ, Fy) = Int(Fx, Fy) + n− 1 +Af

pour tout λ ∈ K − I(f). De plus, toujours avec les notations ci-dessus, pour tout 1 ≤ k ≤ r, Int(Fλk
, Fy) =

Int(Fx, Fy) + n − 1 + Af − Ak. Par abus de notation on écrit I(f) = I(F ) et on appelle I(F ) l’ensemble des
valeurs irrégulières de (Fλ)λ.

La notion de régularité est équivalente à celle introduite par S.S. Abhyankar et A. Sathaye dans [10]: la famille
(Fλ)λ est bonne à l’infini si le coefficient dominant du y-résultant Resy(Fλ, Fy) de Fλ et Fy est une constante
non nulle. Elle est aussi équivalente à la notion classique de l’équisingularité à l’infini: soit p = (0, 1, 0) le
point à l’infini de F et soit h(F ) l’homogénéisé de F dans K[u, x, y]. Soit µp(Fλ) le nombre de Milnor local de
h(Fλ) = h(F ) − λ.un en p. On dit que la famille (Fλ)λ est équisingulière à l’infini si µp(Fλ) ne dépend pas de
λ.

Rappelons que la conjecture Jacobienne en dimension deux s’énonce comme suit:

(CJ) Soit F,G ∈ K[x, y]. Si J(F,G) = FxGy − FyGx ∈ K− {0}, alors K[F,G] = K[x, y].

Supposons que F possède une seule place à l’infini, par le Lemme d’Abhyankar-Moh ([9], voir la Section
précédente), si Int(Fx, Fy) = 0, alors il existe un automorphisme σ de K2 tel que σ(F ) = F ◦ σ est une
coordonnée de K2. Ainsi, (CJ) est équivalente à l’assertion suivante:

Soit F,G ∈ K[x, y]. Si J(F,G) ∈ K − {0}, alors F possède une seule place à l’infini.

Remarquons que si F possède une seule place à l’infini, alors il en est de même pour Fλ pour tout λ ∈ K.
De plus, la famille (Fλ)λ∈K est régulière. Ephraim ([23]) a ainsi généralisé le Lemme d’Abhyankar-Moh de la
manière suivante: supposons que la famille (Fλ)λ∈K est régulière (ou équisingulière à l’infini). Si Int(Fx, Fy) = 0,
alors il existe un automorphisme σ de K2 tel que F ◦ σ est une coordonnée de K2. Par conséquent, (CJ) est
équivalente à l’assertion suivante:

Soit F,G ∈ K[x, y]. Si J(F,G) ∈ K − {0}, alors la famille (Fλ)λ est régulière.

Soit I(F ) l’ensemble des valeurs irrégulières de la famille (Fλ)λ∈K. (CJ) est alors équivalente à l’assertion
suivante:

(*) Soit F ∈ K[x, y]. Supposons que I(F ) 6= ∅, alors pour tout G ∈ K[x, y], J(F,G) /∈ K− {0}.

Dans [14] (voir aussi [7]) j’ai généralisé le Lemme d’Abhyankar-Moh aux familles de polynômes ayant une seule
valeur irrégulière, ce qui m’a permis de démontrer (*) dans ce cas particulier. Plus précisement j’ai démontré
le résultat suivant:

Théorème 13.5 Supposons que I(F ) = {λ1} et que int(Fx, Fy) = 0, alors Fλ1
n’est pas irréductible. De plus,

il existe un automorphisme σ de K2 tel que dans les nouvelles coordonnées (X,Y ), σ(Fλ1
) = Y.(1+Y.G(X,Y ))

et G(X,Y ) 6= 0.

Soit H =
∑

i,j aijx
iyj ∈ K[x, y]. On appelle Support de H , et on note Supp(H), l’ensemble des (i, j) ∈ N2

tel que ai,j 6= 0. On définit le polygone de Newton de H (noté N(H)) comme étant l’enveloppe convexe de
Supp(H)

⋃
{0} dans R2

+. Par un résultat du à Abhyankar et démontré indépendamment par Briançon ([20])
et par Oka ([34]), étant donné deux polynômes H1, H2 ∈ K[x, y], si J(H1, H2) ∈ K − {0}, et si N(H1) (resp.
N(H2)) contient au moins deux points différents de l’origine, alors ces deux polygônes sont similaires. Utilisant
ce résultat j’ai déduit le suivant:

Théorème 13.6 (voir [14]) Supposons que la famille (Fλ)λ possède une seule valeur irrégulière, alors il n’existe
pas de G tel que J(F,G) ∈ K− {0}.
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Remarque 13.7 Soit (Fλ)λ une famille de polynômes telle que pour tout λ ∈ K, Fλ est irréductible et lisse,
et soit I(F ) l’ensemble des valeurs irrégulières de (Fλ)λ. Théorème 13.5. montre que ou bien I(F ) = ∅ (dans ce
cas F possède une seule place à l’infini), ou bien I(F ) contient au moins deux éléments. Par ailleurs Briançon
(voir [20]) a donné un exemple d’une famille vérifiant les conditions ci-dessus et possédant exactement deux
valeurs irrégulières: F (x, y) = y2.(1 + xy)4 + 3y(1 + xy)3 + (3 − 8/3y)(1 + xy)2 − 4(1 + xy) + x. Cet exemple
a été généralisé par E. Artal, P. Cassou-Noguès et I. Luengo ([11]) en une famille de polynômes Fn de degé
6n+4, n ∈ N−{0} vérifiant les mêmes conditions. Cet exemple répond par le négatif à la conjecture suivante de
S. Kaliman (voir[27], où il démontre qu’elle implique la conjecture Jacobienne en dimension deux): une famille
dont tous les éléments sont irréductibles et possédant au moins une valeur irrégulière, doit avoir un élément
singulier.

14 Dérivées partielles d’une courbe méromorphe

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et soit f un élément de K((x))[y]. Supposons f
unitaire en y et écrivons f = yn +a1(x)y

n−1 + . . .+an−1(x).y+an(x). Supposons f réduit et soit f = f1. . . . .fr

où fi est irréductible pour tout 1 ≤ i ≤ r. Posons ni = degyfi et soit, par le théorème de Newton, fi(x, y) =∏ni

k=1(y − yi
k(x)) où yi

1(x), . . . , y
i
ni

(x) sont des éléments de K((x1/ni)). Soit {y1(x), . . . , yn(x)} = {yi
k; 1 ≤ i ≤ r

et 1 ≤ k ≤ ni}. L’ensemble C(f) = {ordx(yi(x) − yj(x)); 1 ≤ i 6= j ≤ n}-où ordx désigne l’ordre en x- est
appelé l’ensemble des contacts de la courbe f . Dans [16] on s’est intéressé au problème suivant: étant donné f ,
sa décomposition en composantes irrédutibles, et son ensemble des contacts C(f), quelles informations peut-on
avoir sur fy?

Lorsque f est irréductible et ai(x) ∈ K[[x]] pour tout 1 ≤ i ≤ n, l’ensemble C(f) n’est autre que l’ensemble des
exposants de Newton-Puiseux de f : soitm = (m0 = n,m1, . . . ,mh,mh+1 = +∞), r = (r0 = n, r1, . . . , rh, rh+1 =
+∞), d = (d1 = n, d2, . . . , dh, dh+1 = 1) l’ensemble des suites caractéristiques associées à f (voir Section 11.),
alors C(f) = {m1/n, . . . ,mh/n}. D’autre part,

int(f, fy) =

h∑

i=1

(
di

di+1
− 1).ri

Analysant cette égalité et utilisant l’arithmétique du semi-groupe Γ(f) =< r0, r1 . . . , rh > de f , M. Merle ([31])
a démontré le théorème suivant:

Théorème 14.1 fy = Q1. . . . .Qh où ∀i = 1, . . . , h:

i) degyQi = ( di

di+1
− 1).n/di et int(f,Qi) = ( di

di+1
− 1).ri.

ii) cont(f, P ) = mi/n pour toute composante irréductible P de Qi.

Dans [22], lorsque f ∈ K[[x]][y] et r = 2 (i.e. f possède deux composantes irréductibles), utilisant l’arithmétique
du semi-groupe (dans N2) de f , et suivant la même démarche que Merle, F. Delgado a obtenu un résultat
similaire pour la décomposition de fy. Il a donné un exemple montrant que l’arithmétique du semi-groupe ne
suffit pas si f possède 3 branches ou plus.

Dans [29], toujours pour f ∈ K[[x]][y], T.C. Kuo et T.T. Lu ont proposé un modèle d’arbre qui utilise l’ensemble
C(f). Bien que la décomposition de fy n’était pas le but de leur travail, leur modèle contenait des informations
importantes qui servait dans la progression du problème.

Dans [16], j’ai considéré le cas où f est une courbe méromorphe. J’ai alors associé à f un modèle d’arbre T (f)
défini à partir des composantes irréductibles de f . Il est défini comme suit:
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Pour tout i = 1, . . . , r, désignons par NP(fi) l’ensemble des exposants de Newton-Puiseux de fi et soit C(fi, f) =
NP(fi)

⋃
{cont(fi, fj); j 6= i}. Clairement C(f) =

⋃r
i=1 C(fi, f). Soit C(f) = {c1, . . . , ct} et supposons que

c1 < c2 < . . . < ct. L’arbre T (f) associé à f est une réunion de r branches. Il est construit comme suit:

Dans R2 equipé du système des coordonnées (Z,W ) on considère le point (0, c1). Remarquons que c1 ∈ C(fi, f)
pour tout 1 ≤ i ≤ r. Soit i = 1 et considérons le segment de droite B1 liant les points {(0, c); c ∈ C(f1, f)}: B1

est la première branche de T (f) (remarquons que si C(f1, f) = {c1}, alors B1 = {(0, c1)}).

Supposons construits B1, . . . , Bi−1 et soit c = maxk<icont(fi, fk). Soit p < i tel que c = cont(fi, fp). La branche
Bi est une réunion de deux segments: le premier noté B′

i est le sous ensemble de Bp contenant les points de Bp

d’ordonnées ≤ c. Le deuxième noté B
′′

i est construit comme suit:

i) Si c = maxC(fi, f), alors B
′′

i = ∅.

ii) Si c < maxC(fi, f), alors B
′′

i est le segment de droite liant le point Bl (qui appartient aussi à B′
i) à un

point du plan d’ordonnée maxC(fi, f), tel que S
′′

i

⋂
(
⋃i−1

k=1 Bk) est réduit à l’unique point d’ordonnée c de Bl.
Ceci nous donne la représentation suivante:
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L’arbre T (f) peut aussi être intérprété de la manière suivante: T (f) est une collection de points, un point P
est défini d’une part par un élément c(P ) de C(f), et d’autre part par un sous ensemble U(P ) de {f1, . . . , fr}
tel que:

i) ∀g ∈ U(P ) et ∀h /∈ U(P ), cont(g, h) < c(P ).

ii) ∀g, h ∈ U(P ), cont(g, h) ≥ c(P ).

On écrit P ∼ (c(P ), U(P )). Soit P1, . . . , Ps l’ensemble des points de T (f) et soit pour tout 1 ≤ i ≤ s,
(c(Pi), U(Pi)) tel que Pi ∼ (c(Pi), U(Pi)). J’ai démontré dans [16] une correspondance biunivoque entre
l’ensemble {P1, . . . , Ps} et une collection de courbes méromorphes Q1, . . . , Qs tel que:

Théorème 14.2 i) fy = Q1. . . . .Qs.

ii) Soit 1 ≤ i ≤ s, alors pour toute composante irrédutible Q de Qi et pour tout élément g ∈ U(Pi),
cont(g,Q) = c(Pi).

J’ai de plus donné explicitement pour tout 1 ≤ i ≤ s, le degré en y de Qi et la multiplicité d’intersection de Qi

avec fk pour tout 1 ≤ k ≤ r.
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15 Le Jacobien des courbes méromorphes

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit f, g deux courbes méromorphes de K((x))[y] et
considérons le Jacobien J(f, g) = fxgy − fygx. Dans [5] (voir aussi [6]) on s’est intéressé au problème suivant:
dans quelle mesure les ensembles C(f), C(g) et C(f.g) permettent d’avoir des informations sur J(f, g)? lorsque
g = −x, J(f, g) = fy, dans ce cas, par les résultats de la Section précédente, la courbe J(f, g) est déterminée en
partie par la structure de l’arbre T (f). Nos résultats généralisent ainsi tous les résultats traitant le problème
de la décomposition de fy non seulement au cas méromorphe mais aussi à une factorisation du Jacobien. La
méthode utilisée dans notre approche est celle de la déformation développé par Abhyankar dans [2]. Cette
méthode peut être illustrée comme suit: on veut étudier une courbe méromorphe h en la comparant avec une
courbe méromorphe irréductible p. Pour ce faire, on considère une racine de p (voir Section 11) et on la déforme
en remplaçant un de ses coefficients par une indéterminée. On substitue cette déformation dans h: une des
informations que l’on peut obtenir porte sur les contacts de p avec les composantes irréductibles de h.

Après avoir rappelé (avec démonstrations) les résultats utilisés de [2], nous avons proposé un modèle d’arbre

universel qui structure l’ensemble K((x))[y]
♮

des courbes méromorphes irréductibles: cet arbre universel est
lui même déterminé par des arbres définis comme suit: le contact de deux courbes étant rationnel, l’ensemble
des niveaux de l’arbre est un sous ensemble du corps des rationnels Q, les points de l’arbre sont définis par
des paires B = (σ(B), λ(B)), où ∅ 6= σ(B) est un sous ensemble de K((x))[y]

♮
et λ(B) ∈ Q est tel que

con(f, f ′) ≥ λ(B) pour tout f, f ′ ∈ σ(B). Un tel arbre est partiellement ordonné par B′ ≥ B si λ(B′) ≥ λ(B)
et σ(B′) ⊂ σ(B). On note T = (

⋃
B σ(B),Λ(T )), où Λ(T ) = {λ(B), B ∈ T }. L’arbre universel n’est donc autre

que T = (K((x))[y]
♮
,Q) auquel on rajoute son point ”racine” (K((x))[y]

♮
,−∞)

Remarquons que pour une courbe méromorphe f , l’arbre T (f) introduite dans la Section précédente peut être
redéfini avec les notations ci-dessus (T (f) = ({f1, . . . , fr}, C(f))), et que si f est irréductible, alors T (f) =
(f, C(f, f)) où C(f, f) désigne l’ensemble des exposants de Newton-Puiseux de f .

Soit T un arbre. Pour tout point B = (σ(B), λ(B)) de T , on pose

τ(B) = {f ′ ∈ K((x))[y]
♮
; cont(f ′, f) ≥ λ(B) pour tout f ∈ σ(B)}

τ ′(B) = {f ′ ∈ τ(B); cont(f ′, f) > λ(B) pour au moins un f ∈ σ(B)}.

et

τ∗(B) = τ(B) − τ ′(B) = {f ′ ∈ τ(B); cont(f ′, f) = λ(B) pour tout f ∈ σ(B)}.

Ces ensembles mesurent en quelque sorte le contact des éléments de K((x))[y]
♮

avec les éléments de T . Plus
précisement, soit H une courbe méromorphe et soit H = H1. . . . .Hp La décomposition de H suivant ses com-
posantes irréductibles. Pour tout B ∈ T , soit ΩB(H) =

∏
1≤j≤p;Hj∈τ(B)Hj , Ω′

B(H) =
∏

1≤j≤p;Hj∈τ ′(B)Hj ,

et Ω∗
B(H) =

∏
1≤j≤p;Hj∈τ∗(B)Hj alors H =

∏
B∈T Ω∗

B(H) et si B 6= B′, alors pgcd(Ω∗
B(H),Ω∗

B′(H)) = 1.

Avec ces notations, la partie principale du Théorème de décomposition du Jacobien J(f, g) de deux courbes
méromorphes s’énonce comme suit:

Théorème 15.1 Soit T = T (f.g), alors J = J(f, g) =
∏

B∈T Ω∗
B(J) et si degy(ΩB(g)) = 1, alors degyΩ∗

B(J) =
degyΩ∗

B(fy) > 1.

On a par conséquent une correspondance biunivoque entre un sous ensemble de points de T = T (f.g) et
des paquets de courbes méromorphes figurant dans la décomposition de J . Nous avons donné à propos de
ces composantes des informations précises quant à la multiplicité d’intersection de chaque paquet avec les
composantes irréductibles de f.g, puis au contact de ses composantes irréductibles avec celles de f.g.
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16 Pairs Jacobiens

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Nous avons étudié dans la Section précédente le
problème suivant: étant donnés deux courbes méromorphes f, g ∈ K((x))[y], comment obtenir des informations
sur le Jacobien J = J(f, g) connaissant les courbes f et g? Dans [7] nous nous sommes intéressés au problème
inverse: connaissant le Jacobien J = J(f, g), que peut-on dire de f et g? En premier temps nous avons introduit
la notion de régularité des familles (fλ = f − λ, gµ = g − µ)λ,µ∈K et étudié certaines de ses applications, en
particulier à la conjecture Jacobienne en dimension deux. Soit f, g ∈ K((x))[y] deux courbes méromorphes et
considérons les familles (fλ)λ∈K et (gµ)µ∈K. Supposons que fλ (resp. gµ) est réduit pour tout λ ∈ K (resp.
µ ∈ K).

Définition 16.1 On dit que f est régulière par rapport à la famille (gµ)µ si int(f, gµ) ne dépend pas de µ. On
dit que g est régulière par rapport à la famille (fλ)λ si int(fλ, g) ne dépend pas de λ. On dit que la famille
(fλ, gµ) est régulière si int(fλ, gµ) ne dépend pas de λ, µ.

Supposons f et g unitaires en y et écrivons f = yn+a1(x)y
n−1+. . .+an(x) et g = ym+b1(x)y

m−1+. . .+bm(x). La
notion de régularité introduite ci-dessus peut être mesurée de la manière suivante: Soit R(λ, µ, x) = P0(λ, µ)xi +
P1(λ, µ)xi+1 + . . .+ le résultant en y de fλ et gµ. Il suit que, étant donnés λ0, µ0 ∈ K, R(λ0, µ, x) (resp.
R(λ, µ0, x)) est le résultant en y de fλ0

et gµ (resp. fλ et gµ0
).

Proposition 16.2 Soit λ0, µ0 ∈ K et reprenons les notations ci-dessus. Écrivons R(λ0, µ, x) = Pλ0
(µ)xi(λ0,µ)+

... (resp. R(λ, µ0, x) = Qµ0
(λ)xi(λ,µ0)+...), où on suppose que ordxR(λ0, µ, x) = i(λ0, µ) (resp. ordxR(λ, µ0, x) =

i(λ, µ0)). On a:

i) fλ0
est régulière par rapport à la famille (gµ)µ si Pλ0

(µ) ∈ K − {0}.

ii) gµ0
est régulière par rapport à la famille (fλ)λ si Qµ0

(λ) ∈ K− {0}.

iii) La famille (fλ, gµ) est régulière si P0(λ, µ) ∈ K− {0}.

Soit λ0 ∈ K et reprenons les notations ci-dessus. Soit µ1
λ0
, . . . , µ

rλ0

λ0
l’ensemble des racines de Pλ0

(µ). Pour tout

µ ∈ K − {µ1
λ0
, . . . , µ

rλ0

λ0
}, int(fλ0

, gµ) = i(λ0, µ). De plus, int(fλ0
, gµi

λ0

) > i(λ0, µ) pour tout 1 ≤ i ≤ rλ0
. On

note i(λ0, µ) = int(fλ0
, ggen) et on l’appelle la multiplicité d’intersection générique de fλ0

et (gµ)µ. Posons

B(fλ0
, g) =

rλ0∑

i=1

[int(fλ0
, gµi

λ0

) − int(fλ0
, ggen)].

On a: B(fλ0
, g) ∈ N et B(fλ0

, g) = 0 si et seulement si fλ0
est régulière par rapport à la famille (gµ)µ.

Définition 16.3 On note I(fλ0
, g) = {µ1

λ0
, . . . , µ

rλ0

λ0
}, et on appelle I(fλ0

, g) l’ensemble des valeurs irrégulières
de fλ0

par rapport à g.

On peut de la même manière définir I(f, gµ0
) et B(f, gµ0

) si µ0 ∈ K.

Dans [7], on a démontré l’égalité suivante:

Lemme 16.4 (voir [7]) Soit λ0 ∈ K et reprenons les notations ci-dessus. On a:

int(fλ0
, J(f, g)) = int(fλ0

, g) + int(fλ0
, fy) − n+B(fλ0

, g)

Remarquons que l’égalité du Lemme 13.3. découle de celle-ci en remplacant fλ0
par fy et g par f .

La notion de régularité introduite ci-dessus se généralise aux polynômes de la manière suivante: Soit F (x, y) et
G(x, y) deux polynômes de K[x, y] et considérons les familles (Fλ)λ et (Gµ)µ. Supposons que Fλ (resp. Gµ est
réduit pour tout λ ∈ K (resp. µ ∈ K) et soit (f, g) ∼m (F,G).
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Définition 16.5 Soit λ0, µ0 ∈ K:

i) On dit que Fλ0
est régulière par rapport à la famille (Gµ)µ si fλ0

est régulière par rapport à la famille
(gµ)µ.

ii) On dit que Gµ0
est régulière par rapport à la famille (Fλ)λ si gµ0

est régulière par rapport à la famille
(fλ)λ.

iii) On dit que (Fλ, Gµ) est régulière si (fλ, gµ) l’est.

Soit λ0 ∈ K. On pose I(Fλ0
, G) = I(fλ0

, g) et B(Fλ0
, G) = B(fλ0

, g). Soit I(Fλ0
, G) = {µ1

λ0
, . . . , µ

rλ0

λ0
}. Il est

clair que Int(Fλ0
, Gµ) ne dépend pas de µ ∈ K − I(Fλ0

, G) et que si on note cet élément par Int(Fλ0
, Ggen),

alors Int(Fλ0
, Ggen) > Int(Fλ0

, Gµi
λ0

) pour tout 1 ≤ i ≤ rλ0
, et

B(Fλ0
, G) =

rλ0∑

i=1

[Int(Fλ0
, Ggen) − Int(Fλ0

, Gµi
λ0

)].

Soit J(F,G) = FxGy − FyGx. Le lemme suivant donne une version affine du Lemme 16.4.:

Lemme 16.6 (voir [7]) Soit λ0 ∈ K et reprenons les notations ci-dessus. On a:

Int(Fλ0
, J(F,G)) = Int(Fλ0

, G) + Int(Fλ0
, Fy) − n−B(Fλ0

, G))

Utilisant cette égalité et celle du lemme 13.3., on a démontré le suivant:

Théorème 16.7 (voir [7]) Soit F,G deux polynômes de K[x, y] et soit (f, g) ∼m (F,G). Soit λ0 ∈ K et
reprenons les notations ci-dessus. Supposons que Afλ0

= Af -i.e. int(fλ0
, fy) = int(fgen, fy)- et soit c le

cardinal de I(Fλ0
, G). On a:

i) Si c = 0 et J(F,G) ∈ K− {0}, alors Af = 0, Int(Fλ0
, G) = 1, et K[F,G] = K[x, y].

ii) Si c = 1, alors I(F ) est réduit à un seul élément. En particulier J(F,G) /∈ K − {0}.

Soit F (x, y) un polynôme de K[x, y] soit f ∼m F . Soit λ0 ∈ K et supposons que Afλ0
= Af . Si Fλ0

possède
deux places à l’infini, alors pour tout G ∈ K[x, y], le cardinal c de I(Fλ0

, G) est au plus 1. Il résulte du Théorème
précédent que J(F,G) /∈ K− {0} pour tout G ∈ K[x, y].

Le théorème 16.7. offre une nouvelle approche à l’étude de la conjecture Jacobienne en dimension deux. En
effet, la partie i) du Théorème montre que la conjecture Jacobienne est équivalente à la conjecture suivante:

Soit F,G deux polynômes de K[x, y]. Si J(F,G) ∈ K − {0}, alors I(F,G) = ∅ (ceci est équivalent à
B(F,G) = 0).

Cette conjecture possède aussi la réformulation suivante:

(*) Soit F,G deux polynômes de K[x, y]. Si I(F,G) 6= ∅ (⇐⇒ B(F,G) 6= 0), alors J(F,G) /∈ K − {0}.

En particulier, la partie ii) du Thérème 16.7. montre (*) losrsque I(F, (Gµ)) est réduit à un seul élément.
Remarquons que, étant donnés deux polynômes F,G de K[x, y], si (f, g) ∼m (F,G), alors: J(F,G) = a ∈
K−{0} ⇐⇒ J(f, g) = a.x−2. Par ailleurs, la notion de régularité est définie pour les éléments de K((x))[y] qui
ne sont pas nécessairement dans K[x−1][y]. Ceci nous a amené à poser les deux conjectures suivantes (appelées
conjectures Jacobiennes méromorphes):

Soit f, g deux éléments de K((x))[y] de degrés respectives n et m en y.

Conjecture I) Si J(f, g) = x−2, alors B(f, g) = 0.

Conjecture II) Si J(f, g) = x−2, alors m/n ou n/m.

La régularité des courbes méromorphes introduite ci-dessus peut être interprétée en fonction des polygones de
Newton de ces courbes. Cette notion offre aussi une approche intéressante à l’étude de la conjecture Jacobienne
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en dimension deux, et plus généralement aux deux conjectures ci-dessus. Ainsi, la deuxième partie du papier
[7] est consacrée à l’étude du polygone de Newton d’une courbe méromorphe, en particulier la relation entre
les polygones de Newton de deux courbes méromorphes f et g dont le Jacobien J(f, g) dépend seulement
de x. Nous avons d’abord introduit la notion de parallèlisme et pseudoparallélisme de deux polygones de
Newton. Ceci généralise aux courbes méromorphes la notion de similarité définie dans un cadre algébrique.
Nous avons ensuite démontré que si le Jacobien J(f, g) de deux courbes méromorphes f et g est un élément
de K((x)), alors les polygones de Newton de f et g sont pseudoparallèlles, et si △(f) et △(g) désignent deux
côtés similaires des polygones de Newton de f et g respectivement, alors f△(f) et g△(g) sont proportionnelles
(où si h ∈ K((x))[y] et △ est un côté du polygone de Newton de h, alors h△ est la somme des monômes
hijx

iyj de h tel que (i, j) ∈ △). Ceci généralise aux courbes méromorphes la notion de proportionnalité définie
dans un cadre algébrique. Utilisant ces résultats nous avons cherché à caractériser l’arbre T (f.g) lorsque le
Jacobien J(f, g) ∈ K((x)). Nous avons supposé pour ce faire que int(f, g) = minλ,µint(fλ, gµ) (ceci n’est pas
une restriction car J(fλ, gµ) ne dépend pas du choix de λ et µ dans K). Nous avons alors démontré une série
de lemmes qui montrent que les composantes irréductibles de f.g sont réparties en des paquets qui définissent
les points maximaux de l’arbre T (f.g), et que dans chaque paquet, certaines caractéristiques numériques des
branches telles que le degré en y, la multiplicité d’intersection avec les autres branches peuvent être contrôlées.

17 Polynômes irréductibles dans K[[x]][y]

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Désignons parR l’ensemble des polynômes irréductibles
de K[[x]][y] et soit R̃ l’ensemble des polynômes f de R tel que si f(x, y) = yn + a1(x).y

n−1 + . . .+ an(x), alors
a1(x) = 0, et ordxai(x) > i pour tout 2 ≤ i ≤ n tel que ai(x) 6= 0 (remarquons qu’on peut toujours se ramener
à cette forme moyennant un possible changement de variables). Soit f(x, y) = yn + a1(x).y

n−1 + . . . + an(x)
un élément non nul de R̃. On associe à f son semi-groupe Γ(f) = {int(f, g); g ∈ K[[x]][y], g /∈ (f)K[[x]][y]},
ses suites caractéristiques m = (m0 = n,m1, . . . ,mh,mh+1 = +∞), r = (r0 = n, r1, . . . , rh, rh+1 = +∞),
d = (d1 = n, d2, . . . , dh, dh+1 = 1), et l’ensemble de ses racines approchées g = (g1 = y, g2, . . . , gh, gh+1 = f)
(voir Section II-1). On sait que:

1) int(f, gk) = rk pour tout 1 ≤ k ≤ h.

2) r0 = n, r1, . . . , rh engendrent Γ(f).

3) rk.(
dk

dk+1
) < rk+1 pour tout 1 ≤ k ≤ h.

De plus, d’après les hypothèses sur f , on a:

4) r0 = n < r1 < . . . < rh et d1 > d2 > . . . > dh+1 = 1.

D’autre part, on sait qu’étant donnée une suite r0 < r1 < . . . < rh vérifiant 3) et 4), il existe un polynôme
f ∈ R̃, de degré r0 en y, tel que Γ(f) est engendré par r0, . . . , rh.

Soit f(x, y) = yn +a2(x).y
n−2 + . . .+an(x) un polynôme de R̃. La classe d’équisingularité de f , notée Cl(f) est

l’ensemble de tous les polynômes irréductibles de K[[x]][y] dont le semi-groupe est Γ(f). Utilisant les polygones
de Newton généralisés et le critère d’irréductibilité d’Abhyankar (voir [3]), on a construit dans [19], étant donné
une suite r0 < r1 < . . . < rh vérifiant 3) et 4), tous les polynômes de R̃ (à déformation près) dont le semi-groupe
est engendré par r0, . . . , rh, ainsi que leurs racines approchées. Ceci donne en particulier les éléments de la classe
d’équisingularité correspondant à la suite r et aux suites r/dk = (r0/dk, . . . , rk−1/dk) pour tout 1 ≤ k ≤ h.

Remarquons qu’un polynôme f dont le semi-groupe est engendré par r0, . . . , rh peut être calculé en utilisant la
théorie des bases de of Gröbner: une base de Gröbner réduite par rapport à un bon ordre sur N3 qui élimine
t des équations x− tn, y − tm1 − . . .− tmh contient un unique polynôme f(x, y). Si nous considérons f comme
étant un élément de K[[x, y]], alors Γ =< r0, . . . , rh > est le semi-groupe de f . Il est connu que la complexité de
calcul d’une base de Gröbner est doublement exponentielle. De plus, l’algorithme calcule beaucoup plus qu’il
nous faut. Bien que nous n’ayons pas considéré le problème de la complexité de notre algorithme, mais nous
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pensons qu’il est plus naturel et plus adapté, en particulier parce que les données que l’on obtient sont attachées
au polynôme f et sont exprimées en fonction des suites associées à ce polynôme. Notre algorithme nous permet
aussi d’associer de manière unique un élément canonique dans la classe d’équisingularité qui correspond à la
suite r (resp. aux suites r/dk = (r0/dk, . . . , rk−1/dk) pour tout 1 ≤ k ≤ h et de contrôler les monômes à
rajouter à cet élément pour avoir toute la classe déquisingularité.

Soit f(x, y) = yn + a2(x).y
n−1 + . . . + an(x) un polynôme de R̃. Le nombre de Milnor m = int(fx, fy) est un

invariant de Cl(f). Comme int(f, fy) = int(fx, fy) + n − 1 = m + n − 1, il suit que le nombre de Milnor m
s’exprime en fonction de la suite r par la formule suivante:

(∗) m =

h∑

i=1

(ei − 1).ri − r0 + 1.

La deuxième question qu’on a étudiée dans [19] est la suivante: soit m ∈ N un entier positif fixé, construire
tous les polynômes g ∈ R̃ (à déformation près) tels que m = int(gx, gy). Nous avons d’abord démontré qu’étant
donnée une suite r0, r1, . . . , rh vérifiant les conditions 3) et 4) ci-dessus, alors:

m ≥ (5/3).22h − 3.2h + (4/3)

Ceci implique que le nombre des longueurs h possibles est fini. D’autre part, étant donné h ∈ N, la relation (*)
ainsi que celles pour les racines approchées montrent que l’ensemble des suites r de longueur h vérifiant (3) et
(4) est fini. Le problème est donc réduit au suivant: soit r = (r0, r1, . . . , rh) une suite vérifiant 3) et 4), calculer
tous les polynômes de R̃ dont le semi-groupe est engendré par r.

Dans ([19]) nous avons développé et implementé nos algorithmes en Mathematica.

18 Modifications toriques des variétés toriques libres

Soit K un corps de caractéristique 0. Soit e1, . . . , er les éléments de la base canonique de Zr, et pour tout i = r+
1, . . . , n soit hi = (hi,1, . . . , hi,r) ∈ Nr. Soit d1 . . . , dr ∈ N et posons T = {d1e1, . . . , drer,hr+1, . . . ,hn} ⊆ Nr.
Soit

φ : K[x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn] → K[t1, . . . , tr]

l’homomorphisme de K-algèbres tel que:

φ(xi) = tdiei ∀i = 1, . . . , r,

φ(xi) = thi ∀i = r + 1, . . . , n,

où thi = t
hi,1

1 . . . t
hi,r

r . Soit Kerφ = IT est l’idéal de T . La variété V = V (IT ) des zéros dans An
K

est une
variété affine torique dans le sens de [24]. L’image φ(K[x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn]) est l’anneau affine K[T ] du
semi-groupe T . en d’autres termes, IT est l’idéal de définition de la variété V dans AKn paramétrisée comme
suit:

x1 = ud1

1

...

xr = udr

r

xr+1 = u
hr+1,1

1 . . . uhr+1,r

r

...

xn = u
hn,1

1 . . . uhn,r

r .
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Soit NT = {l1d1e1 + · · · lrdrer + lr+1hr+1 + · · · + lnhn : l1, . . . , ln ∈ N} le semi-groupe engendré par T et
ZT = {l1d1e1 + · · · lrdrer + lr+1hr+1 + · · · + lnhn : l1, . . . , ln ∈ Z} le réseau engendré par T . On sait que
ht(IT ) = n− r; c’est une intersection complète si et seulement si il est engendré par n− r éléments.

Soit T1 et T2 des sous ensembles non vides de T tel que T = T1∪T2 et T1∩T2 = ∅. Le semi-groupe T est appelé
le recollement de T1 et T2 s’il existe un élément non nul a ∈ NT1 ∩ NT2 tel que Za = ZT1 ∩ ZT2.

La notion de semi-groupe obtenu par recollement a été introduite par J.C. Rosales dans [36] et utilisée par K.
Fisher, W. Morris and J. Shapiro dans [25] pour caractériser les semi-groupes affines qui sont des intersections
complètes.

Le semi-groupe T est une intersection complète libre (par rapport à la suite hr+1, . . . ,hn) si et seulement si
pour tout i = r + 1, . . . , n,

Ti = {d1e1, . . . , drer,hr+1, . . . ,hi}

est le recollement de Ti−1 = {d1e1, . . . , drer,hr+1, . . . ,hi−1} et {hi}. On dit que la variété V (IT ) est une variéé
torique libre si le semi-groupe T est une intersection complète libre.

Dans [17] nous avons étudié l’effet des modifications toriques au sens de [35] aux variétés toriques libres. Nous
avons démontré que ces modifications résolvent les singularités de ces variétés. Remarquons que si T =<
r0, r1 . . . , rh > est le semi-groupe d’un polynôme irréductible f de K[[x]][y], alors V (IT ) est une variété torique
libre. Utilisant la représentation algorithmique des éléments de Cl(f) obtenue dans [18], on obtient une résolution
plongée des singularités de Cl(f). D’autre part, étant donné un polynôme irréductible quasi-ordinaire f de
K[[x1, . . . , xn]][y], M. Micusn, dans sa thèse ([28], [32]), a associé à f un semi-groupe Γ(f) et a démontré à
propos de Γ(f) des résultats similaires à ceux connus pour les singularités de courbes (voir aussi [26]). Dans [18]
on a démontré que T = Γ(f) est une intersection complète libre, en particulier les mêmes résultats obtenus pour
les courbes peuvent être appliqués aux singularités définies par les polynômes irréductibles quasi-ordinaires.
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