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Introduction

Ce texte trace I'historique de mes travaux de recherche depuis la soutenance de ma thése et se scinde en deux
parties: d’une part mes travaux dans la théorie des bases standard et de Grobmer et leurs applications en
Algebre commutative et D-modules, et d’autre part ceux dans la théorie des singularités, essentiellement celles
des courbes planes algébriques. Ma these, soutenue en 1991, a été dirigée par Monique Lejeune-Jalabert. Elle
portait sur 1’étude d’un point de vue effectif des gradués associés a des filtrations quotients sur K[z, ..., z,]/1,
ou K est un corps et I est un idéal de K[z1,...,x,], définies par des formes linéaires & coefficients réels
(calcul, comportement lorsqu’on fait varier les coefficients, applications géométriques). Le calcul des gradués
est équivalent a celui d’une base standard de I'idéal I. Le travail de these est détaillé dans les Sections 2 et 4.

Apres la soutenance de ma theése j’ai entamé une collaboration avec T. Mora portant sur la complexité de
Palgorithme de calcul de bases standard, lorsque certains coefficients de la forme linéaire sont négatifs (voir
Section 3). J’ai d’autre part généralisé mes travaux de theése dans deux directions: dans la premiere le corps
K est remplacé par un anneau commutatif et unitaire, le but étant de généraliser la notion de bases standard
a cette situation et de trouver des applications géométriques (voir Section 5), dans la deuxiéme Panneau de
polynémes K[z, ..., x,] est remplacé par 'anneau des séries formelles K{[[z1, ..., 2z,]], le but étant d’étudier le
comportement du gradué lorsque les coefficients de la forme linéaire varient dans R (voir Section 6).

Ensuite, en collaboration avec F. Castro et M. Granger, certains travaux ont été généralisés aux D-modules, en
particulier ’étude des gradués associés a des filtrations quotients sur R/I -ou R = A,, (resp. D,,) et I est un
idéal & gauche de R- définies par des formes linéaires a coefficients réels (voir Sections 7 & 11).

Entre temps j’ai commencé la lecture de larticle de S.S. Abhyankar & Kyoto -On the semigroup of a mero-
morphic curve-. Cette lecture a inspiré mes premiers résultats sur les courbes. J’ai d’abord étudié les courbes
méromorphes (i.e. les polyndémes de K((x))[y], o K((z)) désigne le corps des séries méromorphes & coeflicients
dans un coprs algébriquement clos K) d’un point de vue effectif, en utilisant la notion des racines approchées
d’Abhyankar-Moh. Je me suis ensuite intéressé au Lemme d’Abhyankar-Moh et ses possibles généralisations
(voir Sections 12 et 13), puis au probleme de la décomposition des dérivées partielles d’une courbe méromorphe
(Voir Section 14).

Avec S.S. Abhyankar, on s’est intéressé au probleme de la décomposition du Jacobien J(f,g) de deux courbes
méromorphes f, g a partir de certaines données associées a f et g (voir Section 15). On a ensuite étudié les
paires (f, g) € (K((z))[y])? dont le Jacobien est un élément de K((x)) (voir Section 16).

Enfin, en collaboration avec M. Barile, on s’est intéressé a la classification d’un point de vue effectif des
polyndmes irréductibles dans K[[z]][y] (voir Section 17) puis & Papplication de la théorie de désingularisation
des variétés non dégénérées a certaines variétés définies en recollant des semi-groupes (voir Section 18).
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Chapitre I: Bases standard et applications

1 Bases de Grobner

Soit K un corps et soit A = K[z1,...,2,] = K[z] anneau de polynémes & n indétérminées sur K. Soit
L= 2?21 eia; € Rlay, . .. ,a,] une forme linéaire & coefficients dans R et soit < un bon ordre sur N™ compatible
avec la structure du semi-groupe de N”. On considere sur N le bon ordre <, suivant:

a <y, B ssi L(a) < L(B) ou [L(a) = L(B) et a < .

Dans cette Section, les coefficientes e,...,e, sont supposés dans RT. En particulier il n’existe pas de suite
infinie strictement décroissante:

Qg > 01 > ... >0 Q..
Dans N™. On dit que 'ordre <j, est Noethérien.

Soit f = )", caz® un élément non nul de A. On appelle Support de f, et on note Supp(f), ensemble
{a;cq # 0}. On appelle L-ordre de f, et on note vi(f), I'élément v (f) = max{L(a);co € Supp(f)}. On
appelle forme initiale de f, et on note in(f), ’élément in(f) = ZL(a):VL(f) coex®. On appelle exposant
privilégié de f, et on note exp(f), 'élément oy = max., Supp(f) = max-Supp(inf). On appelle monéme
initial de f, et on note M(f), le mondme cq,x°.

Soit I un idéal différent de (0) de A. On appelle idéal initial de I, et on note in(/), 'idéal engendré par
{in(f); f € I — 0} dans A; on note exp(I) = {exp(f); f € I —0}. On appelle idéal monomial de I, et on note
M(I), I'idéal engendré par {M(f); f € I — 0} dans A.

On appelle base de Grébner de I, tout systeme d’éléments f1,. .., fr de I tel que M(I) = (M(f1),...,.M(f)).
On vérifie que M (I) = M (in(I)) et que:

{f1,..., fr} est une base de Grobner de I <= exp(I) = |J;_, exp(fi) + N®
Le résultat suivant est Du & B. Buchberger ([14]).

Théoréme 1.1 : Connaissant un systéme de générateurs de I, on peut calculer effectivement une base de
Grébner de 1.

L’ingrédient principal de I'algorithme de construction d’une base de Grébner est un théoreme de division qui
généralise a ’anneau A la division euclidienne dans ’anneau de polyndémes a une variable. Rappelons brievement
ce résultat:

Soit {f1,...,fr} un ensemble de polynémes de A, tous non nuls et soit a; = exp(f;) pour tout 1 < i < r.

On considere la partition A, A de N™, relative & fi,....f,, tel que A = |J;_, a; + N"™ et A =N" - A
Soit f un élément de A et posons o = exp(f). On définit les suites fk,h?,j =1,...,7 et h* dans A par
fozf,h(J):O,jz1,...,r,h0:OethZO:

(i) Si exp(f¥) € A, soit 1 < i < r le plus petit entier tel qu’il existe B, € N® et ¢, € K vérifiant
M(f*) = cxz®*M(f;,). On pose:

PR = P i W, W i et B =

(ii) Si exp(f*) € A, on pose:

A= M), R = b =1, e et KPP = P M(fF)



De sorte que f = Y)1_, A¥FLf 4+ WEFL 4 fAHL et BRFL £ 0 = Supp(h**!) € A. De plus, f1 £ 0 =
exp(f*T) <p exp(f").

L’ordre <, étant Noethérien, ce processus s’arréte construisant hi,..., h,, h € A tel que:
) f=2 hifi+h
il) maxp,zoexp(h; fi) < a.
iii) Si h # 0, alors exp(h) < « et Supp(h) C A.

On appelle h le reste de la division de f par f1,..., fr, et on note h = fR{f1,..., fr}.

Soit maintenant f, g deux polynomes de A et soit M (f) = co2® et M(g) = dgaP. Soit 27 = p.p.c.m.(z®, 27)
(i.e. v; = max(ay, 3;) pour tout 1 <4 < n). On pose fSg = dgz?~.f — coax?~P.g, de sorte que exp(fSg) < 7.

Proposition 1.2 ([14]): Un systéme de générateurs fi,..., fr de Uidéal I est une base de Grobner de I si
V1 SZ#] Sr;fisij{fla"'vfr}:O'

On a aussitot l'algorithme suivant:
Algorithme: Soit g1,...,¢gs un systéme de générateurs de I:
(i) Si ¢;Sg;R{g1,-..,9-} =0,V1 <i#j <s, alors {g1,...,9s} est une base de Grébner de I.

(ﬁ) Sl existe 1 < 7& Jj=s tel que gngjR{glv e vgs} =h 7& 0, on pose h = gs+1 €t on recommence avec
{gl, R )gS)gS-‘,-l}-

Ce processus s’arréte (voir [14]) construisant un systéme de générateurs de I qui est aussi une base de Grobner
de I.

2 Bases Standard

Les notations sont celles de la Section précédente. On suppose ici que les coefficients ey, ..., e, sont de signe
quelconque. On appelle base Standard de 'idéal I de A tout systéme de polynoémes fi,..., f. de I tel que

M(I) = (M(f1),- - -, M(fr)).
Remarque 2.1 : S’il existe i € {1,...,n} tel que e; < 0, Pordre <z, n’est plus Noetherien.
Exemple 2.2 n=1,e1=—-1 : 1> 2> --->p k> ---.
Par conséquent, le processus de division peut produire des séries formelles:
Exemple 2.3 n=1,e1=—-1, f=x2 et fi =z + 2
f—fi=—a

+af) = z’

on obtient



L’exemple ci-dessus montre que le processus de division de la Section précédente ne permet pas de calculer
effectivement une base standard, partant d’un systeme de générateurs de I. Pour controler ou arréter la
division, on utilise la notion d’écart d’un polynéme, introduite par T. Mora ([26]):

Soit f =", cax® un polynoéme non nul de A et soit v/(f) = min{L(«a);cq # 0}. On appelle écart de f, et on
note E(f), le réel v(f) —v'(f).

Soit {f1,...,fr} un ensemble de polynémes de A, tous non nuls et soit o; = exp(f;) et F; = E(f;) pour

tout 1 < i < r. On considere la partition A, A de N", relative & f1,...,f,, tel que A = J_; a; + N"
et A = N — A. Soit f un élément de A et posons a = exp(f) et E = E(f). On considere I'ensemble
U ={i;a € a; + N" et E; < E}. On dit que f est réduit modulo {fi,..., f;} si Ur = (. Avec ces notations,
on a le résultat suivant:

Lemme 2.4 [1] Il n'existe pas de suite infinie f = fO, f1,..., dans A tel que pour tout k > 0:
i) Upk # 0.
ii) Soit i, € Upr et soit B, € N™ et ¢, € K tel que M(f*) = craP M(fi,), alors:

A= fF = cpaPr g,
On obtient par conséquent, aprés un nombre fini d’étapes, hi,...,h, et h € A tel que:
) f=>i hifi+h
ii) maxp,zoexp(h; fi) < a.
iii) Si h # 0, alors Uy, = 0.
On appelle h le reste de la division tronquée de f par fi,..., fr, et on note h = fRpr {f1,..., fr}

Avec les notations ci-dessus, on a un résultat similaire & celui de la Proposition 1.2., précisement:

Proposition 2.5 : Un systéme de générateurs fi,..., fr de l’idéal I est une base standard de I si V1 < i #
i< fiSfiRre{f1,..., fr} =0.

Ceci aboutit a l'algorithme suivant
Algorithme: Soit g1,...,¢gs un systéme de générateurs de I:
(i) Si pour tout 1 <i#j <s, g:59;Rrr{g1,...,9s} =0, alors {g1,...,gs} est une base standard de I.

(ii) S'il existe 1 < i # j < s tel que ¢;:SgjRrr{g1,...,9s} = H # 0, on pose H = gs41 et on recommence
avec {g17 s 7gS)gS+1}-

Ce processus s’arréte (voir [1]) construisant une base standard de I.

Cet algorithme est une variante de celui proposé par Mora dans ([26]). Alors que celui de Mora est de nature
locale, celui-ci est de nature locale-globale et donc adapté a 1’étude du comportement de la base standard
lorsqu’on fait varier les coefficients de la forme linéaire L.

Remarque 2.6 : La base standard construite par notre algorithme est aussi un systéme de générateurs de
Iidéal I. Une base standard n’est pas un systeme de générateur en général: Soit I = (f1, f2)K[z1,x2] o0t f1 =
x1 — 27 et fo = 21 — 179, et soit e = eg = —1. Alors fi est une base standard de I car M(I) = (x1) = (M(f1)),
mais f; n’engendre pas I. Ceci est du au caractere local d’une base standard. Plus précisement, soit 1’ensemble
multiplicatif S = {1+ f,f € Aet L(f) <0} C A et S™!I I'idéal engendré par I dans S~1A. Soit d’autre part
la filtration de A définie par les sous-groupes additifs U(a) = {f € A, L(f) < L(a)} et A le complété de A par
rapport a la topologie définie par cette filtration (remarquons que si e; > 0, ¢ = 1,...,r, A=S14=Aet



S~1I = I). Toutes les notations ci-dessus peuvent étre étendues aux éléments et idéaux de A. On montre alors
que le processus de division de la Section précédente construit des éléments hy,..., h,,h € A tels que :

i) [= 22:1 hifi + h.
ii) maxp,2o(exp(h;. fi) <pexp(f).
iii) Si h # 0, alors exp(h)<rexp(f) et Supp(h) C A.

Une base standard de I est aussi une base standard de I = I .A\, qui est aussi un systeme de générateurs de 1.

3 Complexité

L’algorithme de Buchberger a une complexité doublement exponentielle, i.e., le degré maximal des polynomes
qui apparaissent dans le calcul d’une base de Grébner possede une borne doublement exponentielle par rapport
au degré maximal des générateurs de l'idéal et au nombre des indéterminées. Par ailleurs, D. Lazard ([20]) a
démontré que 'algorithme de Buchberger peut étre utilisé pour calculer une base standard, en homogénéisant
le systeme de générateurs de I'idéal et en considérant I’extension de I'ordre <7 & N™*!. Plus précisement, soit
J1,---,9gs un systeme de générateurs de 1'idéal T de A et soit h(g1),. .., h(gs) les homogénéisés de gy, .. ., gs dans
Alt]. On considere sur N™ x N I'ordre total <, suivant:

lal +a < |B]+0
(a,a) <n (B,0) & 4 ou
o] +a=|6]+bet a<g 5.

Le résultat suivant a été démontré par D. Lazard ([20]):

Proposition 3.1 : si Fy, ..., F,. est une base de Gréobner de lidéal J = (h(g1), ..., h(gs)) pour Uordre < dans
Alt], alors Fy(z,1),..., F.(x,1) est une base standard de lidéal T de A.

Ceci prouve en particulier que le degré maximal des éléments d’une base standard possede une borne doublement
exponentielle par rapport au degré maximal des générateurs de 1'idéal et au nombre des indétérminées. Utilisant
ce résultat, j’ai proposé avec T. Mora (voir [5]) une variante de lalgorithme de calcul avec écart d’une base
standard qui a la méme complexité (doublement exponentielle) que celle de I’algorithme de Buchberger.

Notons ici que la complexité de I'algorithme de Mora et de celui de la Section précédente n’est pas connue.

4 Tropismes critiques d’un idéal

On reprend ici les notations des Sections 1) et 2). Soit n = g + p et posons z; = T; pour tout 1 < i < ¢ (resp.
xj = X;_q pour tout g+1 < j <n). Soit T' = (T1,...,Tq), X = (X1,...,X,), et soit I un idéal de K[T'][X]. Le
morphisme naturel d’anneaux ¢ : K[T] — K[T][X]/I,#(p(T)) = cl(p(T))modI définit une famille de variétés
algébriques paramétrées par K[T]. Soit d un réel négatif ou —oo et soit Ly : N x N? — R la forme linéaire
définie par

La(B,a) = |o| + |B]/d if d # 0, —oc0
LO(ﬂv 0[) = _|ﬁ| and Lfoo = |04|

ousi = (ay,...,ap) € NP (respectivement 8 = (01, ...,0;,) € N?), on note |a| = a1 +. ..+ a,, (respectivement
18] = B1 4+ Bq)-

Soit f = > CpatPx® un élément non nul de A. On note Supp(f) (resp. v(f,d), exp(f,d), in(f,d)) le support
de f (resp. le Lg-ordre, I’exposant privilégié de f, la forme initiale de f).



Soit I un idéal de K[T'][X] et soit d €] — 00, 0] ou —oo. On note in(I,d) (resp. exp(I,d), resp. M(Z,d)) l'idéal
initial de I (resp. ’ensemble des exposants privilégiés, resp. 'idéal monoémial de I). On consideére le morphisme
naturel d’anneaux ¢4 : K[T]— K[T|[X]/in(1,d), p(p(T)) = cl(p(T))mod in(I, d).

dans ma these j’ai étudié les deux questions suivantes:
I) Comment varie in(I,d) lorsque d parcourt R U {—o0}?
IT) Quelles proporiétés géométriques s’étendent de ¢g & ¢?

En réponse & la premiere question, j’ai obtenu le théoreme de finitude suivant:

Théoreme 4.1 :(voir [2],[6]) Soit I un idéal # (0) de K[T][X]; il existe une suite finie {d1,...,ds} de rationnels
(éventuellement vide) telle que
—o<d <dy<---<ds <0

et si on pose dg = —o0 et ds1 = 0, alors :

(i) Vj=1,...,s+1,in(I,d), dj—1 <d < d; est indépendant de d. On note in(I,d) = I;_;.

(i) Sion note I} =in(l,d;), j =0,...,s+1, alors les I;, I}, j = 0,...,s, k=1,....s, sont tous distincts
et si Iy # Io (resp. I,y # 1), il en est de méme pour k =0 (resp. k=s+1).

(111) Les inclusions suivantes sont impossibles : Ij'. cI, Ij'. Clyetl; Cly pour0<k<j—1letl; CIj,
0<k<j.

Définition 4.2 Les rationnels di,...,ds du théoreme ci-dessus sont appelés les tropismes critiques de I.
Cette notion a été introduite par M. Lejeune et B. Teissier dans un cadre local.

Le résultat du théoreme 4.1. généralise a un idéal la notion de polygone de Newton associée & un polynome
de KI[T1[X], rappelée ci-dessous.

Soit f = > Cp, TP X un élément non nul de A ; on appelle polygone de Newton de f, la trace sur R*? de
I’enveloppe convexe dans R? de ’ensemble U(ﬁ’a)eSuppf (|B|, |a|) + (R*T x R_), ol RT (resp. R™) désigne
Pensemble des réels positifs (resp. négatifs) ou nuls. Le polygone de Newton de f posséde un nombre fini de
cOtés ; si —1/dy < —1/dy < -+ < —1/d, sont les pentes des cotés non paralleles aux deux axes et si on pose
dop = —oo et ds41 = 0, désignant par Ly la droite contenant le coté parallele & ’axe des z, la forme initiale
in(f,d) est constante sur chacun des intervalles |d;, di+1[, 1 = 0, ...,s et si (b;, a;) est le point d’intersection de
Ly, et Lyg,. ,,0<1i<s,alors:

in(f,d) = Mp,a,= > CpT°X", Vd€ld;, dija| .

|| =az, ]3] =b;

La démonstration du théoreme utilise de maniere fondamentale les résultats de la Section 2. Cette approche
effective m’a permis de calculer, partant d'un systeme de générateurs de I, I’ensemble de ses tropismes critiques.

Concernant la deuxieme question, j’ai d’abord démontré que la finitude de ¢ est équivalente a celle de ¢_, et
que cette assertion se lit sur les éléments d’une base de Grobner de I pour L_,. Je me suis ensuite intéressé
au probleme de la platitude de ¢. J’ai alors démontré quune base de Grébner de I pour L_., permet de
construire effectivement un ouvert de platitude générique pour ¢ (i.e. un ouvert de Zariski U C SpecK|T]
tel que pour tout idéal premier P dand U, K[T|p[X]/Ip est un K[T]p-module plat). Rappelons brievement
la construction de U: soit F' = {f1,..., fr} une L_-base standard de I et soit (5;, ;) = exp(fi, —o00) pour
tout 1 < ¢ < r. Posons V1 < ¢ < r, In(f;,—00) = po,X*. Puisque F est une L_..-base standard de
I, alors {In(f1,—o0),...,In(f,, —00)} est un systéme de générateurs de In(I, —oc0) = (In(f, —o0)|f € I — 0).
Soit {X ..., X%=} un systéme minimal de générateurs de (X*,..., X) et soit, pour tout 1 < j < s,
Cay, (F) = (Pay, )K[T]. Soit finalement J = J[7_; Ca,, (F). On a:



Proposition 4.3 :(voir [2],[6]) Pour tout idéal premier P qui ne contient pas J, K[T|p[X]/Ip est un K[T]p-
module plat.

J’ai ensuite considéré le lien entre la platitude en (T') de ¢4,ds < d < 0 et celle de ¢. Précisement, notons
par (T') I'idéal maximal (T7,...,Ty) de K[T7] et soit K[T']r) le localisé de K[T] en (T'). Quand est ce qu’on a
I'équivalence entre (*) la platitude de K[T'|(7)[X]/in(1, d), ds < d <0, sur K[T](1y et (**) celle de K[T'] (1 [X]/1
sur K[T|(7)? j’ai obtenu a ce propos les résultats suivants:

Théoréeme 4.4 :(voir [2],[6]) i) K[T]1)[X]/I est un K[T|ry-module plat => K[T|(1y[X]/in(1,d), ds < d <0,
est un K[T](ry-module plat. L’implication dans 'autre sens n’est pas vraie en général.

it) Sous l'une des conditions supplémentaires suivantes:

1)g=1,

2) I est un idéal homogene par rapport a (X),

3) K[T) () [X]/I est un K[T]1y-module fini-,

Uimplication dans i) est une équivalence.
En fait, pour avoir I’équivalence en général, il faut localiser un peu plus, précisement on a le résultat suivant:

Proposition 4.5 :(voir [6]) Considérons dans K[T|)[X] Uensemble multiplicatif S = {1 + f(T,X);
f(0,X) =0}. Les assertions suivantes sont équivalentes::

(i) K[T)(ry[X]/in(I,d), ds < d < 0 est un K[T]r)-module plat.

(i) in(I,d), ds < d <0, peut étre engendré par des polyndmes homogénes de K[X].

ii) STHKI[T|[X]/I) est un K[T)ry-module plat.

5 Platitude de certaines projections génériques

Soit R un anneau commutatif unitaire et Noethérien et soit A = R[z] = R[z1,...,x,] Vanneau des polynomes
4 n indéterminées et & coefficients dans R. Soit, comme en Section 1, L = Y I | e;a; € Rlaq,...,ay) une
forme linéaire & coefficients dans RT et < un bon ordre sur N™ compatible avec la structure du semi-groupe
de N", et considérons l'ordre total <; défini sur N™ & partir de L et <. Soit 0 # f un polynéme non nul de
A. On définit le support, I’exposant privilégié, la forme initiale, et le monéme initial de f comme en
Section 1. De méme, soit I un idéal non nul de A, on définit comme en Section 1 I’idéal initial, 1’ensemble
des exposants privilégiés, et 1’idéal mondémial de I . On appelle base de Grobner de I tout systeme
d’éléments fi,..., fr de I tel que M(I) = (M(f1),..., M(fr)).

Soit ¢ : R — R[z]/I (resp. ¥ : R +—— R[z]/in(I)) le morphisme naturel d’anneaux et soit ¢ : SpecR[z]|/I —
SpecR (resp. ¢r, : SpecR[x]/in(I) — SpecR) la projection définie par ¢ (resp. ¥r). Les questions étudiées en
Section 4. se généralisent de manieére naturelle a notre situation. Plus précisement:

Quels renseignements sur ¢ peut on lire sur une base de Grobner de I? Quant est ce que la platitude (resp. la
finitude) de v, implique celle de 97

Si{f1,..., fr} est une base de Grobner de I, alors exp(I) = |J,_, exp(f;) + N™. La réciproque n’est pas vraie
en général. On appelle escalier de I, et on note par esc(I), Pensemble {ay,...,as} C {exp(f1),...,exp(fr)}
tel que exp(I) = J;_; i + N" et pour tout 1 <7 < s, ¢ U#i o + N™

Dans [33], en vue de caractériser les bases de Grébner sur R, W. Trinks a introduit les notations suivantes: soit
FE un sous-ensemble of A et soit a € N™. On pose:

My (E) = {cp;3f € E,M(f) = cgz” and o € 3+ N"} C R.
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On note par Cy(F) I'idéal engendré par M, (E) dans R. Remarquons que si I est un idéal de A, alors C (I) =
(ca;3f € I, M(f) = caz™)R.

Avec ces notations W. Trinks a obtenu le résultat suivant:

Proposition 5.1 : (voir [33]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) F={f1,...,fr} CI est une base de Grébner de I.
(i1) Vo € N, Co(I) = Co(F).

Une base de Grobner permet de construire un ouvert de platitude générique pour ¢. Ceci généralise & R[z] le
résultat de la Proposition 4.3., plus précisement on a:

Proposition 5.2 : (voir [7]) Soit J =];_; Ca,(I) C R, ot {a1,...,as} = esc(I). Soit V(J) = {P € SpecR;
J C P} et U= SpecR—V(J). Alors ¢|¢=1(U) : =2 (U) — U est plat.

Ceci donne une réponse a la premiere question. Remarquons que 'ouvert U a la bonne propriété suivante: soit
P un idéal premier de R et soit k(P) le corps résiduel du localisé Rp de R en P. Soit I(P) = Ik(P). On a:

Proposition 5.3 : (voir [7]) P € U = esc(I(P)) = esc(I).

La réciproque n’est pas vraie en général.

Soit maintenant P un idéal premier n’appartenant pas louvert U introduit dans la Proposition 5.2. Pour tenter
de tester si ¢ est plat en P, j’ai d’abord supposé que R est un anneau principal. J’ai alors donné deux criteres
effectifs de platitude. Le premier est global, il est basé sur le résultat suivant:

Lemme 5.4 (voir [7]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) Rplx])/Ip est un Rp-module plat.
ii) Soit P = (p)R, alors p n’est pas un diviseur de 0 dans Rp[z]/Ip.
i) (I:P)={r;prel}=1I.
w) (I :P)={r;3k >0 tq prel}=1I

Le deuxieme est local-global. Il est basé sur la notion de bases standard avec écart minimal proposé par T.
Mora (voir [3]), et le résultat suivant:

Lemme 5.5 (voir [7]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) Rplx])/Ip est un Rp-module plat.
ii) Soit P = (p)R, alors p n’est pas un diviseur de 0 dans Rp|z]/Ip.
iii) t n’est pas un diviseur de 0 dans R[t][z]/(I,t — p).

J’al ensuite considéré le cas général, i.e. R est un anneau quelconque. Pour tester la platitude de Rplx]/Ip
sur Rp, on considére la filtration P-adique sur Rpx] et le gradué associé & cette filtration. La P-forme initiale
in(I, P) par rapport a cette filtration est 1'idéal engendré par les éléments in(f, P), f € I —0, ou in(f, P) désigne
I'image de f dans le gradué associé. Soit S l'ensemble multiplicatif 1 + PRp[z] et soit B = S~!Rp[z] et
J =1.B(Rp[z]. On a alors:

Proposition 5.6 (voir [7]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) Rplx]/J est un Rp-module plat.

it) in(I,P) =in(J, P) est engendré par des éléments d’ordre O (ot on rappelle que 'ordre d’un élément f est le
plus petit entier s tel que f € P*®).
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Ceci implique le résultat suivant:

Proposition 5.7 (voir [7]) Sous l'une des conditions supplémentaires suivantes:
1) I est engendré par des polyndmes (x)-homogénes,
2) A/I est un R-module fini,

les conditions suivantes sont équivalentes:

i) Rp[z]/Ip est un Rp-module plat.

ii) in(I) est engendré par des éléments d’ordre 0.

Dans cette approche j’ai été amené & généraliser & R[x] la notion de base standard définie dans K[z], ot K
est un corps (voir Section 2.).

Tous les résultats de cette Section deviennent algorithmiques si R est un anneau constructif (voir ci-dessous).
Dans ce cas il existe des algorithmes qui, partant d’un systeme de générateurs de 'idéal I, construisent une
base de Grobner de cet idéal (voir [33]). Dans ([2]) j’ai généralisé 'algorithme de calcul d’une base standard a
cette situation.

Définition 5.8 (voir [33]) On dit que R est un anneau constructif s’il vérifie les propriétés suivantes :

(i) Soit J un idéal différent de (0) dans R et b un élément non nul de R, alors on peut décider si b
appartient a I. Plus précisément, on peut construire un élément p(b, I) ne dépendant que de la classe résiduelle
de b modulo J, tel que b— p(b,I) € I et que p(b,J) =0 si et seulement si b € J.

(i) Sous les mémes hypothéses que dans (i), c1,...,cs étant un systéme de générateurs de J, on peut
calculer \1,...,As € R tels que b— p(b,J) = Ele NiCi.
(iii) Soit c1,...,cs un systéme d’éléments de R, on peut calculer un systéme de générateurs du R-module

(e w) € 5 0 ies =0},

6 Base standard universelle

Soit S = K][z1,...,2,]] Vanneau des séries formelles en x1,...,z, & coefficients dans un corps K et soit
L = Z?:l eia; € R_[oq,...,ay] une forme linéaire & coefficients dans R_. La forme linéaire L définit sur
S une filtration tel que si e; = ...,e, = 0 (resp. e,11 < 0,...e, < 0), alors le gradué associé est gr’’(S) =
Kl[z1,. . ze]][®rs1, ..., Tal.

Soit f = ), caz® un élément non nul de S. On appelle Support de f, et on note Supp(f), ensemble
{a;cq # 0}. On appelle L-ordre de f, et on note vi(f), I'élément v (f) = max{L(a);co € Supp(f)}. On
appelle L-forme initiale de f, et on note in(f, L), 'élément in(f, L) = ZL(Q):VL(f) Cax®.

Soit I un idéal différent de (0) de S. On appelle L-idéal initial de I, et on note in(/, L), I'idéal engendré par
{in(f,L); f € I — 0} dans S.

Soit < un bon ordre sur N” compatible avec la structure du semi-groupe de N™. On considere sur N” le bon
ordre <y, suivant:

L) < L(B)
a<pfB < ou
L(a) = L(B) et 8 < a.

Soit f = >, cex® un élément non nul de S. On appelle L-exposant privilégié de f, et on note exp(f),
Pélément oy = max.,Supp(f) = max-Supp(in(f,L)). On appelle L-monéme initial de f, et on note
M(f, L), le monoéme cq,x°.
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Soit I un idéal différent de (0) de S. On note exp(I, L) = {exp(f, L); f € I—0}. On appelle L-idéal monomial
de I, et on note M (I, L), 'idéal de I engendré par {M(f,L); f € I —0}.

On appelle L-base standard de I, tout systeme d’éléments f1,..., f.. de I tel que M(I,L) = (M(f1,L),...,
M(fr,L)). On a le résultat suivant:

{f1,..., fr} est une base standard de I <= exp(I, L) = {J;_, exp(fi, L) + N»

La question abordée dans [4] est la suivante: comment varie in(Z, L) lorsque le vecteur e = (eq,...,e,) varie
dans R_"?

Dans le cas algébrique, avec les notations de la Section 1, T. Mora et L. Robbiano ([29]) avaient démontré
que l'ensemble {exp(I,L);e € R} est fini. Ils ont associé & l'idéal I un éventail (une collection des cones
polyhédraux, rationnels, et convexes) dans (R1)™ qui régle la répartition des éléments de cet ensemble. Dans le
cas ol les coefficients ey, ..., e, sont de signe quelconque, le méme résultat se généralise a h(I), ’homogénéisé
de I dans K[t][z1, ..., Tn].

C’est ce résultat que j’ai généralisé aux idéaux de S. Plus précisement, j’ai d’abord obtenu le résultat de finitude
suivant:

Proposition 6.1 :(voir [4]) {exp(I,L);e € (R7)"} est fini.

Duquel j’ai déduit le résultat suivant:

Proposition 6.2 :(voir [4]) {in(I,L);e € (R™)"} est fini.

Concernant la répartition de ces idéaux en fonction de L, j’ai démontré le résultat suivant: soit £ C N” et J
est un idéal de S. Soit Uy = {e € (R_)";exp(I,L) = E} et Vg j = {e € Ug;in(I,L) = J}. On a:

Théoreme 6.3 (voir [4]): Vi ; est un cone polyhédral convexe et rationnel. De plus, Up =J,; Ve,;.

j’ai précisé dans cet eventail les idéaux correspondant aux cones de dimension maximale.

7 Bases Standard des D-modules: notations

Le cas algébrique

Soit A,(C) (ou A,) lanneau des opérateurs différentiels & coefficients dans Clz] = C[z1,..., 2], et soit
L=%" ea;+>. fifi € Rlag,...,an, B1,..., 0] une forme linéaire & coefficients dans R, oll on suppose
que f; > 0 pour tout 1 < i < n. Soit < un bon ordre sur N2” compatible avec la structure du semi-groupe de
N27, On considere sur N2” le bon ordre <, suivant:

L(a, B) < L(o/, )
(avﬁ) <L (O/aﬁ/) ~ ou

Lo, 8) = L(, 3" et (o, 3) < (o, B).
Soit P = P(z,0) = Za,g Pa.r®DP un élément non nul de A,,. On appelle Support de P I’ensemble Supp(P) =
{(a, 8) € N?" | po.g # 0}. On appelle L-ordre de P, et on note v, (P), 'élément maximal de {L(«, 3), (o, B) €
Supp(P)}. On appelle L-exposant privilégié de P, et on note exp(P, L), I’élément de N?" max., (Supp(P)).
Sie; + f; > 0 pour tout 1 < i < n, alors pour tout P,Q € A, v, (P.Q) = vi(P) + v.(Q), en particulier L
definit une filtration sur A, (ou pour tout k € R, FF(A4,) = {P € A,)|vr(P) < k}). Soit gr’(A4,)) le gradué
de A,, associé a cette filtration. On a:
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Lemme 7.1 Sie; + f; > 0 pour tout i =1,...,1 (resp. e; + f; =0 pour tout i =14+ 1,...,n), alors:

gI‘L(An) ~ K[Jﬁl, . ,Z‘n,fl, . 7€l][Dl+17 . ,Dn]
Le symbole principal de P € A, est I’élément de gr™(A,),
ot(P) = Z PapZ™Ey 0§ I'Dﬁl—? -~ D
L(a,B)=vr(P)

Si exp(P, L) = (a, 3), on note M(P) = pagx®&* -+ -fleffrJ{l ---DP». On appelle M(P) le monéme initial de
P.

Remarquons que dans le cas commutatif, il n’y a pas de condition de type e;+ f; > 0. Ici, puisque D;x;—x;D; = 1,
nous devons demander que v, (1) < vi(z;) + v (D;).

Soit I un idéal (A gauche) de A,, on note gr®(I) l'idéal gradué, associé a la filtration induite par Fy o sur
I. L’idéal grl(I) est engendré par la famille {oZ(P)|P € I — 0} ot ¢¥(P) est le symbole principal de P par
rapport & L. On note Er(I) I'ensemble {exp(P,L); P € I — 0}.

Une famille {Py, ..., P} d’éléments de I est une base standard (relativement & l'ordre <p,, ou relativement a
L)de I si Er(I) =;_,(exp.(P;) + N*").
Le cas analytique

Soit D,,(C) (ou D,,) lanneau des opérateurs différentiels & coefficients dans C{z} = C{z1,...,2,} et soit
L= Z?Zl e + Z?Zl fiBi € Rlaa, ... ,an, B1, - - ., Bn] une forme linéaire & coefficients dans R, ol on suppose
que e; < 0 et f; > 0 pour tout 1 < i < n. Soit < un bon ordre sur N2" compatible avec la structure du
semi-groupe de N2". On considere sur N2” le bon ordre <, suivant:

L(a, B) < L(a, )

ou

(., 8) < (o, 3) & { Lle,f) = Lo/, ) et |B] < |F|

ou

L(a, B) = L(a, 8'), 8] = 8] et (o, 8') < (a, B).

Soit P = P(z,0) = Zﬁpg(x)D’B = Zaﬂpa,gaﬁO‘Dﬂ un élément non nul de D,. On appelle Support de P
I'ensemble Supp(P) = {(o,3) € N?" | p, 3 # 0}. On appelle L-ordre de P, et on note vy (P), I'élément
maximal de {L(«,3), (o, ) € Supp(P)}. On appelle L-exposant privilégié de P, et on note exp(P, L),
I'élément de N?" max., (Supp(P)).

Sie; + fi > 0 pour tout 1 < ¢ < n, alors pour tout P,Q € D,, v,(P.Q) = vi(P)+v(Q), en particulier L definit
une filtration sur D,, (ol pour tout k € R, FkL(Dn) = {P € D,;v(P) < k}). Soit gr’(D,,) le gradué de D,
(resp. A,) associé a cette filtration. On a:
Lemme 7.2 Sous les conditions suivantes:

e ¢, <0pourl<i<pyavece;,+ f; =0 for 1 <i<pyete+ fi >0 pourp <i<py

e ¢; =0,f; >0 pour ps < i< ps

e ¢; = fi =0 pour ps <i<n,

grl(D,,) est isomorphe a
C{$p2+1, .o ,xn}[xl, .. 7xp27§p1+17 .o ,€p3,D1, .o 7DP17DP3+1’ . ,Dn]

Le symbole principal de P = ZaﬂpaﬂxO‘Dﬂ € Dy, est la classe de P dans Fr, ,, (p)/Fr,<v,(P)-

14



Siexp(P) = («, 8), on note M(P) = pagﬁffﬂl . 5553 D ... Dgfl Dg;fll -~ DB On appelle M(P) le monome
initial de P.

Comme dans le cas algébrique, puisque —z;D; + D;x; = 1, il n’y a pas de condition de type e; + f; > 0.

Soit I un idéal (3 gauche) de D,, (resp. A,), on note gr’(I) Iidéal gradué, associé a la filtration induite par
Fp o sur I. L’idéal gri(I) est engendré par la famille {o(P)|P € I} ot o%(P) est le symbole principal de P
par rapport & L. On note Er(I) I'ensemble {exp(P, L); P € I —0}.

Une famille { Py, ..., P} d’éléments de I est dite une base standard (relativement & 'ordre <, ou relativement
aL)delsi EL(I)=U;_ (exp,(P;) + N").

8 Algorithmes de calcul de bases standard

On reprend ici les notations de la Section précédente. En particulier L = Y0 | e;a; +> oy fili € R, . ..y,
Bi,. .., Bn] est une forme linéaire & coefficients dans R. Nous nous intéressons ici au probléme suivant: soit I
un idéal & gauche de A, (resp. de D,,). Etant donné un systéme de générateurs de I, comment calculer une
base standard?

Bases de Grobner des idéaux de A,

On suppose ici que les coefficients e1, ..., ey, f1,..., fn sont positifs ou nuls. On suppose que e; + f; > 0 (resp
ej + fj = 0) pour tout 1 < ¢ <1 (resp. [+ 1 < j < n). La construction d’une base standard (ou de Grébner)
est basée sur un théoreme de division similaire & celui de la Section 1. Plus précisement:

Soit {P,...,P-} un ensemble d’éléments de A, tous non nuls et soit («;, 8;) = exp(P;) pour tout 1 <i <.
On considere la partition A, A de N™, relative & Py, ... P, telle que A = |Ji_, (o, ;) + N?" et A = N?" — A,
Soit P un élément non nul de A,, et posons («, 3) = exp(P).

Théoréme 8.1 On peut construire des éléments Q1,...,Q,, R € A, tel que:
i)P=%._,Q:P+R
i) maxg,£0exp(Q:F;) < (a, 5).
iii) Si R # 0, alors exp(R) < (o, B) et Supp(R) C A.

La démonstration du théoréeme est similaire a celle du théoreme 1.1. & une différence pres: on divise d’abord
o(P,L) par o(Py,L),...,0(P,., L), puis on releve la division & A, et ainsi de suite... Ce processus s’arréte car
<, est Nothérien.

On appelle R le reste de la division de P par Py,..., P., et on note R = PR{Py,...,P.}.
Soit P,Q deux élements de A,, et soit, avec les notations de la Section 7., M(P) = C(a17[31771)$a1D51571 ot
M(Q) = dia2 5222 D", Soit (a,8,7) = pp.c.m.{(al, 8,71), (a%, 5%,72)}. On pose
1 1 1 2 2 5
PSQ = da2 p2,42)7% DP=F e p Clat,gr A1) T DP=F ¢,
de sorte que exp(PSQ) <1, («, 8,7).

Le résultat suivant est similaire a celui de la Proposition 1.2.:

Proposition 8.2 : Un systeme de générateurs Py, ..., P, de l’idéal I est une base de Grébner de I siV1 <i #
j < T,PiSPjR{Pl, . .,PT} =0.
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On a aussitot l'algorithme suivant:
Algorithme: Soit Q1,...,Qs un systeme de générateurs de I:
(i) Sivl<i#j<s, QSQ;R{Q1,...,Qs} =0, alors {Q1,...,Qs} est une base de Grébner de 1.

(ii) Sl existe 1 < i # j < s tel que Q;:SQ;R{Q1,...,Qs} = H # 0, on pose H = Q441 et on recommence
avec {Q1,...,Qs, Qst1}-

Ce processus s’arréte apres un nombre fini d’étapes, construisant un systeme de générateurs de I qui est aussi
une base de Grobner de I.

Bases standard des idéaux de A,

On suppose ici que les f; sont positifs ou nuls mais que les e; sont de signe quelconque. L’ordre total <j n’est
plus dans ce cas Noethérien. Pour surmonter cette difficulté, on a introduit les techniques d’homogénéisation
et proposé un théoreme de division dans A, [t] qui nous a permis de construire effectivement une base standard
(voir [9]).

Soit P = Zaﬁpaﬂxo‘Dﬁ € A,, on appelle ordre total de P (et on note ord” (P)) le nombre entier max{|a| +
|8] t.q. pa,g # 0}. On pose A,[t] = A, ®c CJt]. On appelle homogénéisé de P l'opérateur différentiel h(P) =
Zaﬂpa’ﬁtordT(P)*\alflﬁlanB € A,[t].

On définit sur N2"*1 e bon ordre total, noté <, compatible avec la somme :

k+lal + |8 <k + /| + |5
: k+laf + (8] =k + || +16] et
ou bien
{ (aaﬁ) <r (0/76/)
On appelle <, extention de <y & N2**1. On a pour tout H € 4, [t] des notions de Support et d’exposant
privilégié exp_, (H). On note 7 : N x N2 = N2+l N?” la projection sur N2".
Si(pl,...,u") € (N2"+1)7 on lui associe la partition {A, A} de N2"*+1 tel que:

(kv avﬁ)_<L(k/a 0/761) —

A=Jp + N7 et A =N\ A
=1

Théoréme 8.3 Soit Py,...,P. un ensemble d’éléments non nuls de A,,. On note {A,Z} la partition de N27+1
associée a (exp_, (h(Pr)),...,exp_, (h(P;))). Alors, pour tout P € A,[t] il existe Q1,...,Qr, R dans Ay[t] tel
que:

1. P=3% Q;h(P)+ R.
2. exp., (Qih(P;)) 2r exp, (P) pour 1 <i <7 tel que Q; # 0.
3. Si R #0, alors Supp(R) C A et exp(R) < exp_, (P).

Ce résultat "homogene” implique le résultat suivant:

Proposition 8.4 Soit Py, ..., P. un ensemle d’éléments non nuls de A, et soit P € A,[t]. Soit RW e reste
de la division de P par (h(Py),...,h(P,)) et soit R®), p > 2, le reste ie la division de h(R(p’l)“:l) par
(h(Py),...,h(P.)). Alors il existe s minimum tel que Supp(h(R(S)‘tzl)) C A.

On appelle R(®) le reste de la division itérée de P par {h(Py),...,h(P.)}. Tlest noté R*(P;h(Py), ..., h(P.)).

Soient Hy, Ha € Apft]. On note p* = exp(H;) et p = ppem(p', p). Ecrivons p = v' + p' = v* 4 p2. On pose
H,SHy = M1Hy— MsHs ou M; est le mondme d’exposant v et de coefficient 1/c¢(H;), ¢(H;) étant le coefficient

du monoéme correspondant & exp_, (H;). On a aussitot le résultat suivant:
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Proposition 8.5 Soit F = {Py,..., P} C A, un systéme de générateurs de l'idéal I tel que, pour tout couple
(i,7), le reste itéré de la division de h(P;)Sh(P;) par (h(Py),...,h(P;)) est égal & zéro, modulo (t — 1)A,[t].
Alors F est une base standard de I.

De ce résultat on déduit un algorithme de construction de bases stantard, a partir d’un systeme de générateurs
de I, consistant a ajouter les déshomogénéisés des restes itérés des syzygies élémentaires.

Peu apres, F. Castro et L. Narvaez proposaient dans ([18]) d’homogénéiser en respectant les relations dans A,,,
ie. h(D;xz;) = x;D; +t? pour tout 1 < i < n. Avec cette nouvelle définition, soit P, @Q deux éléments non
nuls de A,, alors h(PQ) = h(QP) = h(P).h(Q), par conséquent, la division d’un opérateur homogene par
une suite d’opérateurs homogeénes dans A,[t] produit des quotients et un reste homogenes. D’un autre coté,
la forme linéaire L"(k,a, 3) = L(a, ) induit sur A,[t] une filtration pour laquelle, soit h(I) l'idéal de A,[t]
engendré par {h(P); P € I — 0} et soit grl(h(I)) I'idéal gradué associé a h(I), alors gr(I) = grX(h(I))|;=1
et m(exp, (M(I)) = exp, (I), ou w désigne la projection sur N*”. On a ainsi un algorithme de calcul d’une
base standard similaire & celui proposé par D. Lazard dans le cas commutatif. Il consiste a calculer une base
standard de h(I) pour <, puis & déshomogénéiser les éléments de la base.

Remarquons que les résultats ci-dessus s’adaptent facilement aux idéaux a gauche de D,,, donnés par des
opérateurs algébriques.

9 Pentes des D-modules

On reprend ici les notations de la Section précédente. En particulier L = Z?’Zl e + E?’Zl fiBi € Rlaa, ... ,a;,
B1,. .., Bn] est une forme linéaire a coefficients dans R. On se restreint ici aux formes L telles que fi1 = p+q, fa =
e =fn=1e1=—qea =...=¢, =0 (avec (p, q) entiers non négatifs, premiers entre eux). Plus précisement,
L(a, 8) = p|B] + q(B1 — a1). Si P est un opérateur différentiel, on appelle L-ordre de P, et on note ordr, (P), le
maximum des L(a, 8) ou («, 5) € Supp(P). On note Lo (resp. L;) la forme définie par Lo(c, 3)) = |8] (resp.
Li(a, B) = 1 — ).

Soit I un idéal (a gauche) de D,, (resp. A,,) et soit grl(I) I'idéal gradué, associé a la filtration induite par F,
sur I (voir Section 7). Rappelons que I'idéal gri(I) est engendré par la famille {o*(P)|P € I — 0} ou ol (P)
est le symbole principal de P par rapport a L. Si L # L1, (resp. L =Lj) on a:

ol(P) = Z Pa,prE”  (resp. Z Pa,pr*DP)
L(|B|,81—a1)=ordr(P) B1—a1=ordy, (P)

Si P est un élément différent de 0 de A,, (resp. D,,), on note par exp(P, L) 'exposant privilégié de P par rapprot
a ordre total <y,.
Si I est un idéal de A,, (resp. D,,),on note exp(I, L) 'ensemble {exp(P, L)|P € I — 0}.

La forme linéaire Ly induit la filtration (notée par F') définie par 'ordre. La forme linéaire L1 induit la filtration
notée par V et appelée filtration de Malgrange-Kashiwara. Si L # Lo, L1, la filtration induite par L est une
filtration intermédiare entre F et V. Supposons L # Lo, L1 et soit 7 = p/q € Q. 1l est alors évident que
gri(I) = grt(I) ot L.(a, B) = r|B| + (81 — a1). Dans [21], Y. Laurent a démontré que gr-(I) est localement
constant sur Q¥ i.e. il existe un nombre fini de rationnels r1, ..., 7, tel que si on pose ro = 0,7r,11 = +00, alors
grl(I) ne dépend pas de r €]r;,r;41] pour tout 0 < i < s. Les rationnels r1,..., 7, sont appelés les indices
critiques de 1'idéal I. Ce sont les rationnels r pour lesquels grZ~(I) n’est pas bihomogene (On dit que grf=(I)
est bihomogene s'il existe a,b € N et un systeme de générateurs de grZ~(I) de la forme peur étre engendré par
des éléments de la forme Y-, ;ca p*E? avec cap # 0 f1 — a1 = a,|3] = b). Ces rationnels généralisent & un
idéal la notion du polygone de Newton d’un opérateur différentiel défini de la maniere suivante:
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Soit P € A,, (resp. D,,). On appelle polygone de Newton de P et on note P(P), l'enveloppe convexe, dans
R?2, de ensemble:

U 81,8 — o) + (-N)2).

(a,3)€Supp(P)

Les pentes des faces non compactes de P(P) donnent les indices critiques de 'idéal engendré par P. Lorsque
n = 1, l'absence des indices critiques est équivalente a la régularité de D,,/(P). En dimension supérieur,
les indices critiques de 'idéal I tel qu’ils sont définies ci-dessus mesurent lirrégularité de D,,/I le long de
I'hypersurface z; = 0.

C’est le résultat de finitude que ’on retrouve en utilisant "approche effective des bases standard. Ceci nous a
permis de donner un algorithme de calcul des indices critiques de 'idéal I lorsqu’un systeme de générateurs de
I est donné.

10 Bases standard universelles

Cas algébrique

Soit I un idéal a gauche de A, différent de (0) et reprenons les notations de la Section 7. Dans [10] on
s’est intéressé au probleme suivant: Etudier le comportement de 1'idéal gradué gr’(I) lorsque les coefficients
(€, fi)1<i<n varient dans le sous ensemble U = {(e, f) € R*";¢e; + fi > 0 pour tout 1 <i <n} C R*.

Soit h(I) Phomogénéisé de I dans A,[t] (ot h désigne ici I'opération d’homogénéisation au sens de [18]). Soit
exp_, Dextention de ordre < & N?"*! (voir Section 8).

Utilisant les techniques d’homogénéisation de [18], et le Théoreme de division qui en résulte dans A, [t], nous
avons d’abord obtenu le résultat de finitude suivant:

Théoréme 10.1 (voir [10]) L’ensemble {exp_, (h(I)); (e, f) € U} est fini.
A partir duquel nous avons démontré le résultat suivant:

Théoréme 10.2 : (voir [10]) L’ensemble {grt(h(I)); (e, f) € U} est fini.
Comme gr¥(h(I))|t=1 = gr’(I), il suit que:

Corollaire 10.3 : (voir [10]) L’ensemble {gr=(I); (e, f) € U} est fini.

Nous nous sommes ensuite intéressés au probleme de la répartition des ensembles ci-dessus dans U. Soit E un
sous ensemble de N?" 1 et soit Up = {(e, f) € U;exp_, (h(I)) = E}. Avec ces notations nous avons démontré
le résultat suivant:

Théoréme 10.4 : (voir [10]) Il existe une partition € de U suivant des cones polyhédrauz rationnels et con-
vezes, telle que pour tout élément o de &, exp_, (h(I)) et gr(h(I)) ne dépendent pas de (e, f) dans o. De plus,
chaque Ug est conveze et réunion de cones de .

Ce résultat ne reste pas vrai si on remplace h(I) par I. Elle le devient si on suppose que les e; sont positifs
ou nuls. Précisement, soit £ un sous ensemble de N2 et et considérons le sous ensemble U’ C U des éléments
(e, f) pour lesquels e; > 0 pour tout 1 <14 < n. Soit U, = {(e, f) € U';exp(I,L) = E}. On a:

Théoréme 10.5 : [l existe une partition £ de U’ suivant des cones polyhédrauz rationnels et convezes, tel
que pour tout élément o de £, exp_, (1) et gri(I) ne dépendent pas de (e, f) dans o. De plus, chaque U}, est
conveze et réunion de cones de E.
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Le cas analytique

Dans [11] nous avons généralisé les résultats ci-dessus aux idéaux de D,,. Plus précisement on s’est intéressé
au probleme suivant: Soit I un idéal a gauche de D,,, différent de (0) et reprenons les notations de la Section
7. Etudier le comportement de 1'idéal gradué gr’(I) lorsque les coefficients (e;, fi)1<i<n varient dans le sous
ensemble U = {(e, f) € R*;e; <0, fi >0 and e; + f; > 0 pour tout 1 <i <n} C R?™.

Nous avons pour ce faire considéré I'anneau D, [t] avec les relations:

da
(9.237;
ou a,b € C{z}. L’algebre DJt] est une algebre graduée; la graduation, en d, étant

t

[t,a] = [t,Di] = [(L,b] = [Di,Dj] = O, [Di,a] =

ptl=P| P clz}*D’

d>0 \k+||=d
Soit P =3 5N ps(2)D? un élément non nul de D. L’opérateur

h(P) =Y pa(a)tord” P=191D8 ¢ Dt]
B

est appelé I'homogénéisé de P (ot ord” (P) = max{|3|, ps(z) # 0}).
On définit I'idéal & gauche h(I) de D,[t] comme étant I'idéal engendré par {h(P); P € I — 0}.

Comme dans le cas algébrique, la forme linéaire L"(k, o, 8) = L(a, 3) définit sur D,,[t] une filtration, et si note
par grX(h(I)) le gradué associé & h(I) pour cette filtration, alors gr’ (h(I))|s=1 = grX(I). De plus, si <, désigne
I'extention de <z & N?"*! alors w(exp_, (h(1))) = exp_, (I).

Nous avons d’abord obtenu dans 'anneau D, [t] un Théoreme de division convergente, ce qui représentait la
majeure difficulté pour généraliser les résultats algébriques. Utilisant ce Théoreme, et avec les notations ci-
dessus, nous avons d’abord obtenu le résultat de finitude suivant:

Théoréme 10.6 : (voir [11]) L’ensemble {exp_, (h(I)); (e, f) € U} est fini.

A partir duquel nous avons démontré le résultat suivant:

Théoréme 10.7 : (voir [11]) L’ensemble {gr’(h(I)); (e, f) € U} est fini.
Comme gr¥(h(I))|t=1 = gr’(I), il suit que:
Corollaire 10.8 : (voir [11]) L’ensemble {gr™(I); (e, f) € U} est fini.

Concernant la répartition de ces ensembles dans U, soit E un sous ensemble de N2"*1 et soit U = {(e, f) €
Usexp_, (h(I)) = E'}. Nous avons démontré le résultat suivant:

Théoreéme 10.9 : (voir [11]) Il existe une partition € de U suivant des cones polyhédrauz rationnels et con-
vezes, telle que pour tout élément o de £, gr™ (h(I)) et exp, (h(I)) ne dépendent pas de (e, f) dans o. De plus,
chaque Ug est conveze et réunion de cones de .
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Chapitre 1I: Singularités des courbes planes algébriques

11 Courbes planes méromorphes

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Une courbe méromorphe sur K est un polynéme
f(z,y) € K((2))[y], ot K((x)) désigne le corps des séries méromorphes en z, & coefficients dans K. Supposons
f unitaire en y et écrivons f(z,y) = y" + a1(x)y™ ! + ... + a,(x). Par le théoréme de Newton-Puiseux, f se
factorise comme suit:

n
fa,y) =] - vi2)),
i=1
ou les racines (yi(z))i<i<n sont des séries méromorphes fractionnaires en z, i.e. il existe un entier naturel
N € N tel que y;(x) € K((z'/Y)) pour tout 1 < i < n. Lorsque f est irréductible, N = n suffit, dans ce cas
les racines sont liées par le groupe multiplicatif des racines n-iemes de 'unité (plus précisement, soit w # 1 une
racine primitive n-ieme de 1, alors y;(z) = y1 (w'~1z) pour tout 1 <i < n).

Supposons f irréductible et écrivons f = y™ +a1(x)y" " +...4+a,(z). Soit, par le théoréme de Newton-Puiseux,
y(z) € K((z¥/™)) tel que f(z,y(z)) =0, et rappelons que f(z,y) = [[,ney (¥ — y(wz)). Soit y(z) =3, a;z*/™.
L’ensemble {7, a; # 0} ne dépend pas du choix de la racine y(z). On le note par Supp(f). Les exposants de
Newton-Puiseux de f sont définis comme suit: | mg |= n, m; = inf{i € supp(f);n ne divise pas i}, et pour
tout k > 2:

my, = inf{i € supp(f);dr = pged(mo, ..., mk_1) ne divise pas i}.

Le polynome f étant irréductible, pged (n, supp(f)) = 1, par conséquent il existe h € N tel que dp4+1 = 1. On
note par convention mp41 = +00.

Soit finalement la suite (rg)r>o définie par: | o |=n, r1 = m1 et pour tout 2 <k < h +1:

T = Tk—1.(dk—1/di) + mi — mp_1.

On note m = (mg, m1,...,mpy1), d = (di,da,...,dpt1), 7 = (r0,71,...,Th+1), €t on appelle ces suites les suites
caractéristiques associées a f.

En général, soit f(z,y) une courbe méromorphe de degré n en y, alors f(z,y) = fo(x).f(x, y), ou fo € K((z))
et f est une courbe méromorphe unitaire de degré n en y. Soit g(z,y) un élément de K((x))[y] de degré m en
y. Soit par le théoreme de Newton f(z,y) = [[;—, (v — vi(x)). On définit la multiplicité d’intersection de f
avec g par:

m.ordy fo(w) + 301 ordeg(z, yi(x)) if f #0# g
0 iff=0+#g€ k(X)) org=04%f € k(X))
oo if f=0%#g¢&k((X))org=0#f¢&k(X))
oo iff=0=g

int(fv g) =

ou on suppose que la somme d’une famille vide est 0. Notons que si f.g # 0, alors int(f, g) = ord,Resy(f,g),
ou Resy(f, g) est le y-résultant de f et g. Il suit que int(f, g) = int(g, f).

Lemme 11.1 (voir [1]) Soit f € K[[z]][y] (resp. [ € K[z ][y]). Supposons que n =deg,(f) > 0 et que f est
irréductible dans K((x))[y]. L’ensemble des multiplicités d’intersection int(f,g), g € K|[z]][y], f ne divise pas
g (resp. g € K[z [y], f ne divise pas g) est un sous semi-groupe de Z. On le note par T(f) et on Uappelle le
semi-groupe de f. Avec les notations ci-dessus, pour tout k =0,... h, rp >0 (resp. 1, <0) et ro,r1,...,7h
engendrent I'(f).

22



Définition 11.2 (voir[1]) Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 11.1, soit u(x) € K((x'/9)). On
définit le contact de u avec f par cont(f,u(z)) = mazyn=104(u(r) —y(wz)), ot Oy désigne l'ordre en x. Soit
g=y"+bi(x)y™ !t + ...+ by(x) un polynéme irréductible de K((x))[y] et soit par le théoréme de Newton
g9(z,y) = [[ym_q(z — 2(vz)) ot 2(x) est une racine de g(x,y) = 0. On définit le contact entre f et g par
cont(f,g) = cont(f,z(x)). Notons que cont(f,qg) =cont(g,y(x)) et que cette définition ne dépend pas du choix
de la racine z(x) de g (resp. y(x) de f).

Racines approchées de f: Supposons f irréductible dans K((z))[y] et soit m,d, r les suites caractéristiques
associées & f. Soit d un entier positif et supposons que d divise n. Soit g un polynéme unitaire de K((z))[y],
de degré n/d en y.

Définition 11.3 (voir[1]) On dit que g est la d-iéme racine approchée de f si l’une des conditions équivalentes
est vérifiée:

i) deg,(f —g%) <n—n/d.

i) Soit f = g% + ai(z,y)g? ' + ... + aq(z,y) le développement de f suivant les puissances de g (i.e. si
a; # 0, alors degyoi;(x,y) <n/d), alors a1 = 0.

La d-iéme racine approchée de f existe et est unique (voir[1]).

soit g1, ..., 9n,grh+1 = f 'ensemble des dy-iémes racines approchées de f, k=1,...,h. On a:

Lemme 11.4 (voir [1]) Pour toutk=1,... h:

Z) ,Lnt(fv gk) =Tk-

i) cont(f,gx) = ==

iii) gi is irreducible dans K((x))[y] et T(gx) =< ro/dk,...,rk—1/dr >. De plus, pour tout 1 <1i <k, g; est
la d;/di-iéme racine approchée de g.

L’étude des courbes méromorphes a des applications intéressantes dans le deux cas suivants:

1) Le cas formel, i.e. f est un polynéme de K][z]][y], ou K][x]] désigne 'anneau des séries formelles en z, a
coefficients dans K. Dans ce cas, les racines y;(z) dans le théoreme de Newton sont des éléments de K[[z'/V]].

2) Le cas algébrique, i.e. f(x,y) est un polynome de K[z ~!][y]. Dans ce cas, la factorisation de f dans K((z))[y]
ainsi que ses racines (y;())1<i<n, sont liées au comportement & linfini du polynéme F(z,y) = f(z7',y) €
K|[z][y]. De plus, si f(z,y) est irréductible dans K((z))[y], alors F(z,y) posséde une seule place & l'infini (i.e.
F(z,y) possede un point a 'infini et il est analytiquement irréductible en ce point). C’est dans ce cadre que se
situe le Lemme d’Abhyankar-Moh & propos du probleme du plongement de K dans le plan K?2.

Dans la suite, par souci de clarté, on va utiliser les notations suivantes: soit F(z,y) un polynéme de K[z,y]. La
courbe méromorphe f(z,y) = F(z~1,y) € K[z}, y] C K((z))[y] sera appelée la courbe méromorphe associée a
F', on notera dans ce cas f ~,, F. On dira aussi que F' est le polynéme associé & f et on notera F' ~, f. De
méme, si F(z,y) = f(z7 1, y) et G(x,y) = g(z~1,y) sont deux polynémes de K|z, y], on notera (f, g) ~um, (F,G)
et (F,G) ~p (f,g). Soit F,G deux polynémes de K[z, y| et désignons par Int(F, G) la multiplicité d’intersection
de F et G dans K? (i.e. Int(F,G) est le rang de K[z,y]/(F,G) sur K). On peut alors démontrer que si
(f,9) ~m (F,G) et F est unitaire en y, alors Int(F, G) = —int(f, g).

12 Lemme d’Ahyankar-Moh

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. En 1973, dans [9], S.S. Abhyankar et T.T. Moh ont
démontré, en utilisant la théorie des courbes méromorphes, le résultat suivant, connu depuis sous le nom du
Lemme d’Abhyankar-Moh:
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Théoréme 12.1 Soit F(z,y) € K[z, y] tel que la courbe V(F) = {(a,b) € K?; F(a,b) = 0} est isomorphe a K,
alors il existe un automorphisme de K2 qui transforme F en une coordonnée de K2.

Ce résultat possede la reformulation équivalente suivante:

Théoreme 12.2 Soit F(x,y) € K[z,y] un polyndme ayant une seule place a Uinfini. Si F est lisse (i.e. la
courbe V(F) n’a pas de points singuliers) et rationnel, alors il existe un automorphisme de K2 qui transforme
F en une coordonnée de K2.

Soit F'(x,y) un polynéme ayant une place & l'infini et écrivons, apres un possible changement de variables,
F = y" +as(x)y" 2+ ... + an(x). Si f ~,, F désigne la courbe méromorphe associée a F, alors f(x,y)
est irréductible dans K((x))[y]. Soit m,d,r les suites caractéristiques associées & f comme dans la Section
précédente. Soit (¢;)1<i<n+1 U'ensemble des racines approchées de f (en particulier, g1 = y). Dans [14], utilisant
les mémes ingrédients que dans la preuve d’Abhyankar-Moh, j’ai d’abord donné une preuve constructive de leur
résultat que j’ai ensuite généralisé a une classification constructive des courbes ayant une seule place a 'infini.
La démonstration utilise de maniere fondamentale 1’égalité suivante:

Désignons par fg, fy les dérivées partielles de f par rapport & z et y. On a: int(f, f,) = int(fs, fy) +n —1. En
particulier Int(F, F})) = Int(F,, F,) +n — 1.

Supposons d’abord que Int(Fy, Fy) = 0. Comme int(f, f,) = Z}kll:l(d;lil —1).(r) (voir[37], par exemple), et
int(F, Fy,) = —int(f, f,), alors int(F, F},) = 22’21( 4 _1).(—ry), et puisque par hypothese Int(F, F,)) = n—1 =

di+1
Zzzl(d;ﬁl —1).n/dy, il résulte que:

b b
k k
Z(d —1)~(—7‘k)=Z(d —1).n/dp.
k=1 k+1 k=1 k+1
Cette égalité est vraie si et seulement si —rp = diy1 pour tout 1 < k < h, en particulier 7, = —1. On sait

par ailleurs que si on pose G; ~,, g; pour tout 1 < i < h, alors —r, = Int(F,Gp). En utilisant la notion des
polygones de Newton généralisés d’Abhyankar et son critere d’irréductibilité (voir [3]), j’ai démontré que:

F = GZ” + G,QG;iLh_Q + ...+ an_1.Gp +aGp_1

ol ag,...,an—1 € Keta € K—{0}. Onadonc K[F,G}] = K[G}, G,—1]. D’autre part, Int(F,, F,) = 0 implique
que Int(Gp,,Gr,) = 0 (voir [14]), on recommence alors avec Gy,....Ceci montre que K[F, G1,] = K[G}, G—1] =
... = K[G9,G1] = K[G2,y] = K][z,y].

Cette construction se généralise a une classification des courbes ayant une seule place a l'infini de la maniere
suivante: soit F' un polynéme de K|z, y] possédant une seule place & U'infini, et reprenons les notations ci-dessus.
Pour tout automorphisme o de K2, soit F,, = F oo et posons d, = deg(F,). Si (X,,Y,) désignent les nouvelles
coordonnées de K2, on peut supposer, apres des possible changement de variables qui ne changent pas le degré,
que Fy = Y% +ag(X,).Y% 24 .. + ag (X5). On appelle F,, 'équation réduite de g par rapport a 0. Soit
ho la longueur du systeme des générateurs du semi-groupe de f, ~,, F, obtenu par le procédé de la Section
précédente (et notons que ce systeme c’est pas nécessairement minimal). Soit D(F') (resp. H(F')) 'ensemble
des d, (resp. hg) et soit r(d) = inf(D(G). Si ¢’ est un automorphisme de K? tel que d,» = r(d), on montre
qu’alors hys = inf(H(F'). On note r(h) = h, et on appelle F,. 1’équation réduite de F et on note r(F) = F,.
Avec ces données on a:

Lemme 12.3 (voir [14]) Soit m = Int(F,, F,), alors m > 2.(27("=1 —1).
Remarquons qu’'une nouvelle preuve du Lemme d’Abhyankar-Moh en découle immédiatement:
Corollaire 12.4 (voir [14]) Soit m = Int(F,, Fy). Si m = 0, alors r(h) = 0, en particulier r(F) est une

coordonnée de K2.
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Supposons Int(Fy, F,) > 0 et soit I le plus grand entier tel que Int(Gy,,Gi,) = 0. On peut alors construire
un automorphisme ¢ de K2 transformant G; en une coordonnée de K2 (Pautre coordonnée étant alors G_1 si
Il >2etxsil=1). On montre qu'alors r(F') = F,. On a ainsi un algorithme qui, partant d’un polynéme ayant
une seule place a 'infini, construit son équation réduite. Ceci nous permet de construire, pour un semi-groupe
donné T (resp. pour un entier naturel m) les équations réduites de tous les polynémes F de semi groupe I’
(resp. tel que int(Fy, Fy) = m).

13 Reégularité des courbes méromorphes

Soit 0 # f(z,y) € K((z))[y] une courbe méromorphe sur un corps K algébriquement clos de caractéristique 0
et écrivons f = y" +a1(z)y" "' +...+a1(x)y + a,(x) ol pour tout 1 < i < n,a;(x) € K((z)). Supposons n > 1
et considérons la famille (f)rek, ot pour tout A € K, f = f — A. Supposons f réduit pour tout A € K. Dans
([14]) yai introduit la notion de régularité de la famille (f))rex comme suit:

Définition 13.1 On dit que la famille (f)) ek est réguliére si int(fx, fy) ne dépend pas de A.

La régularité de la famille (f\) ek peut étre mesurée comme suit: écrivons Res,(f, f,) = P, (A).2% + P, (A\)z™ +
oo+ P (M)t + .. avec ig < i1 < ... et soit A\1,..., A\, ensemble des racines de P;, (\): int(fy, fy) = io pour
tout A € K —{A1,..., A\ }. De plus, pour tout 1 < k <7, iy < int(fy,, fy). On note ig = minyexint(fx, f) par
int(fgen, fy) et on Pappelle la multiplicité d’intersection générique de f et f,. Soit Ay = >, _,int(fr,, fy) —
int(fgen, fy): Ar € N et Ay = 0 si et seulement si la famille (f\)rex est réguliere.

Définition 13.2 On note I(f) = {\1,..., A} et on appelle I(f) l'ensemble des valeurs irréguliéres de la famille
(f3)rek-

Avec ces notations on a ’égalité suivante:

Lemme 13.3 (voir [14]) On a:

int(fgen, fy) = nt(fz, fy) +n—1— Ay.

De plus, pour tout 1 < k <, si on note Ay, = int(fx,, fy) — It(fgen, fy), alors int(fr,, fy) = int(fz, fy) +n —
1— Af + Ay

La notion de régularité possede de tres importantes applications dans la théorie des courbes planes algébriques,
elle offre une approche intéressante dans 1’étude de la conjecture Jacobienne en dimension deux. Soit pour le
moment F(z,y) un polynéme de K[z, y| tel que F(0,0) = 0 et considérons la famille de polynoémes (F))xck, olt
pour tout A € K, I\ = F'— \. On va supposer par la suite que F) est réduit pour tout A € K. Quitte a faire un
changement de variables convenable, on peut écrire F' = y" +ay(z)y" 1 +...+a1(z)y + an(x) ot deg,a;(x) < i
pour tout 1 < ¢ < n, en particulier F' (et donc Fy pour tout A € K) possede un seul point & Uinfini, défini
par u =y = 0, ou u est la variable d’homogénéisation. Soit f ~,, F' la courbe méromorphe associée a F'. En
particulier fy ~,, F) pour tout A € K.

Définition 13.4 On dit que la famille de polynoémes (Fy)x est réguliére si la famille des courbes méromorphes
(fr)a Dest. Ceci est équivalent a dire que la multiplicité d’intersection Int(F, Fy) ne dépend pas de \.
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Soit I(f) ={M,...,A}. On a:

Int(Fy, Fy) = Int(F,, Fy) +n—14+ Ay

pour tout A € K — I(f). De plus, toujours avec les notations ci-dessus, pour tout 1 < k < r, Int(F),, Fy,) =
Int(F,, Fy) +n—1+ Ay — Ay. Par abus de notation on écrit I(f) = I(F') et on appelle I(F) I’ensemble des
valeurs irrégulieres de (Fy)x.

La notion de régularité est équivalente & celle introduite par S.S. Abhyankar et A. Sathaye dans [10]: la famille
(Fx)x est bonne & l'infini si le coefficient dominant du y-résultant Res, (Fy, Fy) de F) et F, est une constante
non nulle. Elle est aussi équivalente & la notion classique de I’équisingularité a l'infini: soit p = (0,1,0) le
point & l'infini de F' et soit h(F) 'homogénéisé de F' dans Klu, z,y]. Soit u,(F>) le nombre de Milnor local de
h(Fy\) = h(F) — Au™ en p. On dit que la famille (Fy), est équisinguliere a 'infini si p,(F)) ne dépend pas de
A

Rappelons que la conjecture Jacobienne en dimension deux s’énonce comme suit:
(CJ) Soit F,G € K|z,y]. Si J(F,G) = F,G, — F,G, € K— {0}, alors K[F, G] = K|z, y].

Supposons que F' posseéde une seule place & linfini, par le Lemme d’Abhyankar-Moh ([9], voir la Section
précédente), si Int(Fy, F,) = 0, alors il existe un automorphisme o de K? tel que o(F) = F oo est une
coordonnée de K2. Ainsi, (CJ) est équivalente & I’assertion suivante:

Soit F,G € K|z,y]. Si J(F,G) € K — {0}, alors F' posséde une seule place a l'infini.

Remarquons que si F' posséde une seule place a Uinfini, alors il en est de méme pour F) pour tout A € K.
De plus, la famille (F)\)xck est réguliere. Ephraim ([23]) a ainsi généralisé le Lemme d’Abhyankar-Moh de la
maniere suivante: supposons que la famille (F)xek est réguliere (ou équisinguliere a U'infini). SiInt(Fy, F,) =0,
alors il existe un automorphisme o de K2 tel que F o o est une coordonnée de K2. Par conséquent, (CJ) est
équivalente a I’assertion suivante:

Soit F,G € K[z,y]. Si J(F,G) € K — {0}, alors la famille (F)), est réguliere.

Soit I(F) I’ensemble des valeurs irrégulieres de la famille (Fy)xex- (CJ) est alors équivalente & assertion
suivante:

(*) Soit F' € K|x,y]. Supposons que I(F) # 0, alors pour tout G € K|z,y|, J(F,G) ¢ K — {0}.

Dans [14] (voir aussi [7]) j’ai généralisé le Lemme d’Abhyankar-Moh aux familles de polynémes ayant une seule
valeur irréguliere, ce qui m’a permis de démontrer (*) dans ce cas particulier. Plus précisement j’ai démontré
le résultat suivant:

Théoréme 13.5 Supposons que I(F) = {\1} et que int(F,, Fy) = 0, alors Fx, n’est pas irréductible. De plus,
il existe un automorphisme o de K? tel que dans les nouvelles coordonnées (X,Y), o(Fy,) = Y.(1+Y.G(X,Y))
et G(X,Y) #0.

Soit H = Zi’j a;;x'y’ € K[z,y]. On appelle Support de H, et on note Supp(H), l'ensemble des (i,j) € N?
tel que a;; # 0. On définit le polygone de Newton de H (noté N(H)) comme étant ’enveloppe convexe de
Supp(H) J{0} dans R%. Par un résultat du & Abhyankar et démontré indépendamment par Briangon ([20])
et par Oka ([34]), étant donné deux polynémes Hi, Hy € K[z, y|, si J(H1, Ho) € K — {0}, et si N(H;) (resp.
N (H)) contient au moins deux points différents de I’origine, alors ces deux polygdnes sont similaires. Utilisant
ce résultat j’ai déduit le suivant:

Théoréme 13.6 (voir [1/]) Supposons que la famille (F\)x posséde une seule valeur irréguliére, alors il n’existe
pas de G tel que J(F,G) € K — {0}.
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Remarque 13.7 Soit (F)), une famille de polynémes telle que pour tout A € K, F) est irréductible et lisse,
et soit I(F) 'ensemble des valeurs irrégulieres de (F)),. Théoréme 13.5. montre que ou bien I(F) = () (dans ce
cas F posseéde une seule place & l'infini), ou bien I(F') contient au moins deux éléments. Par ailleurs Briangon
(voir [20]) a donné un exemple d’une famille vérifiant les conditions ci-dessus et possédant exactement deux
valeurs irrégulieres: F(x,y) = y?.(1 + 2y)* + 3y(1 + 2y)® + (3 — 8/3y)(1 + zy)? — 4(1 + xy) + x. Cet exemple
a été généralisé par E. Artal, P. Cassou-Nogues et 1. Luengo ([11]) en une famille de polynémes F,, de degé
6n+4,n € N—{0} vérifiant les mémes conditions. Cet exemple répond par le négatif & la conjecture suivante de
S. Kaliman (voir[27], ol il démontre qu’elle implique la conjecture Jacobienne en dimension deux): une famille
dont tous les éléments sont irréductibles et possédant au moins une valeur irréguliere, doit avoir un élément
singulier.

14 Dérivées partielles d’une courbe méromorphe

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0, et soit f un élément de K((x))[y]. Supposons f
unitaire en y et écrivons f = y" +ay(z)y" 1 +...+an_1(x).y +a,(x). Supposons f réduit et soit f = fi..... fr
ot f; est irréductible pour tout 1 <4 < r. Posons n; = deg, f; et soit, par le théoréme de Newton, f;(z,y) =
[Ty (y — yi(2)) ot yi(2),...,y% (x) sont des éléments de K((z1/™)). Soit {y1(z),... . yn(2)} = {yfi1 <i<r
et 1 <k < n;}. Lensemble C(f) = {ordy(yi(z) — y;j(z));1 < i # j < n}-ou ord, désigne l'ordre en - est
appelé I'ensemble des contacts de la courbe f. Dans [16] on s’est intéressé au probléme suivant: étant donné f,
sa décomposition en composantes irrédutibles, et son ensemble des contacts C(f), quelles informations peut-on
avoir sur f,?

Lorsque f est irréductible et a;(z) € K[[z]] pour tout 1 <14 < n, 'ensemble C(f) n’est autre que 'ensemble des
exposants de Newton-Puiseux de f: soit m = (mo =n,mq,...,mp, Mpt1 = +00), 7 = (T =N, 71, ..oy, Thy The1 =
+00),d = (d1 = n,da,...,dp,dpy1 = 1) Pensemble des suites caractéristiques associées & f (voir Section 11.),
alors C(f) = {m1/n,...,mp/n}. Dautre part,

h

int(f, fy) = Y _(

=1

d;
diy1

— ].).T‘i

Analysant cette égalité et utilisant arithmétique du semi-groupe I'(f) =< rg,71...,7r5 > de f, M. Merle ([31])
a démontré le théoréme suivant:

Théoréeme 14.1 f, = Q1..... QnouVi=1,... h:
i) deg,Q; = (74— — 1).n/d; et int(f, Qi) = (3% — 1).r;.

d¢+1 di+1

it) cont(f, P) = m;/n pour toute composante irréductible P de Q;.

Dans [22], lorsque f € K][[z]][y] et r = 2 (i.e. f posseéde deux composantes irréductibles), utilisant Parithmétique
du semi-groupe (dans IN?) de f, et suivant la méme démarche que Merle, F. Delgado a obtenu un résultat
similaire pour la décomposition de f,. Il a donné un exemple montrant que I'arithmétique du semi-groupe ne
suffit pas si f possede 3 branches ou plus.

Dans [29], toujours pour f € K[[z]][y], T.C. Kuo et T.T. Lu ont proposé un modele d’arbre qui utilise I’ensemble
C(f). Bien que la décomposition de f, n’était pas le but de leur travail, leur modele contenait des informations
importantes qui servait dans la progression du probléeme.

Dans [16], j’ai considéré le cas ol f est une courbe méromorphe. J’ai alors associé & f un modele d’arbre T'(f)
défini & partir des composantes irréductibles de f. Il est défini comme suit:

27



Pour tout¢ =1, ..., r, désignons par NP(f;) 'ensemble des exposants de Newton-Puiseux de f; et soit C(f;, f) =
NP(f;) U{cont(f;, fj); 7 # i}. Clairement C(f) = U;_, C(fi, f). Soit C(f) = {c1,..., ¢} et supposons que

1 < cg <...<c¢. Larbre T(f) associé & f est une réunion de r branches. Il est construit comme suit:

Dans R? equipé du systéme des coordonnées (Z, W) on considere le point (0, ¢1). Remarquons que ¢; € C(f;, f)
pour tout 1 < i <. Soit ¢ = 1 et considérons le segment de droite By liant les points {(0,¢);c € C(f1, f)}: B1
est la premiere branche de T'(f) (remarquons que si C(f1, f) = {c1}, alors By = {(0,¢1)}).

Supposons construits By, . .., B;_1 et soit ¢ = maxg<;cont(f;, fr). Soit p < i tel que ¢ = cont(f;, fp). La branche
B; est une réunion de deux segments: le premier noté Bj est le sous ensemble de B, contenant les points de B,

d’ordonnées < ¢. Le deuxiéme noté B;/ est construit comme suit:
i) Si ¢ = maxC(f;, f), alors B] = .

ii) Si ¢ < maxC(f;, f), alors B, est le segment de droite liant le point B; (qui appartient aussi & B) & un
point du plan d’ordonnée maxC(fi, f), tel que S; N(Ui_, Bx) est réduit a I'unique point d’ordonnée ¢ de B;.
Ceci nous donne la représentation suivante:

. ‘ J JM%/
W =g¢ ] 2 3 7l

L’arbre T'(f) peut aussi étre intérprété de la maniére suivante: T'(f) est une collection de points, un point P
est défini d’une part par un élément ¢(P) de C(f), et d’autre part par un sous ensemble U(P) de {f1,..., fr}
tel que:

i) Vg € U(P) et Vh ¢ U(P), cont(g, h) < c(P).
ii) Vg, h € U(P), cont(g,h) > ¢(P).
(

On écrit P ~ (c¢(P),U(P)). Soit Pi,...,Ps 'ensemble des points de T'(f) et soit pour tout 1 < i < s,
(c(P),U(F)) tel que P, ~ (c(P;),U(P;)). Jai démontré dans [16] une correspondance biunivoque entre
lensemble { P, ..., Ps} et une collection de courbes méromorphes Q1, ..., Qs tel que:

Théoréeme 14.2 i) f, =Q1..... Qs.

it) Soit 1 < i < s, alors pour toute composante irrédutible @ de Q; et pour tout élément g € U(P;),
cont(g, Q) = c(P,).

J’ai de plus donné explicitement pour tout 1 <17 < s, le degré en y de Q; et la multiplicité d’intersection de @Q;
avec fr pour tout 1 < k <.
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15 Le Jacobien des courbes méromorphes

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Soit f, g deux courbes méromorphes de K((z))[y] et
considérons le Jacobien J(f,g) = fz9y — fyg.. Dans [5] (voir aussi [6]) on s’est intéressé au probleme suivant:
dans quelle mesure les ensembles C(f), C(g) et C(f.g) permettent d’avoir des informations sur J(f,g)? lorsque
g=—x, J(f,g) = fy, dans ce cas, par les résultats de la Section précédente, la courbe J(f, g) est déterminée en
partie par la structure de l'arbre T'(f). Nos résultats généralisent ainsi tous les résultats traitant le probleme
de la décomposition de f, non seulement au cas méromorphe mais aussi a une factorisation du Jacobien. La
méthode utilisée dans notre approche est celle de la déformation développé par Abhyankar dans [2]. Cette
méthode peut étre illustrée comme suit: on veut étudier une courbe méromorphe h en la comparant avec une
courbe méromorphe irréductible p. Pour ce faire, on considére une racine de p (voir Section 11) et on la déforme
en remplagant un de ses coefficients par une indéterminée. On substitue cette déformation dans h: une des
informations que I'on peut obtenir porte sur les contacts de p avec les composantes irréductibles de h.

Apres avoir rappelé (avec démonstrations) les résultats utilisés de [2], nous avons proposé un modele d’arbre
universel qui structure I’ensemble K((x))[y]h des courbes méromorphes irréductibles: cet arbre universel est
lui méme déterminé par des arbres définis comme suit: le contact de deux courbes étant rationnel, ’ensemble
des niveaux de l’arbre est un sous ensemble du corps des rationnels Q, les points de ’arbre sont définis par
des paires B = (0(B),A(B)), ou § # o(B) est un sous ensemble de K((x))[y]h et A(B) € Q est tel que
con(f, f') > M(B) pour tout f, f" € o(B). Un tel arbre est partiellement ordonné par B’ > B si A(B’) > A(B)
et 0(B") C o(B). Onnote T' = (U o(B),A(T)), ou A(T') = {\(B), B € T'}. L’arbre universel n’est donc autre
i

que T = (K((x))[y]%, Q) auquel on rajoute son point "racine” (K((x))[y]*, —o0)

Remarquons que pour une courbe méromorphe f, 'arbre T'(f) introduite dans la Section précédente peut étre
redéfini avec les notations ci-dessus (T'(f) = ({f1,..., fr},C(f))), et que si f est irréductible, alors T'(f) =
(f,C(f, f)) ou C(f, f) désigne ’ensemble des exposants de Newton-Puiseux de f.

Soit T' un arbre. Pour tout point B = (¢(B), A(B)) de T', on pose

7(B) = {f' € K((x))[y]*;cont(f', f) > A(B) pour tout f e o(B)}

(B) = {f € 7(B);cont(f’, f) > A(B) pour au moins un f € o(B)}.
et

(B) =7(B) — 7 (B) = {f € 7(B);cont(f’, f) = A\(B) pour tout f € o(B)}.

Ces ensembles mesurent en quelque sorte le contact des éléments de K((x))[y]h avec les éléments de T'. Plus
précisement, soit H une courbe méromorphe et soit H = H;..... H,, La décomposition de H suivant ses com-
posantes irréductibles. Pour tout B € T, soit Qp(H) = [ <;<pn, ery His Vp(H) = [li<j<pn,er ) Hi
et Qp(H) = [li<j<pn,er(p Hj alors H = [[per Qp(H) et si B # B, alors pged(Q5(H), Q% (H)) = 1.
Avec ces notations, la partie principale du Théoréme de décomposition du Jacobien J(f,g) de deux courbes
méromorphes s’énonce comme suit:

Théoréeme 15.1 Soit T =T(f.g), alors J = J(f,g) = [1ger Q5(J) et si degy(Qp(g)) =1, alors deg,Q5(J) =
deng*B(fy) > 1.

On a par conséquent une correspondance biunivoque entre un sous ensemble de points de T = T(f.g) et
des paquets de courbes méromorphes figurant dans la décomposition de J. Nous avons donné a propos de
ces composantes des informations précises quant a la multiplicité d’intersection de chaque paquet avec les
composantes irréductibles de f.g, puis au contact de ses composantes irréductibles avec celles de f.g.
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16 Pairs Jacobiens

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Nous avons étudié dans la Section précédente le
probleme suivant: étant donnés deux courbes méromorphes f, g € K((x))[y], comment obtenir des informations
sur le Jacobien J = J(f, g) connaissant les courbes f et g? Dans [7] nous nous sommes intéressés au probléme
inverse: connaissant le Jacobien J = J(f, g), que peut-on dire de f et g7 En premier temps nous avons introduit
la notion de régularité des familles (fx = f — X\, g, = g — 1t)x ek et étudié certaines de ses applications, en
particulier & la conjecture Jacobienne en dimension deux. Soit f,g € K((z))[y] deux courbes méromorphes et
considérons les familles (fi)xrek et (9u)uek. Supposons que fy (resp. g,) est réduit pour tout A € K (resp.
e K).

Définition 16.1 On dit que f est réguliere par rapport a la famille (g,), si int(f, g,) ne dépend pas de p. On
dit que g est réguliere par rapport a la famille (f))x si int(fx,g) ne dépend pas de X\. On dit que la famille
(fx,gu) est réguliere si int(fy, g,) ne dépend pas de A, p.

Supposons f et g unitaires en y et écrivons f = y"+ay (z)y" 1+. . 4a,(v) et g = y™+bi(2)y™ 4. . +by(z). La
notion de régularité introduite ci-dessus peut étre mesurée de la maniere suivante: Soit R(\, p, ) = Po(\, p)a’ +
Py(A p)z™™ 4+ ...+ le résultant en y de fy et g,. Il suit que, étant donnés Ao, po € K, R(Xo, p1,x) (resp.
R(A, po, x)) est le résultant en y de fy, et g, (resp. fi et gu,)-

Proposition 16.2 Soit Ao, pio € K et reprenons les notations ci-dessus. Ecrivons R(Xo, i1, ) = Py (p)a? oot
oo (resp. RO\, po, ) = Qo (N)x?MHo) 4 ) 0t on suppose que ord, R(Xg, 1, @) = i(Xo, i) (resp. ordy R(\, po, x) =
i(A, po)). On a:

i) fro est réguliére par rapport a la famille (g,,), si Px,(pn) € K —{0}.
i) gu, est réguliére par rapport a la famille (fx)x si Qu,(A) € K —{0}.
i) La famille (fx,g,) est réguliére si Py(X, ) € K — {0},

Soit A € K et reprenons les notations ci-dessus. Soit u%\o, o 7/1&20 Pensemble des racines de Py, (p). Pour tout
e K —{pd .}, int(fr,, gu) = i(Xo, p). De plus, int(frg: g, ) > 1(Ao, ) pour tout 1 < i <7y, On
note (Ao, 1) = int(fxy, ggen) €t on Pappelle la multiplicité d’intersection générique de fx, et (gu),. Posons

’I“,\0

B(f)\mg) = Z[int(f)\o’guf\o) - int(f)\o7ggen)]~

i=1

On a: B(fx,,9) € N et B(fr,,9) = 0 si et seulement si fy, est réguliere par rapport a la famille (g,) .

Définition 16.3 On note I(fx,,9) = {13, - ,ugzo }, et on appelle I(fy,,g) ensemble des valeurs irrégulieres
de f», par rapport a g.

On peut de la méme maniere définir I(f, g.,) et B(f, guo) si po € K.
Dans [7], on a démontré I’égalité suivante:

Lemme 16.4 (voir [7]) Soit Ao € K et reprenons les notations ci-dessus. On a:

int(f,\O,J(f,g)) = int(f)\o’g) +int(f)\o7fy) _n+B(f)\o7g)

Remarquons que 1'égalité du Lemme 13.3. découle de celle-ci en remplacant fx, par f, et g par f.

La notion de régularité introduite ci-dessus se généralise aux polynémes de la maniere suivante: Soit F(z,y) et
G(z,y) deux polynomes de Kz, y] et considérons les familles (Fi)x et (G.),. Supposons que F (resp. G, est
réduit pour tout A € K (resp. p € K) et soit (f,g) ~m (F,G).
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Définition 16.5 Soit Ag, po € K

i) On dit que F), est réguliere par rapport a la famille (G,,), si fa, est réguliere par rapport & la famille
(9p) -

ii) On dit que G, est réguliere par rapport & la famille (F)\)x si g,, est réguliére par rapport a la famille

(f3)x
ili) On dit que (F\,G,) est réguliere si (fx,g,) lest.

Soit Ag € K. On pose I(Fy,,G) = I(fry,9) €t B(F»,,G) = B(fx,,9). Soit I(Fy,,G) = {u%\o,...,uxo}. II est
clair que Int(F),,G,) ne dépend pas de p € K — I(F\,,G) et que si on note cet élément par Int(F\,, Ggen),
alors Int(Fx,, Ggen) > Int(F,, G ) pour tout 1 <i <7y, et

3
Ao

T>‘0
B(F,,G) = _[t(Fy,, Ggen) — Int(Fx,, Gy )]-
i=1

Soit J(F,G) = F,Gy — F,G5. Le lemme suivant donne une version affine du Lemme 16.4.:

Lemme 16.6 (voir [7]) Soit Ao € K et reprenons les notations ci-dessus. On a:
Int(Fy,, J(F,G)) = Int(Fy,,G) + Int(Fy,, Fy) —n — B(F»,,G))
Utilisant cette égalité et celle du lemme 13.3., on a démontré le suivant:

Théoréme 16.7 (voir [7]) Soit F,G deuzx polynémes de K[z,y] et soit (f,g) ~m (F,G). Soit Ay € K et
reprenons les notations ci-dessus. Supposons que Ay, = Ag-ie. inl(fry, fy) = nt(fgen, fy)- et soit c le
cardinal de 1(Fy,,G). On a:

i) Sic=0 et J(F,G) € K—{0}, alors Ay =0, Int(F\,,G) =1, et K[F,G] = K|z, y].
ii) Si c =1, alors I(F) est réduit a un seul élément. En particulier J(F,G) ¢ K — {0}.
Soit F'(z,y) un polynéome de K[z,y] soit f ~., F. Soit \g € K et supposons que Ay, = Ay. Si F), possede

deux places & l'infini, alors pour tout G € K|z, y], le cardinal ¢ de I(F),, G) est au plus 1. Il résulte du Théoreme
précédent que J(F,G) ¢ K — {0} pour tout G € K|z, y].

Le théoreme 16.7. offre une nouvelle approche a I’étude de la conjecture Jacobienne en dimension deux. En
effet, la partie i) du Théoreme montre que la conjecture Jacobienne est équivalente & la conjecture suivante:

Soit F,G deux polynémes de K[z,y]. Si J(F,G) € K — {0}, alors I(F,G) = 0 (ceci est équivalent a
B(F,G) = 0).

Cette conjecture possede aussi la réformulation suivante:
(*) Soit F, G deux polynomes de K[z, y]. Si I(F,G) # 0 (<= B(F,G) #0), alors J(F,G) ¢ K — {0}.

En particulier, la partie ii) du Théreme 16.7. montre (*) losrsque I(F, (G,)) est réduit & un seul élément.
Remarquons que, étant donnés deux polynémes F,G de Klz,y], si (f,g9) ~m (F,G), alors: J(F,G) = a €
K — {0} < J(f,g9) = a.x2. Par ailleurs, la notion de régularité est définie pour les éléments de K((x))[y] qui
ne sont pas nécessairement dans K[z~!][y]. Ceci nous a amené & poser les deux conjectures suivantes (appelées
conjectures Jacobiennes méromorphes):

Soit f, g deux éléments de K((z))[y] de degrés respectives n et m en y.
Conjecture 1) Si J(f,g) = =2, alors B(f,g) = 0.
Conjecture II) Si J(f,g) = =2, alors m/n ou n/m.

La régularité des courbes méromorphes introduite ci-dessus peut étre interprétée en fonction des polygones de
Newton de ces courbes. Cette notion offre aussi une approche intéressante a I’étude de la conjecture Jacobienne
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en dimension deux, et plus généralement aux deux conjectures ci-dessus. Ainsi, la deuxiéme partie du papier
[7] est consacrée & 1’étude du polygone de Newton d’une courbe méromorphe, en particulier la relation entre
les polygones de Newton de deux courbes méromorphes f et g dont le Jacobien J(f,g) dépend seulement
de z. Nous avons d’abord introduit la notion de parallelisme et pseudoparallélisme de deux polygones de
Newton. Ceci généralise aux courbes méromorphes la notion de similarité définie dans un cadre algébrique.
Nous avons ensuite démontré que si le Jacobien J(f,g) de deux courbes méromorphes f et g est un élément
de K((x)), alors les polygones de Newton de f et g sont pseudoparallelles, et si A(f) et A(g) désignent deux
cotés similaires des polygones de Newton de f et g respectivement, alors fa(s) et ga(y) sont proportionnelles
(o si h € K((x))[y] et A est un coté du polygone de Newton de h, alors ha est la somme des mondmes
hijz'y? de h tel que (i,5) € A). Ceci généralise aux courbes méromorphes la notion de proportionnalité définie
dans un cadre algébrique. Utilisant ces résultats nous avons cherché a caractériser 'arbre T'(f.g) lorsque le
Jacobien J(f,g) € K((z)). Nous avons supposé pour ce faire que int(f,g) = miny ,int(fx,g,) (ceci n’est pas
une restriction car J(f\, g,) ne dépend pas du choix de A et p dans K). Nous avons alors démontré une série
de lemmes qui montrent que les composantes irréductibles de f.g sont réparties en des paquets qui définissent
les points maximaux de larbre T(f.g), et que dans chaque paquet, certaines caractéristiques numériques des
branches telles que le degré en y, la multiplicité d’intersection avec les autres branches peuvent étre controlées.

17 Polynomes irréductibles dans K][[z]][y]

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Désignons par R I’ensemble des polynomes irréductibles
de K[[z]][y] et soit R 'ensemble des polynémes f de R tel que si f(z,y) = y" +a1(z).y" ' + ...+ an(x), alors
ai(z) =0, et ordya;(x) > i pour tout 2 < i < n tel que a;(z) # 0 (remarquons qu’on peut toujours se ramener
A cette forme moyennant un possible changement de variables). Soit f(x,y) = y™ + a1(z).y" ' + ... + an(x)
un élément non nul de R. On associe & f son semi-groupe I'(f) = {int(f,9);9 € K[[z]][y],g ¢ (F)K[[z][y]},
ses suites caractéristiques m = (mo = n,my,...,mp, Mpr1 = +00), r = (g = N,T1,...,Th,Thit1 = +00),
d = (dy = n,da,...,dp,dpy1 = 1), et Pensemble de ses racines approchées g = (91 = y,92,.--,9h, gh+1 = f)
(voir Section II-1). On sait que: -

1) int(f, gx) = rr pour tout 1 < k < h.
2) ro =mn,r1,...,r, engendrent I'(f).

3) rk.(d‘zil) < rip41 pour tout 1 < k < h.

De plus, d’apres les hypotheses sur f, on a:
Hro=n<r <...<rpetdy >dp>...>dpt1 =1

D’autre part, on sait qu’étant donnée une suite ro < 71 < ... < 73, vérifiant 3) et 4), il existe un polynome
f € R, de degré rg en y, tel que T'(f) est engendré par ro, ..., 7.

Soit f(x,y) =y +az(z).y" % +...+a,(x) un polyndéme de R. La classe d’équisingularité de f, notée CI(f) est
l’ensemble de tous les polynomes irréductibles de K|[[z]][y] dont le semi-groupe est T'(f). Utilisant les polygones
de Newton généralisés et le critére d’irréductibilité d’Abhyankar (voir [3]), on a construit dans [19], étant donné
une suite rg < 11 < ... <1y, vérifiant 3) et 4), tous les polynémes de R (& déformation pres) dont le semi-groupe
est engendré par 1, ..., Tp, ainsi que leurs racines approchées. Ceci donne en particulier les éléments de la classe
d’équisingularité correspondant & la suite r et aux suites r/dy = (ro/dk, ..., rk—1/d)) pour tout 1 < k < h.

Remarquons qu’'un polynéme f dont le semi-groupe est engendré par g, ..., r, peut étre calculé en utilisant la
théorie des bases de of Grobner: une base de Grobner réduite par rapport & un bon ordre sur N3 qui élimine
t des équations x — ",y — t™* — ... — {™» contient un unique polynéme f(z,y). Si nous considérons f comme
étant un élément de K[[z,y]], alors T =< rq, ..., ry > est le semi-groupe de f. Il est connu que la complexité de
calcul d’une base de Grobner est doublement exponentielle. De plus, 1'algorithme calcule beaucoup plus qu’il
nous faut. Bien que nous n’ayons pas considéré le probleme de la complexité de notre algorithme, mais nous
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pensons qu’il est plus naturel et plus adapté, en particulier parce que les données que ’on obtient sont attachées
au polynome f et sont exprimées en fonction des suites associées a ce polyndéme. Notre algorithme nous permet
aussi d’associer de maniére unique un élément canonique dans la classe d’équisingularité qui correspond a la
suite r (resp. aux suites r/dy = (ro/dk,...,rk—1/di) pour tout 1 < k < h et de controler les mondmes a
rajouter a cet élément pour avoir toute la classe déquisingularité.

Soit f(z,y) = y" + az(x).y" ' + ...+ a,(z) un polynéme de R. Le nombre de Milnor m = int(fy, f,) est un
invariant de CI(f). Comme int(f, f,) = int(fs, fy) +n—1 = m +n — 1, il suit que le nombre de Milnor m
s’exprime en fonction de la suite r par la formule suivante:

h

(¥) m= Z(ei - 1)y —ro+ 1.
i=1
La deuxiéme question qu’on a étudiée dans [19] est la suivante: soit m € N un entier positif fixé, construire
tous les polynoémes g € R (A déformation prés) tels que m = int(g,, g,). Nous avons d’abord démontré qu’étant
donnée une suite rg, 71, ..., r, vérifiant les conditions 3) et 4) ci-dessus, alors:

m > (5/3).2%" —3.2" + (4/3)

Ceci implique que le nombre des longueurs h possibles est fini. D’autre part, étant donné h € N, la relation (*)
ainsi que celles pour les racines approchées montrent que I’ensemble des suites r de longueur h vérifiant (3) et
(4) est fini. Le probleme est donc réduit au suivant: soit r = (rg,r1,...,7) une suite vérifiant 3) et 4), calculer
tous les polynomes de R dont le semi-groupe est engendré par r.

Dans ([19]) nous avons développé et implementé nos algorithmes en Mathematica.

18 Modifications toriques des variétés toriques libres

Soit K un corps de caractéristique 0. Soit eq, .. ., e, les éléments de la base canonique de Z", et pour tout i = r+
1,...,nsoit hy = (h;1,...,hiy) € N". Soit di...,d, € N et posons T' = {di1e1,...,drer, hyy1,...,hy} CN".
Soit

¢ : K[x17"'7xraxr+l7"'7xn] - K[tla' "7tr]

I’homomorphisme de K-algebres tel que:

dlz) =t Vi=1,...r
B(z;) = th Vi=r+1,...,n,
ot thi = "t 4" Soit Kerg = Ip est l'idéal de T. La variété V = V(Ir) des zéros dans Al est une
variété affine torique dans le sens de [24]. L’image ¢(K[z1,...,Zr, Tpi1,...,Ty]) est Panneau affine K[T| du

semi-groupe T'. en d’autres termes, I est 1'idéal de définition de la variété V dans Akn» paramétrisée comme
suit:

d
1 = uy
T, = uf’”
hri11 h
Tr41 = Uy TT+1YT
h
T, = u™t. ol



Soit NT = {lydrer + - -lodrey + lry1hpy1 + -+ + lhy 1 1h,..., 1, € N} le semi-groupe engendré par T et
ZT = {lydier + ---lydrey + lrp1heys + -+ 1hy 2 1y, ... L, € Z} le réseau engendré par T. On sait que
ht(Ir) = n — r; c’est une intersection complete si et seulement si il est engendré par n — r éléments.

Soit T} et T5 des sous ensembles non vides de T' tel que T'= Ty UT5 et T3 NTy = (). Le semi-groupe T est appelé
le recollement de Ty et Ts s’il existe un élément non nul a € NT7; N NT5 tel que Za = ZT) N ZT5.

La notion de semi-groupe obtenu par recollement a été introduite par J.C. Rosales dans [36] et utilisée par K.
Fisher, W. Morris and J. Shapiro dans [25] pour caractériser les semi-groupes affines qui sont des intersections
completes.

Le semi-groupe T est une intersection complete libre (par rapport a la suite hyy1,...,h,) si et seulement si
pour tout : =r+1,...,n,
ﬂ = {dlel, . ,drer, hr+1, ceey hl}

est le recollement de T;_1 = {dye1,...,drer, hyy1,...,hi_1} et {h;}. On dit que la variété V (Ir) est une variéé
torique libre si le semi-groupe T est une intersection complete libre.

Dans [17] nous avons étudié l'effet des modifications toriques au sens de [35] aux variétés toriques libres. Nous
avons démontré que ces modifications résolvent les singularités de ces variétés. Remarquons que si T =<
ro,r1...,rp > est le semi-groupe d’un polyndéme irréductible f de K[[z]][y], alors V (Ir) est une variété torique
libre. Utilisant la représentation algorithmique des éléments de C1(f) obtenue dans [18], on obtient une résolution
plongée des singularités de Cl(f). D’autre part, étant donné un polynoéme irréductible quasi-ordinaire f de
K{[[z1,...,zn]][y], M. Micusn, dans sa these ([28], [32]), a associé & f un semi-groupe I'(f) et a démontré a
propos de I'(f) des résultats similaires & ceux connus pour les singularités de courbes (voir aussi [26]). Dans [18]
on a démontré que T = T'(f) est une intersection compleéte libre, en particulier les mémes résultats obtenus pour
les courbes peuvent étre appliqués aux singularités définies par les polynoémes irréductibles quasi-ordinaires.
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